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Vorwort. 

X)ie GnmdzOge der neueren Algebra, wie diese Disciplin aus 
den Händen voq Cayley und Sylvester hervorging, sind durch 
das Salmon'sche Lehrbuch iu Jedes Händen. Einige in diesem 
Werke nicht behandelte Capitel findet man, in Ca'yley's „Memoirs 
upon Quantics" {PfiU. Tr.), in Brioschi's „Tcoria dei covartantt" 
{Annali)f in Fiedler'a „Elementen der neueren Geometrie etc." im 
Zusammenhange entwickelt. Das vorliegende Werk entsprang dem 
Bedürfuisse, auch andere, zum Tbeil neuere, Methoden und Gesichts- 
punkte einem grösseren Kreise zugänglich zu machen. Ich rechne 
dabin vor Allem die grundsätzliche Anwendung der zuerst von 
Ar on hold gebrauchten symbolischen Bezeichnung, welche, wie ich 
schon im 5!>. Bande vou Borchardt's Journal ausgeführt habe, die 
principielle Grundlage, für alle Gebilde der neueren Algebra liefert; 
sodann die fuadameu.talen Untersuchungen vou Gordan Über die 
Endlichkeit der Formensysteme, welche, auf jene Bezeichnuugsweise 
gegründet, eine Perspective in eine neue Glosse tiefer und wichtiger 
Forschungen eröShet; endlich die weiteren Ausfahrungen, welche die 
von Hermite begründete Theorie der typischen Darstellungen seit- 
her erfahren hat. Diese und einige andere Momente, welche ich iu 
meinen Vorlesungen seit längerer Zeit hervorzuheben pflegte, gaben 
denselben allmalig eine Gestalt, welche die GrundzUge des gegen- 
wärtigen Werkes lieferte. Indem ich mich aber zu dieser Veröffent- 
lichung entschloBs, erwies sich die Beschränkung auf binäre Formen 
als nothwendig; nicht so sehr wegen der Fülle des Stofls, als weil 
diese Formen allein bis jetzt eine wenn auch nur annähernd abge- 
rundete Fassung der Theorie zulassen. 

Göttingen, den 29. September 1871. 

A. Clebscb. 
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Erster Abschnitt. 

Grundeigenschaften der Invarianten und Coyarianteu 
binärer Formen. 



8 1. Definition blnirer Formen. Linexre SnbBtltutionen. 

Im Folgentlen wird von den ganzen homogenen Functionen zweier 
Veränderlichen gehandelt. Diese Functionen heissen binär, weil eben 
nur zwei Veränderliche Torkominen; sie werden, insofern es sich we- 
sentlich um ihren Chamkter als ganzer Functionen handelt, binäre 
Formen genannt, eine Bezeichnung, welche der Zahlentheorie ent- 
lehnt ist. Man theilt sie in Ordnungen nach der Dimension, in welcher 
die Veränderlichen vorkommen. 

Setzt man eine binäre Forn^M'" Ordnung gleich Null- und divi- 
dirt durch die «** Potenz einer Veränderlichen, so kommt in der Glei- 
chung nur der Quotient beider Veränderlichen tot, und man hat also 
eine Gleichung n"" Grades zur Bestimmung dieses Quotienten vor sich. 
Man kann daher auch die gleich Null gesetzte Form selbst als Glei- 
chung «"" Grades für das Verhältniss der Veränderlichen betrachten. 

Die Coefficientcn einer Fonn betrachtet man zunPichst als Gon- 
stante, und zwar als willkürlich gegebene Constante, so dass zwischen 
denselben von vorn herein Relationen nicht angenommen werden. In- 
sofern unterscheiden sie sich von veränderlichen Grössen nur durch 
den zufällig gewählten Gesichtspunkt, unter welchem sie betrachtet 
werden. 

Eine Form «'" Ordnung hat n-1-1 Coefficientcn. Geht man, in- 
dem man die Form gleich Null setzt, zu der entsprechenden Gleichung 
über, so kann ein Coefficient durch Division zu 1 gemacht werden. 
Es ist aber wegen ies Zusammenhanges der Theorie der Gleichungen 
mit der allgemeinen Formentheorie besser, auch in diesem Falle alle 
Coefficientcn beizubehalten. 

In -der Invariantentheorie werden die Formen insbesondere rUck- 
sichtlich der Veränderungen untersucht, welche sie erleiden, wenn 
man statt der ursprünglichen Veränderlichen lineare Verbindungen 

Gtibish, Thsorfe d«r binaren nlgebr. Formen. 1 



2 Erster Abschnitt, Grundeigen seh aften der Invarianten 

derselben als neue Veränderliche einfQhrt. Seien :r,, x^ die ursprücg- 
licben Veränderlichen und f{x,,x^) eine homogene Function «"'Ord- 
nung derselben. Führen wir nun neue Veränderliche |,, 6; ein niit 
Hilfe der Gleichungen: 

wo die vier Grössen a constante Coefficienten bedeuten. Alsdann geht 

die Function f der x in eine andere Function f der i Ober, indem 

ax„x,) = /-(«„g, + e,,|„ «„I. + «„!,) 

gesetzt wird. Die neue oder, wie wir sagen wollen, die transfor- 
mirte Form JBt von derselben Ordnung in den £, wie die ursprüng- 
liche in den x war. Die neuen Coefficienten enthalten linear die ur- 
sprünglichen Ooefficienten ; aber sie enthalten ausserdem die Coefficien- 
ten ff, und zwar, der Ordnung der Form f entsprechend, homogen 
in der «"" Dimension,* 

Die Operation, vermöge deren die neaen Veränderlichen | ein- 
geführt werden , nennt man, weil dabei die linearen Gleichungen (1) 
zu Grunde gelegt werden, eine lineare Si^bstitution, und versteht ' 
unter dieser Bezeichnung auch wohl die Formeln (1) seihet, deren 
Coefficienten a dann Substitutionscoefficienten genannt werden. 

Damit,aber die Gleichungen (I) nicht etwa eine Relation zwischen 
den als unabhängig vorausgesetzten Grössen x enthalten, ist es noth- 
wendig, dass diese Gleichungen nach £,, l^ auflösbar seien und dass 
der dabei auftretende Nenner nicht vqrschwinde. Wäre der Ausdruck 

die Determinante der Substitution, gleich Null, so würde nach 
(1) die Beziehung 



stattfinden müssen, was mit dem Begriffe der x als unabhängiger Ver- 
änderlichen unvertr Jülich ist. Wir nehmen also r jederzeit als von 

''' BtiiHpitl einer quadraÜBchen Fomi: 

= oo {«„ Si -1- a,,!,)"-!- 2«, (o,i S, + tr„ J.) (a„ J, -1- «r„|,) + «, (a„ £, 4- «„|,)' 



', = Og tt, , ff, t + a, (a, , er» + «1 1 "ii ) + o* "ti "a : 
'i = o, o,,' + 2 a, o„ (^ -H a, «„'. 



Goot^lc 



und CoTarianten binärer Formen. — §§ 1, 3. 3 

Null verschitiden an and erhalten demnach aus (1) durch Auflösung 
dieser Gleichungen nach den |: 

die aufgelösten Substitutionsformeln. 



I i. DeflnlUon der InTarlanten und CoTartanten binArer Formen. 

InderFormentbeotie untersuc-ht man nun solche ganze 
rationale Verbindungen der Coefficienten und der Ver- 
änderlicben, welche bis auf eine Potenz von r denselben 
Werth annehmen, gleichviel, ob man sie fQr die ursprüng- 
liche oder für die transformirte Function bildet. Enthält 
eine solche Verbinduug nur die Coefficienten, so nennt man sie In- 
variante; enthält sie auch noch die Veränderlichen, so wird sie Co- ' 
Variante genannt.* 

Sei TT eine solche ganze rationale Function der Veränderlichen 
x„ Xt und der CoefScienten a^, a,, a^..., welche die oben festgestellte 
Eigenschaft besitzt, eine Eigenschaft, welche kurz als Invarianten- 
eigenschaft bezeichnet werden soll. Sind dann, wie oben, ||, |, 
die neuen Veränderlichen und a'^, a\, o',... die Coefficienten der 
transformirten Function f*, so muss man die Gleichung haben: 

(1) TT(a'o, a\, o'^...; 6,, |,) = r'- TT (flo, «,,«»■■■! ^i>^i)i 
durch welche die Invarianteneigenschaft ausgesagt wird. 

Durch die lineare Substitution treten an Stelle der x lineare Ver- 
bindungen I derselben, an Stelle der a„, a,, a^... ebenso lineare Ver- 
bindungen dieser Coefficienten. Daher bleibt jede für die x einerseits 
und für die a^, a,, a^... andererseits ganze und homogene Function 
auch nach der Transformation eine solche. Man schliesst daraus, dass 
die Gleichung (1) för die verschiedenen, nach den x einerseits und nach 
den Coefficienten andererseits homogenen Thezle bestehen muss, in 
welche TT etwa zetlallt und welche unter sich verschiedene Dimen- 
sionen der Grössen zeigen, in Bezug auf welche jeder einzelne Theil 
homogen ist, oder, was dasselbe ist, man schliesst, dass diese Theile 
einzeln die Invariauteneigenschaft besitzen müssen. Wir setzen daher 
im Folgenden immer voraus, dass jede zu ^betrachtende Invariante 
oder Covariante schon in solche Theile zerlegt sei, und spreclien also 



iner Invariante bei einer, quailratisclien Form (vergl. oben): 
(n'i,a',-a'i') = K«»-iir') («ii««-««'^)* 

= (a,a,-a,')H. ^ , 

i: ,1 n .i*OOt^lC 



4 Erster AbBchnitt. Grundeigonsohaften der InTarianten 

nur noch von solchen, welche fiir die x einerseits und för die Coef- 
- ßcienten andererseits homogen sind. 

Ea iat aber nicht nöthig, die Untersuchung der Wirkung einer 
linearen Substitution auf eine zu transformirende Function f zu be- 
schränken. Es sei eine Reihe von Functionen f, tp, V... gegeben, 
deren Ordnungen beziehungsweise durch )«, k, p... bezeichnet sein 
mögen. Dann kann man alle diese Functionen gleichzeitig mit Hilfe 
derselben linearen Substitution transformirea, und insofern sie hier- 
durch unter einem gemeinsamen Gesichtspunkt betrachtet werden, be- 
zeichnet man sie zusammen als ein simultanes System von For- 
men. Man bezeichnet nun als simultane Invarianten und 
simultane Covarianten solche ganze rationale Functionen 
der Coef ficienten von f, tp, V---> beziehungsweise auch 
von x^, x^, welche die Invarianteneigensehaft besitzen.* 

Bezeichnen wir die Coefficienten der Functionen f, fp, p... in 
folgender Weise: 

Coefficienten von f; a^, a,, a^ 



und bezeiclmen wir die entsprechenden Coefficienten der transformir- 
ten Functionen immer durch beigesetzte obere Striche, so ist die all- 
gemeinste simultane Govariante bez. Invariante dieser Formen eine 
ganze Function TT der a, b, c, . .. x, welche der Gleichung genügt: 
'n{a'o,a\...;b'g,b\...;c\,c',...;ii,lj)=r'-T\{afi,ai...;\,bi...;<:„,Cj...;r,,x^). 
Und aus denselben Gründen, wie dies oben bei einer Grundfunc- 
tion gescliah, muss diese Gleichung erfüllt sein für die verschiedenen 
Theile, in welche TT etwa zerfallen kann und deren jeder für jede. 
der Reihen 



* IfeiBpiel zweier quadratischen Fonneu: 

Transfonnirto Coefficienteö: 

a\ = Oo«i, tt|, -t- o, («r,, «„ + er,, «r«) -(- a, a„ a„ 
a,= a„a„' + 2a, a„a„ + a,««* 
Vi,= hatti,i + 2b,a„a„+b,a„' 
h\ = boU„ e„ -f h, (ttii a„ + a„ a„) + b,ai, a„ 
> h\ = tu«,,» + 26, aiisn -I- 6,o„». 

Simultane Covariante: 

a'oSi-Fa'i J» t'oSi + t'iJi |_ j OoX, + a,x, l<„x, + b,Xt\ 
|a',Si-^»',l. (''.J.+b'.i.r- |o,iE,+a,.r, b,^, + b,x,Y 
Simultaue luvariante: 

(fl'06', - 2a'. l/, -f- n',i'„) = r' (a^bt - ä«, 6, + a,h„). 

,i I Coot^lc 



und Coviiriantcn biiiilrer Fonnen. - 



K, h, 



homogen ist, während die einzelueu Theile durch verachiedeue Dimen- 
sioneu iu Bezug auf irgend welche dieser Iteibeu sich unterscheiden. 
Muu kann also auch hier immer voraussetzen, doss jede zu betrach- 
tende Invariante oder Covariante bereits so zerlegt sei, und sieh daher 
auf die Untersuchung solcher Gebilde beschränken, welche bereits für 
jede einzelne der obigen Reihen homogen sind. 

Endlich kann man das Gübiet der zu untersuchenden Bildungen] 
auch dadurch erweitern, dass man neben einer Keihe von Veränder- 1 
liehen x^, x^ deren mehrere andere 

Vi, »>; «1. 'iS ••• 
einfuhrt, doch so, dass sie siimmtlich derselben linearen Transfor- 
mation unterworfen werden und durch sie gleichzeitig auf die den 
5,, 1^ eulsprechenden Reihen von neuen Veränderlichen führen: 

V,, Vi\ ti, Esi ■■■ 
Dabei sind also y^, y^ mit ij,, i^, und g^, z^ mit £,, £j u. a. w. 
durch dieselben Gleithu iigeii verbunden, welche zwischen «^, x^ einer- 
seits und Ij, 1^ andererseits bestehen, also durch die Gleichungen: 

^. = «« El + «..£» 

U, B, W. 

Erweitert man den Begriff der Govarianten nun auch in Bezug 
auf die Anzahl der in denselben vorkommenden Reihen von Veränder- 
lichen, so ist jetzt eine solche definirt als ganze rationale Function 
ihrer Argumente, welche der Gleichung genügt: 

(2) ^{a\,a\...; b'^,b\...; c\,c\...; ...Si,6,; j?,,)?^; 6,, Sa;...) 
— T^-J\{%, a, ,-.; &„,&,...; Cg,c^...; ■■■*i,^ai. ^u Väi *i>^»)"*)- 
Und man kann auch hier wieder, ohne der Allgemeinheit Ein- 
trag zu thuu, voraussetzen, dass TT homogen sei für jede einzelne 
der Reihen: 

u. s. w. 

Dieser allgemeinste Begriff der hier zu betrachtenden Fonnen soll ' 

weiter unten an einem System linearer Formen erläutert und damit \ 

zugleich die Grundlage filr die Untersuchung eines beliebigen For- \ 

mensystems gewonnen werden. — -^-^ 
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g S. OperBtlonen, welehe die iBTarlantesei^enschaft nicht aufheben. 
Ehe ich mich zu der Betrachtung der Systeme von linearen For- 
men wende, werde ich zwei Satze beweisen, die bei derselben sofort 
angewendet werden. Der erste dieser Sätze ist folgender: 

Wenn TT in Bezug auf die Coefficienten jeder 
der Formen /', qi, i(>.,, und jedes der Paare von Ver- 
änderlichen X, y, e... homogen ist und die Inra- 
rianteneigenschaft besitzt, wenn ferner Feine Form 
von gleichem Grade wie f ist, und den Coefficienten 

(Ig, a,, Clg- ■ ■ 
von /' einzeln die Coefficienten 

«OJ «IJ «j. .. 

von F entsprechen, so besitzt auch die Function 

an sji an 

die Invarianteneigenschaft, sobald nur die Func- 
tion F dem simultanen System f, q>, f... hinzuge- 
fügt wird.* 
Dieser Satz ist leicht zu beweisen. Denn da über die Coefficien- 
ten von f, (p... gar nichts vorausgesetzt wurde, so ist bei der Fest- 
stellung der Eigenschaften von n die Function /"eine beliebige Form 
M*" Ordnung, und diese Eigenschaften ändern sich nicht, wenn mtM.J' 
durch irgend eine andere Form n*" Ordnung, etwa durch f+icF er- 
setzt, wo Je eine beliebige Grösse ist. Bildet man nun für die so mo- 
dificirte Function n die Gleichung (2) g 2. und ordnet auf beiden Seiten 
nach Potenzen von k, so muss die Gleichung noch fGr jeden Werth 
von k bestehen; die Coefficienten der verschiedenen Potenzen von k, 
müssen auf beiden Seiten einander gleich sein, d. h. die Coefficienten 
der verschiedenen Potenzen von k in der Entwickelung von n mtlssen 
einzeln die Invarianteneigenschaft besitzen. Ist nun die Entwickelung 
der Function n, nachdem in derselben a^f + kttg, a^ + ka, u. s. w. für 
•^oi dl-.- gesetzt ist, der Ausdruck 

n-i-Än,-i-..., 

so hatjlso auch TT, die Invarianteneigenschaft; aber diese Function 
ist das erste Glied der Entwickelung, welche eintritt, wenn man die 
Function n, für die Argument« a^ + ka^, a^+ka^... gebildet, nach 
den Grössen a„, a, u. s. w. entwickelt, also 



' Cayley, fburth JUemoir upon Quanties, Phil. Tr. Bd. 148. 
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' 3 du 3 a, ' 

wodurch der obige Säfz bewiesen ist. 

Der zweite Satz, welcher im Folgenden angewendet werden soll, 
bezieh;, sich ebeuso auf die Vermehrung der Reihen von Veränder- 
lichen, wie der vorige auf die Vermehrung der Functionen. 

Kommt in TT irgend eine Reihe x^, Xf von Ver- 
änderlichen vor und sind ^,,^j zwei denselben Trans- 
formtttionaformeln unterworfene Veränderliche, so 
besitzt auch die Function 

die Invarianteneigenschaft. 
Der Beweis dieses Satzes wird dem des vorigen ganz analog ge- 
ttihrt. In TT stellen die Grössen x,, x^ irgend zwei Veränderliche vor, 
welche den Substitutionsformeln (I) § 1. unterworfen werden. Den- 
selben Formeln unterliegen die Grössen x^ + ht,, x^ + k^ in welchen 
k eine ganz beliebige Grösse ist. Die Function TT behält also die In- 
varianten ei gen schuft, wenn man iu derselben x^, x^ durch ;c, -}-ä'(,, 
x^ + kt^ ersetzt, und zwar hat sie dieselbe dann unabhängig von dem 
Werthe von k. Entwickelt man nun die aus TT entstandene Function 
nach Potenzen von h: 

TT + ftTTi + ..., 

80 haben alle CoefÜcienten dieser Reihe, also auch TT,, dieselbe Eigen- 
schaft. Aber kTf, ist das zweite Glied der Reihe, welche man erhält, 
indem man die modiAcirte Function TT nach dwi Potenzen von ki^^i 
kt^ dem Taylor'achen Lehrsatze gemäss entwickelt. Es ist also 

TT . ^n , 



7 + t, 



dx.' 



und diese Function hat die Invarianteneigenschaft, was zu bewei- 
sen war. 

Bei der Anwendung dieser Sätze auf ein System linearer For- 
men zeigt sich nun sofort, dass der letzte Satz als besonderer Fall 
des ersten aufgefasst werden kann, ja, dass man die Ver^dcrlichen 
^if ^ti ttit !!»■■■ S^nz entbehren kann, indem man nur das betrachtete 
System simultaner Formen um die entsprechende Anzahl liuearer 
Formen vermehrt. 



§ i. Lineare Formen. Transformation Ihrer Coefflctenten. 
Es sei 

i;q.i..cdi,Gooi^le 
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irgend eiue lineare Form. Setzt mau iu dieser fOr die x die Aus- 
drucke § 1. (t) ein, 80 erbult man: 

wahrend also für den Zusammenhang der x mit den \ die Snb- 
stitutionsformeln gelten : 

oder 

r|, = -«,,;c, + «„3;„ (;-ö;).-.i,,r(j+v../.,a;, 
so erhält man zwischen den Goefäcienten einer linearen Function in 
der ursprünglichen und iu der transformirteu Form die Beziehungen: 



(1) 

ider 
(2) 



(3) 



oder aufgelöst: 

Zwischen den verschiedenen Systemen von (ileicliungen (1), (2), 
(3), (4) besteht eine merkwürdige Analogie. Die Gleichungen (1), (3) 
einerseits, sowie (2), (4) andererseits zeigen rechts dieselben Coet- 
ücienten «, nur sind die Coefficienten, welche in dem einen System 
eine Horizontalreihe bilden, in dem andern in einer Verticalreihe 
enthalten uml umgekehrt, 'was man dadurch ausdruckt, dass man die 
Determinante 

la« «»I 
des einen Systems der Determinante 



des andern gegenüber transponirt nennt. Man hat also den Satz: 
Die transformirten Coefficienten drücken sich 
durch die ursprünglichen mittelst Gleichutigeu der- 
selben Form aus, wie die ursprünglichen Verunder- 
lichen durch die transformirteu, und zwar ist nur 
die Determinante des einen Systems von Gleichun- 
gen transponirt gegenüber der des andern. 
Dieser Satz bleibt noch richtig, wenn man beidemal die Worte: 

ursprünglich und transformirt vertauscht; er giebt dann die aus 

der Betrachtung von (2), (4) fliesaende Fhgenschaft. 

1: ,1 fi Goot^lc 
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Aber die Betraclituug der Systeme (2), (3) [oder (1), (4)] .lehrt wei- 
ter, daas man den folgenden Satz auaspreclieii kann: 

Die Grössen :c,, x^ gehen (abgesehen von einem 
Factor r) bei der Transformation in 1,, |^ mit Hilfe 
derselben Formeln über, mit deren Hilfe die Grös- 
sen Oj und —a, in a'^ und — ti\ übergehen. 
Da nun das Auftreten eines weitern Factors, r bei der Transfor- 
mation an der Inrarianteneigenschaft nichts ändert, so geht daraus 
der Satz hervor: 

Eine Function TT, welche die Veränderlichen a^,a:^ 
enthält und die Invarianteneigenschaft besitzt, be- 
hält dieselbe noch, sobald man x, und x^ durch die 
Grössen a^, — «j ersetzt, wobei a^, a^ die Coefficien- 
ten einer linearen Function sind. 
Man sieht hieraus, dass, wenn man den Begriff des simultanen \ 
Formeosystems einführt, die Covarianten überhaupt aus der Betrach- \ 
tuDg ausgeschlossen werden können. Denn an Stelle jeder Covariante ' 
kann mau eine Invariante einführen, bei deren Bildung nur das simul- 
tane System um so viel lineare Formen vermehrt ist, als Reihen von 
Veränderlichen in der Covariante existiren. Und von einer solchen 
Invariante ist es immer sofort möglich, zu der Covariant« zurück- 
zukehren, indem man die Coefficienten 

^ii ■"'^1! ^aj — *ii ■ ■ ■ 
der eingefEthrten linearen Formen wieder durch die Reihen von Ver- 
änderlichen 

Xu x^; Vi, fft-, -.- 
ersetzt. 



I B. luvarlanten, welcbe ans den Coefficienten einer oder zweier 
linearen Formen gebildet sind. 

Ein eigentlicher Gewinn von dieser Anschauungsweise tritt nur 
bei Systemen von linearen Formen hervor, zu deren näherer Betrach- 
tung ich mich jetzt wende. Denn man sieht, dass jede Govariante 
eines solchen Systems vermöge der obigen Bemerkung durch eine In- 
variante eines Systems ersetzt werden kann, welches einige lineare 
Formen mehr enthalt. Wenn wir daher alle möglichen Invarianten 
solcher Formensysteme, unabhängig von der Zahl der zu Grunde ge- 
legten Formen, bilden können, so können wir alle Covarianten der- 
selben sofort ableiten. 

Nehmen wir also ein beliebig grosses System von linearen Formen 
ala gegeben an: ^ 

liq,t7ed;yG00<:^lc 
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^ = «,35, + o,j;g 



und sucheii alle aun diesi^m zu bildenden Invarianten. Zunächst kann 
niau leicht eine Zahl von Bildungen augeben, welche die Invarianten- 
eigenscbaft besitzen. Es sind dieses die aus den Coefficienten je zweier 
der gegebenen Formen gebildeten Determinanten. In der That hat 
man analog den Gleichungen § 4. (3) ftlr die Coeffieientea der trans- 
formirten Formen die Ausdrücke: 

(1) 6', = ((,jfi, + ofg, 6g, b.' = «I, b, + a„ 6, 



a\ b'j I _ {«iifli + Kai"^ *^ii^] + "u^sl 

wo naeh dem Multiplicatioussatz der Determinanten die rechte Seite 
sofort in die Factoren 



zerfTillt. Man hat also 



|5, 6,1 



I °'i '•'i I _ I "i ^ I 



d. h. die Determinante zweier linearen Functionen hat die 
I Invarianteneigenschaft. 

Da im Folgenden solche Determinanten, wie die obige ist, sehr 
häufig vorkommen, so empfiehlt es sich, für Ausdrücke der Form 

' ,' =0, 6_ — 6, a„ 

eine einfachere Bezeichnung einzuRlhren. Ich werde sie immer diurch 
{ab) bezeichnen, so 'dass also 

(o 6) = d^ fej ~ &i a, = — (6 o) . 
Man kann nun folgenden Satz beweisen : 

Jede Invariante von einer Anzahl linearer For- 
men ist eine ganze rationale Combiuacion der De- 
termiaanten vom Typaa (ab), welche sich aus den 
Coefficienten der Formen zusammensetzen lassen. 
Ehe ich zu dem Beweise dieses Satzes fflr eine beliebige Anzahl 
linearer Formen übergehe, werde ich ihn für Systeme beweisen, 
welche aus einer oder zwei linearen Formen bestehen. 

Google 
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Ist eine einzige Form 

gegeben, TT eine Invariante derselben, so muss man als Definition von 
TT die Gleichung babcu: 

TT(a',, a\) = r^.U(a^,a,), 
wo a',, a', dnrch die Gleicliuagen (1) mit a\ a\ verbunden sind. Nun! 
mass diese Gleichung für jede lineare Substitution besteben, z. B. auch ' 
fär die folgende: 

wo die 6 beliebige Grössen sind, deren VerhUltniss nur von dem der a 
verschieden ist, so dass 

r = fl, 6, — ft, öj 
nicht verschwindet. In diesem Falle ist 

also 

. a\ = (i, a\ = r, 

und die Gleichung filr TT geht in die folgende über; 

n(0, r) = r^n(a,,<i,). 
Da TT als eine homogene Function seiner Argument« voransgesetzt 
wurde, so folgt hieraus 

TT(n,,aj) = C.rf, 
wo C eine reine Constante ist. Aber zugleich muss fi verschwinden, 
da r die ganz fremdartigen Grössen b„ 6, enthält. 

Es giebt also keine Invariante einer linearen 
Function, die evidente abgerechnet, welche aus einer 
reinen Constante besteht. 
Wenn dagegen zwei Formen 

B = b^x^ + b,x, 
gegeben sind, so ist die Definitionsglelchung ffir TT: 
n (a',, a't, b\, fr'J = r^ .n{»,, a,, fc,, t,). 
Benutzen wir nun wieder die Gleichungen (2) als Substitutiooh- 
fbrmeln, so haben wir 



>,i, + i,^ = -(»,S,-(.,o,) 


•6, 


l',=-r, 6',=0. 
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Die Defiiiitionsgleichuug für TT verwandelt sich dadurch in 
n {0,r, -r, 0) = r^TT(a,, a^, \, b^). 
Die linke Seite geht nun in eine reine Constaute über, muUiplicirt 
mit einer Potenz von r, und mau hat also den Satz: 

Jede Invariante zweier simultanen linearen For- 
men ist eine Potenz der Determinante ihrer Coeffi- 
cienten. 
Es ist dabei vorausgesetzt, dass a^b^ — b,a^ nicht vetschwinde; 
eine Voraussetzung, welche erlaubt ist, da alle zu betrachtenden For- 
men atetü allgemein, also auch von einander unabhängig gedacht 
werden. 

8 6. Functionen von Ewel Keiben gleichartiger OrSssen. Operationen, 
welehe im Folgenden benutzt nerden. 

Der Beweis des allgemeinen, im vorigen Paragraphen angegebenen 
Satzes, sowie eine grosse Anzahl anderer Folgerungen dieser Theorie 
stützt sich atif eine Formel, welche im Folgenden entwickelt werden 
soll. Dieselbe bezieht sich auf eine ganze rationale Function/, welche 
zwei Reihen von Veränderlichen in homogener Weise enthült, Sie 
zeigt, wie jede solche Function aus einer gewissen Anzahl von For- 
men, welche nur eine Reihe von Veränderlichen enthalten, vermöge 
gewisser einfacher Operationen zusammengesetzt werden kann.* 

Diese Operationen aind, nur wiederholt angewendet, dieselben, 
welche schon im zweiten Satze des § 3. benutzt wurden. Ich will sie 
hier mit solchen Zeichen hinschreiben, wie sie sich auf Grössen beziehen, 
die oben Veränderliche im eigentlichen Sinne genannt wurden; sie 
bleiben wegen der iu § 4. gezeigten Verfcauschbarkeit von Veränder- 
lichen mit Coefficienten linearer Formen auch für solche iu allen ihren 
Eigenschaften bestehen, und sind dann besondere Fälle der im ersteu 
Satze des § 3. erwähnten Operation. 

Es sei 9 = 9> (a^j , a;^ ; j/i,^^) eine Form, welche homogen vom 
Grade m in x,, x^, homogen vom Grade « in y,, y^ ist. Die beiden 
Ausdrücke 

^■(jr, + A»/,, x^ + ky^; y,, j/j), <p{Xi, x.y, iJ, + lx^, y^ + ^x^), 
in welchen die neuen Argumente für die lineare Transformation genau 
die Eigeuschafteu der ursprünglichen haben, sollen, nach Potenzen 
von X geordnet, die Entwickelungen geben: 



• UnterKuchungen, welche den hier und in den folgenden Paragraphen geführten 
ganz ähnlich sind imd zu deDsellien Resultaten führen, sind Beitdem veröffenthcht 
von Herrn (.Jordan in Band 111 der mathematischen Aunalen. Die einziiführea- 
den Oi>erationen finden sich Bchon bei Cayley, Mim. sur les hyperdelenuinanU, 
Crelle's Journal Bd. 47. ' - -mir 
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(1) 

Die Bildungen 

sind von absteigenden Ordnungen fSr die 'x, von der m'™ anfangend, 
von aufsteigenden für die y, von der n**'' beginnend; ebeneo sind die 
Ausdrücke 

<p, Dfp, D^ip... 

von absteigenden Ordnungen für die y, von aufsteigenden für die x. 
Jedesmal hängt die letzte Bildung nur noch von einer Reihe von Ver- 
änderlicben ab und ist in Bezug auf diese von der (m+K)**" Ordnung. 
Die Bildungen I^'f, ^^<p sollen, einem Ausdrucke der analytischen 
Geometrie entsprechend, als Polaren von «p bezeichnet werden. 

Bezeichnet man die linken Seiten der Gleichungen (l) durch tp 
und tp" , so hat man offenbar 

dK~^'dx,^^*dx^ 

Führt man aber in diese Gleichungen die rechten Theile der Gleichun- 
gen (1) ein und vergleicht dann auf beiden Seiten die Goefficienten gleich 
hoher Potenzeu von A, so erhfdt mau die Beziehungen: 

. 1 / a» , dip\ r. 1 / 3m , dw\ 

Man sieht hieraus, dass ^^, ^<p ... \ind Dqi, D^q>... nur wie- 
derholte Anwendungen der beiden Operationen ^ip und i)qa sind, 
wobei denn die Operation ^91 dadurch definirt wird, dass man nach 
den X differeuzirt, mit den y multiplicirt und die Summe beider Pro- 
ducte durch die Ordnung der differenzirten Function in den x divi- 
dirt; bei der Definition von Dtp vertauschen nur die y und die x ihre 
Rollen. - , I 
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Indem man die Operationeo ^^7, I)''ip als Wiederholungen der- 
selben Operationen jJ^, Dfp auffaeat, sieht man sofort, dass 

Eine andere Eigenschaft dieser Operationen ergiebt sich aus den 
Gleichungen (1). Setzt man in diesen yi = x^, yf=^Xf, so verwandeln 
' sich dieselben in folgende: 

Die Vergleichung der Coefßcienten von A giebt nun 

und somit den Satz: 

Für yi=a;,, Sä = ^i werden die Werthe der Aas- 
drUcke der ^^^, i3*y aämmtlicb gleich dem Werthe 
von ip. 
Ausser den Operationen jd^<p, D'^tp werden wir im Folgenden noch 
«ine Operation anwenden, welche durch 'J2 9, in wiederholter Anwen- 
dung durch Sl*<p, Si^<p ■■■ bezeichnet werden soll. Diese Operation 
wird durdi die Gleichung definirt; 

(3) a^=±(_ü^_-ü^), ^ 

so dasB also weiter: 

oi _ ' /'ö^iiip a'ay \ 

'^ m-l.n-l\dx^dy^ dy^iixj 

''~m-2.M-2\aa;,3y, dy,3Tj' 

Diese Functionen sind sowohl iu den x, als in den y von abstei- 
gender Ordnung. Die Operation ß hängt mit den Operationen ^, D 
genau zusammen, wie aus folgendem Satze hervorgeht: 

Bei succesaiver Anwendung der Operationen^, fl 
oder der Operationen D, £1 ändert die Reihenfolge 
der Anwendung das Resultat nur um eiuen numeri- 
schen Factor-, es ist nUmlich 

£lijw=^ — —r dHw 

(4) "+' 
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YOD diesen Formeln braucht man nur eine zu beweisen; denn 
durch Vertauschnng der x mit den y geht eine in die andere über. 
Nun iflt aber nach (2), (3): 

ox^üy^\ 'cy^^ *dy^ dx^cy,\ 'dy, *dyj 
d*fp 3^9 d^tp 



*' ay, \9a;, Sy, (Jy, Ö j;,/- ^* 9 y^ \dx, dy, Sy, rfa:J 



n .n.n — l . Diltp, 

/ w. z. b. w. 



t !. Dantelliigr einer FnoctloD zweier Reihen tob Terlnder liehen dirch 
die Polaren Ton Functionen, welche nnr eine Belhe enthalten. 

Man aberzeugt sich nun zunächst leicht von der Richtigkeit der 
Identität 

(1) f=jDf+^{x,)af. 

Es ist nämlich 

fllr die x von der (m+l)"" Ordnung; daher 




— i- 4-«. — '—4-1J.T. '- l-ii T i Uli X - I-« T ' 

also 

was die zn beweiaettde Gleichung ist. 

Vermöge der Gleichung (1) leitet sich die Form f aus deu beiden 
Formen Df und Sif ab, welche beide die y zu niederer Ordnung als f 
euthalten. Wendet man nun die Gleichung (1) in gleicher Weise auf 
Df und Slf an, so erhält man dieae ausgedrückt durch Functionen, 
welche die y abermals zu niederer Ordnung enthalten, und es wird, 
indem man ao fortfahrt, schliesslich alles auf Functionen von at,, a:, 

C~nOO<^fc 
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allein zorflckgefilhrt. Die hieraus für f folgende Darstellung wollen wir 
nun genauer untersuchen. 

Ich behaupte, daas unter Anderm sich für f folgender Ausdruck 
ergiebt, in welchem A-<» und in welchem die o numerische Coeffi- 
ctenten bedeuten: 

ein Ausdruck, welcher, wenn ni<;rt, und *:>»», schon abbricht mit 
dem Glied« 

aX^KxyY ^"-^ i>*-« Ü"A 
indem ^2"+'/" '"Ißtitisch verschwindet. 

Der Anadruck (2) geht fär i=l in den Ausdruck (1} aber; um 
die allgemeine Gittigkeit dieser Darsiellungsart nachzuweisen, ist also 
nur nuthig, zu zeigen, dass sie fUr li-\-\ richtig ist, wenn man fUr 
h sie als richtig annimmt. Indem wir diesen Beweis fahren, ergiebt 
sich zugleich eine recnrrente Formel zur Berechnung der Coefficieuten «. 

Die Functionen 

sind Ton den Ordnungen «i+Ä, rw + fe — 2, m + ft — 4... in den x, 
überhaupt Z'*~*iß^/' von der Ordnung m* + ä — 2 i. Wendet man daher 
auf die Function Si^I)^~^f die Gleichung (1) an, indem man diese 
Function an Stelle von /'treten lüsst, so erhält man: 

fH-\- K — £ K-\- 1 

Das zweite Glied dieses Ausdrucks kann man mit Hilfe der Glei- 
chungen (4) umgestalten, indem man die Susserate Operation ß mit 
den li — k Operationen D auccessive vertauscht. Mau eriiült nach der 
zweiten Formel (4) dea § 6. : 

und ea wird also 

Führt man die hieraus entspringenden AuadrOcke der Functionen 
in die Gleichung (C) ein, so erhält man zunächst: 



lyGoot^lc 



und CoTarianten binärer Formen. — § 7. 17 

(3) /■=z**+'D*+'/"+a,"''(^y)'^''-ö*fl/"+aB'*'(a;»/)*^*-'2>*-'ßy+... 

Der erste Tlieil diese» Ausdrucks hat schon eine Gestalt, wie sie 
aus (2) hervorgeht, weiiii mau k in i + 1 verwandelt, um dem zweiten 
Theile diesellie Gestalt nu geben, bemerke man, dass, wenn tp eine 
Function ji'*' Ordnung in Jen x ist: 

oder da ^{xp) = (yy) identisch verschwindet: 



Durch wiederholte Anwendung dieser Formel hat man: 

Setzt mau nun k — i. für A und IK^^SI^'*'^ f filr ?), so muss man 
, n = m-{-k — 21—1 setzen, und es wird also: 

^*--* {{xy) //-* ß*+i ^1 = -:^^2A (^y)^"^ -^"^ ^^^V- 

Führt man dies in (3) ein, so nimmt f in der That die mit (2) analoge 
Form an; 

und zwar sind dabei die Grössen «'*+" aus den Grftasen k'*1 zusam- 
mengesetzt mit Hille folgender Formeln: 



a./ hn = „^.i,^. 



+ k-2.m + k' 
m + k — i.m + k — Ä" 



"■■i ~ «, j. t _ j ™ J- Z- _ n "* 
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Setzt tnsn in (2) nun k = n, so gehen die Functionen 

D'f, D—^Stf, JD'-^Sl'f,... 
in Fuuctioneu vojl x,, x^ allein über. Indem wir nun den oben de- 
finirten Begriff der Polaren einer Function benutzen, haben wir fol- 
genden Satz bewiesen: 

Jede Form f, welche von der m"" Ordnung in 
den X, von der n'™ in den y ist, lässt sich aus den 
Polaren der Formen 

D-f, D-^Sif, D-^ßY,... 
welche aämmtlich nur die x enthalten, und ans Po- 
tenzen von (xjf) zusammensetzen, so dasa identisch 

^"•^ + «,<-) (a;y)»^-^i)-»ttY+ ..., 

wo die « numerische Coefficienten bedeuten.* 
Es knüpfen sich hieran noch folgende Sätze: 

1. Wenn eine nach Potenzen Ton (xif) fprtschrei- 
tende Reihe, deren Coefficienten Polaren sind, ver- 
schwindet, BO verschwindet jedes einzelne Glied. 
Sei die Reihe 

A + (xy)B+{zyfC+..., 

und nehmen wir an, dieselbe verschwinde identisch. Setzt man:c = y, 
so verwandelt sich A in die Function, deren Polare A war. Die 



• Als Bciapiol will ich die beiden Fälle «i = 2, b = 2 und »1 = 3, »i = 2 her- 
setzen , welche insofern etwaa verschiedenen Charakter zeigen , alt die Summe m + « 
einmal gemde, einmal ungerade ist. 

1. m = 2, n = a. 

= J*D*f+ (xy) ^Daf+ J (xyy'O'f 
D^f=ax,*-i-i{b+a:)x,'xt + (c + ib'+a")x,^Xt'' + 2(e+b")x,Xt' + c"x/ 
af = y,l(,a-b)x,+{b'-c)x,]+ytKa"-b')x,+{b"--e-)xt\ 
Daf = (a-b)Xi^ + (a"-c)x,Xt + {b"-c')x*' 
£ff=c + a"-2b: 

2. m = 8, rt = 2. 
f=y,'(_axi'+3bx,*Xt+3ex,Xt*+dXt^+2y,j/t(a'x,'+Sb'x,*Xt+3c'xia!f*-i-d'x,*\ 

+y,'{a"x,'+Sb"x,^x,+ae"xiXt^+d"xt'') 
=^D^f+i(,xy)^Dilf+ia'f 
J}^f = ax,^ + (^b + -2a)x,*xt + (Ac + 6b' + a")x,^Xt'' + (d + Gc' + Sb")x,*Xt* 

+ (2d' + üc".) x,Xt*+d"xt'' 
ilf=y, l(a-b)x,^ + 2lb'-c)x,x, + {i:'-^x,']-i-y,[{a"-b')x* + 2{b"-c')x,x, 

Daf^{a'-b)x,'' + {b' + a"-2e)x,*x, + {2b"-'d~c')x,xt' + {c"-d^)xt* 
a*f=(c + a"-2b')x,+ld + b"-*2e)xt. .-^ , 
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Übrigen Glieder der Reihe werden Null, und es folgt also, dasa diese 
Function Null ist. Aber dann ist auch ihre Polare A gleich Null, 
d, h. der erste Terra verschwindet filr sich. Nunmehr bann man die 
Beihe durch (xy) dividiren und erhält die ebenfalls verschwindende 
Reihe 

B+{xy)C+..,. 
Man beweist nun wie oben, dass aurh B für sich verschwindet, 
alsdann nach abermaliger Division mit (xy), dosa C fQr sich ver- 
schwindet u. s. w. 

2. Eine gegebene F.unction zweier Reihen von 
Veränderlichen ist nur auf eine Weise so nach Po- 
tenzen von (;£^) entwickelbar, dass die Goefficienten 
Polaren sind. 
Waren zwei Ent Wickelungen 

A + {3:y)B+ixyyC... 
und 

A + (xy) B -t- (xyY T . . . 
denkbar, so hätte man 

{.^ - A) + (xp) {B^ ß) + {xyf (C- r) . . . - 0, 
also nach deui vorigen Satze 

A = ^, £=B, C=V,... 
d. h. die Entwickclungen wären identisch, was der Voraussetzung 
widerspricht. 

3. Bei einer Function zweier Reihen, welche durch 
Vertauschung derselben sich nicht ändert, treten 
nur Glieder auf, welche die geraden Potenzen von 
{xy) enthalten. 
In diesem Falle müssen die Ordnungen m und n gleich sein; 
daher haben auch die einzelnen in (f>) auftretenden Polaren die Eigen- 
schaft, durch Vertauschung der x und y sich nicht zu ändern. Ist also 

f^-A-^{xy)B+{xyfC-k-{xyfD..., 
so ist auch, nach Vertauschung der x mit den y: 

f = A-{xy)B-k-{xyrC-{xyfB..., 
also wenn man diese Gleichung von der vorigen abzieht und durch 
2(a:y) dividirt: 

daher identisch 

B=-.0, H = 0..., 
und also 

was zu beweis« 



f-^A^{xyr-CJt.. 



.^ooglc 
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I 8, BeBtimmuDK der Coerflclenteu "■ 
Es ist nicht ganz leicbt, von den Formeln (Ö) zu einer indepen- 
denten Darstellung der CoefEcienten a Qberzugehon. Eine solche findet 
Bich aber durch folgende Betrachtung. 

Zunächst bemerkt man, daas nach jenen Formeln die a'^' von n 
unabhängig sind. Mithin erhält man die «"' aus den «'"', indem man 
in diesen k statt n setzt. Es ist also nur nöthig, die et'*' zu be- 
stimmen. 

Man kann aber den im vorigen Paragraphen unter 2. ausgespro- 
chenen Satz auch in folgender Weise ausdrücken: 

Sind (p, tp,, <Pi ■ ■ ■ ganze homogene Functionen 
von X,, Xg, deren Ordnungen beziehungsweise m + n, 
ffl + n — 2, m + « — 4... sind, und bildet man eine 
Function mittelst der Gleichung 

(1) /■= z/" 91 -H «,!»' (xt/) z/»-' «p, + a^'-i {xyy d"-"^ qjj -}-... , 
so ist immer 



oder, was dasselbe ist, die <p sind diejenigen Aus- 
drucke, in welche/', ilf,Sii^f... übergehen, wenn darin 
die y durch die x ersetzt werden. 
Bilden wir nun aus (1) die Ausdrücke 

(ß^a=-a=o, 1, ...«). 

Ist 9> eine Form (»'" Ordnung in den x, v*" Ordnung in den y, so 
hat man 

(3) (^+;,).(v4»). «[(«?)'. Tl 

= (if M' a?> + » (fi + V + (1 ± 1) (ly)*- V. 

Bei der Anwendung der Operation Sl auf das Product {xyYtf kommt 
also nur ein Term vor, welcher eine niedrigere, und zwar die um I 
niedrigere Potenz von (xy) enthült. Wenden wir die Operation fl 
Amal hintereinander an, so besteht das Resultat aus den Fonneu 

'{x,jfSi'-<f, (xyf-'a'-'ip, {xyf'-'a^'rr- |, 
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Ist hier h>X, so kann kein Term vorkommen, welcter von (xy) 
frei wäre. In diesem Fülle verschwindet also das Resultat für J/i =^^i, 

Ist dagegen A< A, so bleibt für ^1 = 2^1, yi = x^ das letzte Glied 
der Entwickelung stehen, welches dann, bia auf einen numerischeD 
Factor, gleich Sl^—^ip ist. 

Bilden wir also aus (1) den Ausdruck {Sl^f)jr=y, wo A<», so 
fallen alle Tenne fort, welche mit einer höheren als der A'"" Potenz 
von (xy) multi^ilicirt sind. Von der anderen bleibeq Glieder der Form 

übrig. Da aber die Operationen il, ^ bis auf hinzutretende constante 
Factoren vertauschbar sind, so haben diese Glieder auch die Form 

was offenbar identisch Null ist, da ipA keine y enthält, also auch der . 
Operation Sl nicht unterworfen werden kann. Es bleibt nur das eine 
Glied Qbrig, fUr welches /t=A, und man hat also: 

Der eingeklammerte Ausdruck rechts entsteht nun, indem man 
die Formel (3) A mal hinter einander anwendet, und J—i-(pi für <p, 
also »j — A fUr (t, k — A für v setzt; indeni man endlich bei jeder 
Operation nur das zweite Glied beibehält. Es wird also: 

iaM(ij,)M— »»jt,„ ■ 

ttt.w— 1 .M.n— 1 ' ^^ "' v^iiy * 

also Bchliesalich, wenn man sich der Bezeichnung 

r(rt = i.2...,« [r(0)=i] 

bedient: 

Die rechts noch übrig gebliebene eckige Klammer ist aber nach dem 
ersten Satze des § 6. nichts Anderes als ^i salbst; es ist also endlich 

(4) (« 0,=,-«,' . r(».+n-2A+i)r(».)r(») — : ■ '"'■ 

Ebenso ist auch die linke Seite gii selbst, und so erhält man 
denn für ax*"* die Bestimmung: 

W «1 -r(A)r(m + n-A + l)r(m-A)r(n-A)'C00glc 
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Dem in § 7. Gesagten entsprechend, ist dieser für m und n völlig 
symmetrisclie Ausdruck fOr Werthe von X zu benutzen, die bis zu 
der kleineren der beiden Zahlen m und n gehen; er hat dann immer 
eine völlig bestimmte Bedeutung. 

Wegen des symmetrischen Auftretens von m und n werde ich 
daher jetzt für die Coefficienten a die Bezeichnung 
IR\ ^ ^ .- r(m+n-2X+\) r{m) r{n) 

\o) m ~r{X)r{tn+n-x+i)rim-x)r{n-i) 

wählen und demnach der Gleichung (6) § 7. die Form geben : 

Der Ausdruck (6) f^r ajf"'" ist in der That mit den Gleichungen 
§ 7, (5) in völliger Uebereinatimmung. Aus 9) folgt nämlich 
m'°'-+' _ (» + l)(mfti-2A+2) 
T'" ~{n-A+i)(m+n-rfi) 
CTi-i"-" _ {m+n~2l+2)im+n-2X+5)3i 
«1™.- " (m+n-l + 2}{m-X + l){n-li+l)' 
Führt man diese Ausdrücke in die allgemeine Gleichung § 7. (Ö) 
-.+i_ ™,. (ffl-it + 1)» 

ein, so erhält man 

(n+l){m+n-2l+2) _ l(m-X + l) 

{n-A-t-l)(frt+n-A+2) ^^ {m+n-X-\-2){n-i+l)' 
was identisch erfüllt ist. 

Man kann noch bemerken, dass der Ausdruck (5) eine einfache 
Combination von Binomialcoefficienten ist. Bezeichnet man durch ( ^ } 
den Coefficienten 

-l...(i-Xjyi_ Pijil 

1.2. ..X ~r{X)r{fL-iy 

BO kann man der Formel (5) die Gestalt geben : 



e)="--^ 



(8) ar 5Ht 



+n-A+l\ 



Aber au den im Anfange dieses Paragraphen aufgestellten Satz 
knüpft sich noch eine andere wichtige Bemerkung. Es sind nämlich, 
wie auch die 91 vorausgesetzt wurden, wenn nur f durch die Glei- 
chung (1) gegeben war, immer die <p mit f durch die Gleichungen (2) 
verbunden. Da also zwischen den tp kein Zusammenhang stattzufinden 
braucht, so wird auch zwischen den Functionen 1 ".■..-.alr- 
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D-f, D'-'af, D--'a'f ... ii'f 

im Allgemeinen ein solcher nicht stattöndea. Man hat also den Satz : 

Ist f eine beliehige Form m*" Ordnung in den x, 
«*" Ordnung in den y, mit willkürlichen Coefficien- 
ten, Bo Bind auch die Functionen 

D-f, B—'üf, B'-'ßV, ■ö'/, 
welche nur noch di e x e nthalten, Formen mit will- 
kGrlichen, d, h. von einander unabhängigen Coef- 
ficienten. 

Dieser Satz wird best&tigt durch den Umstand, dass die Anzahl 
der CoeHicienten der letztgenannten Functionen, wenn ffl>n, gleich 

(m+»+l) + (m+n-l) + (m+n-3)...+ (m-»+l)-(». + l)(»+!if, 
wenn aber n^m, gleich 

(» + m+l) + (n+m-l) + (n+i»-3)...+ («-«i + l)-(i»+l)(»+l), 
also in beiden Fällen gleich der Anzahl der CoefSciebten von f ist. 

Ich füge die folgende Tatel von Entwickelungen hinzu, in wel- 
cher immer m-^n aiigenonimen ist und in welcher »=1,2,3,4, 
m = 1 , 2, 3, 4, 5, 6 gesetzt ist; 



m = \',f<^JDf+li(xs)Sif 
m = 2)t = dDr+i{xy)a,f 

m = S) r=^Dr+W9)iif 
m = 4) f=JDt+Hxy)Sif 
m^b)f^JDf-ri(xy)af 
m^6)f=JDf+i{x,j]Sli: 

11-2. 
»1 = 2) /■=.</■ BY+ (xy)JDaf+Hxp)>S>'r 
m = 3) f=J'D'fJri{xy)JDar+i(xyya<f 
m=i) f=J>D<r+Hxy)^DSif+Hxy}'Si'f 
i» = 5) f=J'D'f.i-if{x!,)dDaf+Hxy)'a'f 
m = 6) r= J'J)'r+ i (xy) dDaf+i) (.xy)' Si'f. 



m = 3) f^J'L'r+ i(xy)d'D'Sif+.f,{xy)'JDSi'f.\.i{xy)'a'f 
m = 4) f=J'D>r+V(^U)-^II'-af+ t {xy)'dDSl'f+i(xy)'a'f 
m = 6) r=d'D'f+ if(xy)^D'Sif+ f (xyfJDSi'f+i{xy}'Si'l 
m = 6) f=J'D'r+2{xy)J'Ifaf+a{xgy^I)a'f+ilxyi'Stl^. 
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+ i {Xi,r ^DSl'f + i Uy)* Sl'f, 
m = b) f^J'l)*f + -i^{xy)J'IfiSir+ti-{xy)*J'D'-Si'f 

+ ^(xyyJDSl^f+^(xyySlY, 
m^6) f=^D'f+^(xy)^D^ilf + ^ [xyY ^^ D^Sl'f 

+ \?{xyf^Dil^f+ Uxyj'ii*f. 

i 9. Die Invarianten und COTnrianl«n eineü Systems 
llnesrer Formen. 

Ich werde die Formel (7) des § 8. nun dazu anwenden, die all- 
gemeine Form für Invarianten und Covarianteii einer beliebigen Reihe 
HJmultaner linearer Formen zu'finden. 

Die gegebenen Formen seien A, B, C... mit den Coefficienten 
«,n,, 6,6,, CjCj...; TT sei eine simultane Invariante dieser Formen, 
homogen für die Coef&cienten einer jeden, und zwar sei sie für die- 
selben beziehungsweise von den Ordnungen a, ß, y.... Setzen wir 
in der Formel §8. (7), welche ihrer Ableitung nach für ganz be- 
liebige Grösaenreihen gilt, für /" die Function TT, für die x und y 
zwei Coefficientenreihen a, b, endlieh a, ß für m, n. 

Die Formel (7) zeigt dann, wie f sich aus Potenzen von («6) und 
aus Gljedem zusammensetzt, welche durch die Operation ^ aus den 
von den b freien Functionen 

entstehen. Dass die Operationen ^, D, welche hier durch die Formeln 

' a \ ' Sa, baJ ' 



--M%- 



dargestellt sind, die Invarianteneigenschaft nicht aufheben, ist schon 
in dem ersten Satze des § 3. enthalten. Aber auch die Opera- 
tion Si, lässt die Invarianteneigenschaft bestehen. Dies 
folgt sofort aus der Gleichung § 7. (l), welche hier die Form annimmt: 

TT = jm\ + ^^ {ab) ßn. 

Hier haben alle übrigen Terme die Tnvarianteneigenschaft , daher 
auch ßTT. 

Die Functionen, aus denen TT sich nach der Formel §8, (7) dar-' 
st«llt: 

sind also selbst Invarianten, sie enthalten aber eine Beihe von Coef- 
ficienten (nämlich die h) weniger als TT. t "j^i-inlp 
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Mint kann in Folge dessen nun fülgendi'ii flir diese ganze Theorie 
fuDdanientalen Satz beweisen: 

Jede Invariante TT von linearen Formen ist ein 
Aggregat aus Producten der aus je zweien der For- 
men gebildeten [nvarianten. 
Nehmen wir diesen Satz als richtig an für r lineare Functionen 
und zeigen, dass er dann auch für r-\- 1 gilt. Da er nach § ü. Tür 
zwei Formen richtig ist, fso gilt er dann allgemein. 

Aber zu diesem Zwecke ist nur zu zeigen, dass jeder aus Deter- 
minanten vom Typus (iic) zusammengesetzte Ausdruck nach Anwen- 
dung der Operation ft wieder tiu Aggregat analoger Producte ist. 
Beweisen wir diea unn nehmen wir der Voraussetzung nach an, dass 
die Invarianten 

ßcn, Di^-'SIT],... 
welche eine Keifae von Coeflicienten weniger enthalten, Aggregate 
solcher Determinanti'nproducte seien, so ist nach der Formel §8. (7) 
auch n ein solches, was zu beweisen war. 
Denken wir uns also ein Product 

(ar) (ad). .. 

gegeben und wenden die Operation b,j— + i^— an. Sie ergiebt 

eine Summe von Gliedern, welche dadurch entstehen, dass man diese 
Operation auf die einzelnen Factoren des Products anwendet. Dabei 
ändert sich jedesmal nur ein Factor, und zwar geht (ac) in [be] über, 
(ad) in ih(T) u. s. w. Das Resultat ist also wieder aus Determinanten 
zusammengesetzt; womit der Satz bewiesen ist. 

Die Gleichung §S, (7) liefert zugleich das Mittel, jede gegebene 
Invariante linearer Formen durch sueeessive Anwendung der Formel als 
Aggregat von Determinantenproducten wirklich darzustellen. Man 
bildet zuerst aus der gegebenen Invariante die Reihe der Formen: 

^•'Tf, zif-'in],... 
sodann für jede dieser Formen wjtder eine ähnliche Keihe, und so 
fort, bis man zu Invarianten von zwei Reihen kommt, welche dann 
von selbst in Potenzen von Determinanten der Form (o/i) übergehen 
mflssen. Hat mau dies erreicht, so verfolgt man den eingeschlagenen 
Weg rückwärts und gelangt endlich zu der gesuchten Darstellung 
von TT. 

Was nun die Covarianten beti'ifft, so werden sie nach § 4, aus 
Invarianten abgeleitet, indem man ii^end welche Reihen 

beziehungsweise durch 

— «j, X,i — l/s, Vi', ■ ■ ■ 

ersetzt. Hierbei können nun folgende Fälle eintreten. CjOOqIc 
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1. lu einer Determinante (cn) der Invantiiite ist nur eine Reihe, 
etwa die der a, durch x zu ersetzen. AlBdann geht (ca) in qx, + c^x^ 
aber, also in eiue der f^egebenen Formen selbst. 

2. In einer Deteniiinaiitc [ah) der Invariante sind beide Reihen 
zu ersetzen, etwa durch die x und die y. Die Determinante geht 
dann in (xy), also in die Determinante zweier Reihen von Veränder- 
lichen Über. 

Man hat also den Satz: 

Jede Covariante von einer Reihe linearer For- 
men tat ein Aggregat von Producten, deren Facto- 
ren einen der folgenden drei Typen haben: 

1. {ah), Invariante aus zweien der linearen For- 
men, 

2. 0|X, + rtjX2, eine der linearen Formen selbst, 

3. {xy), Determinante aus zwei Reihen von Ver- 
änderlichen. 

Die letzte Art von Factoren enthült nicht mehr die Coelöcienten 
der zu Grunde gelegten Formen. Man kann sie als identische Co- 
varianten bezeichnen; sie sind allen Systemen von Functionen ge- 
mein, mögen dieselben linear sein oder nicht. Abgesehen von diesen 
kann man also sagen, dass lineare Formen Überhaupt zu weiteren Co- 
varinnten nicht Veranlassung geben und dass sie keine Invarianten 
besitzen, ausser den Determinanten, welche aus den Coef&cienteu je 
zweier gebildet werden. 



H 10. Covarianteii mit mehreren Belhen von *TerSiiderli eben. 

Bei der Untersuchung der Covariaiiten allgemeiner binarer For- 
men liefert nun die Gleichung (7) des §8. sofort folgenden Satz: 

Alle Covarianten biiiUrer Formen, welche meh- 
rere Reihen von Veränderlichen enthalten, setzen 
sich aus identischen Covarianten und aus Polaren 
solcher zusammen, welche nur eine Reihe von Ver- 
änderlichen enthalten. 
Der Ausdruck Polare ist hier in etwas weiterem Sinne zu ver- 
stehen als fraher. Im Vorigen entstanden die Polaren, indem man 

dieselbe Operation j/, ^ VVt"^ wiederholt anwandte und jedesmal 

durch die Ordnung der differenzirten Function in Bezug auf die x 
dividirte. Es soll in dem oben ausgesprochenen Satze nun auch . der 
Fall unter dieser Benennung enthalten sein , in welchem nach einander 
verschiedene Operationen 



C~nOO<^lc 



und CovarLintt'u biiiiiter Fomicn, 



angewandt werilen. 

Nehmen wir iin, der Satz wäre far Covariauten mit r Reihen von 
Veründerlichen bewiesen, und zeigen, dass er dann auch für r+I 
Reihen gilt; da er fttr eine Reihe selbstverständlich" ist, so gilt er 
dann allgemein. Zu jenem Beweise aber führt wiederum die Glei- 
chung § 8. {7). Setzen wir darin für f irgend eine Covariante TT, 
welche r + l Reihen von Veränderlichen enthält, und zwar die Reihe 
y,, Sg zur m"" Ordnung. Nach § 8. (7) setzt sieh dann TT aus iden- 
tischen Covarianten und aus Polaren der Formen 

zusammen, welche eine Reihe von Veränderlichen weniger enthalten 
und für welche also der Voraussetzung nach der zu beweisende Satz 
bereits gilt. Damit also der Satz allgonteiu richtig sei, ist nur noch 
zu zeigen, dass Polaren von Ausdrücken, welche Producte 
von Polaren mit identischen Covarianten sind, sich wie- 
der als Aggregate solcher Producte darstellen. Unterwerfen 
wir also ein Product 

{xz){xt)...PQ..., 

welches aus identischen Covarianten und Polaren besteht, der Operation A 

d , 

Es genügt, diese Operation einmal auszuführen; bleiben dabei die 
Eigenschaften des Resultats die verlangten, so tritt dies auch bei 
Wiederholungen ein. Die Anwendung jener Operation liefert aber die 
Summe der Resultate, welche die Anwendung auf die einzelnen Fac- 
toren giebt. Nun liefert die Anwendung der Operation auf eine iden- 
tische Covariante wieder eiue solche, die .Zuwendung auf eine Polare 
aber der erweiterten Definition nach gleichfalls eine Polare, womit 
alles bewiesen ist. 

Der Begriff der Polaren, wie er hier auftritt, ist ebenso wie der. 
ursprungliche in § 6. auf Entwickelungscoefficienten zurückzuftihren. 
Wendet man die Operation 

9 , 3 

wiederholt auf eine Function tp (x,, x^) an und dividirt jedesmal durch 
die Ordnung der differenzirten Fuuction, so entstehen die von den 
Binomialcoefficienten befreiten Coefficienten der Entwickelung n^ph i, 
des Ausdrucks: 
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Weiidet man auf diese Polaren iiun wiederholt die Operatiou 

an, so enUtelieu ebenso die Coefßctenten der Entwickelungen, welche 
mau erhält, wenn mau in den soebeu gebildeten Formen 

an 8t«]le vou x^, x^ setzt und nach f( entwickelt; d. h. man erhält die 
durch die beiden Operationen 

entstehenden Polaren, weun man die Entwickelungscoefficienten von 

9'f-r, + Ai/, + /^2,, x^ + ly^ + t^ü^) 
bildet. 

Indem man diese Sehlusswcise fortsetzt, erhUlt man den Satz; 

Die Polaren, welche aus tf durch die Operationen 

8 , « 

d , > 

entstehen, sind die von den Polynomialcoefficien- 
ten befreiten Entwickelungscoefficienten des Aus- 
drucks 

tp{x^ + ly^■\-p^z^-\rQt^..., 37^ + Aj/g +ftüj+ p(g . . .)■ " 
Aus dem Vorhergehenden sieht jnan, dass es in der That nur 
nöthig ist, Covarianten mit einer Reihe von Veränderlichen auf- 
zusuchen. Es soll daher im Folgenden, wenn das Gegentheil nicht 
besonders erwähnt ist, unter Covariante immer eine solche Terstanden 
werden, welche nur eine Keihe von Veränderlichen enthält. 

f 11. Sjmbolische Darstellung algebralscber Formen. 
Zur Darstellung und Charakterisirung der Invarianten und Co- 
varianten beliebiger Formen führt nun die sogenannte symbolische 
Bezeichnung der Formen, zu deren Erläuterung ich mich jetzt wende.* 

"• Die Methode der symbolischen B«Michnung steht in genauem Zusammen- 
hange mit Cajley's Methode der 0|)erutiven Symbole und seinen „Hyperäeter- 
minanta" tvergl. Cayley'a Siemoks upon Quantics in den Phitosophical Trans- 



Vlnd CoTnriantcn binarer Formen. — gg 10, 11. 29' 

Eine beliebige biaäre Form n*" Ordnung kann man sich aus der 
„i*o Potenz einfes linearen Ausdrucks 

(biXi + b^x^)' 
dadurcli entstanden denken, dass an Stelle der Coefficienten 

welche sich bei der Ausrechnung ergeben, die entsprechenden Coef- 
ficienten 

der Form gesetzt werden. Als Coefficienten der Form sind dabei nicht 
die Zahlen selbst gedacht, welche in die verschiedeneu Potenzen der 
X multiplicirt erscheinen, sondern diese Zahlen dividirt durch ent- 
sprecheude Binomialfactoren , so daas f die Gestalt hat: 

- . « . . « .«—1 t t . 

f=a„x,'' + -r- OiX^-'x^ + — j — ^a^x^'-'x^ . . . + a„j^/. 

Der Ausdruck „Coefficienten einer Form" soll auch kttnftig immer 
so gebraucht werden, dass er die Grössen a^, a,, a^... in dieser 
Darstellung von f bezeichnet. 

Ersetzt man also in {biX^ + h^x^)" die Grössen 
i," durch %, 

V~"'^» n "'11 

6,— 'V „ a„ 



b^" durch a., 

so geht dasselbe, in f über. Bei einer grossen Anzahl von Operatio- 
nen ist es nun gleichgiltig , ob man von vorn herein f einführt oder 
ob man die betreffenden Operationen au dem Ausdruck (J^iX^ + h^x^' 
ausfuhrt und dann erst für die Potenzen und Producte der 6 die be- 
treffenden Wcrthe setzt. Insbesondere trifft dieses bei der linearen 
Tr^sformation von f zu. Die Coefficienten der transformirten Func- 
tion hängen mit den Coefficienten der urspr (in glichen durch genau 
dieselben linearen Gleichungen zusammen, wie die Coefücienten der 
transfortuirten w'*" Potenz mit deuen der urspranglichen Potenz. Der 



actione und Cayley in Grelle Bd. 31, sowie Sftlmon Lessons 2. ed. Leason 
13, 14). Doch ist sie in iler hier gebrauchten Vorstellungs- und Bezeich nungsweise 
von Äronhold eingeführt wurden in seiner claBsischen Arbeit über die ciibiachen 
temireu Formen, Borchardt's Journal Bd.ü'i, Den fflr da» Folgende fundamen- 
talen Beweis, daaa jede Invariante und Covariante in Aggregate von Prodncten 
symbolischer Determinanten und »ym ho lischer linearer Pa<^ren aufgelöst werden 
kCnne, habe ich zuerst, imd Kwar mit Ausdehnung auf beliebig viele VeHinderliche, 
jedoch auf etwas anderem aU dem hier dargelegten Wege, im 39. Bande von Bor- 
chardt's Joamal gegeben. f ~ -i a il -• 
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letztere sehr eiufache ZusamnicDhaug dient daher dazu, den ersten 
sehr verwickelteu übersichtlich darzustellen. 

Insofern bei solchen Untersuchungen der Ausdruck {b^x^^-^-bfX^)'' 
die Form /"vertritt, nennt mau denselben die symbolische Form 
von f. Die Anwendung der symbolischen Form statt der wirklichen 
ist überall, wo sie gestattet ist, von fundamentaler Wichtigkeit, in- 
/ dem sie die wesentlichen Eigenschaften der Coefficienten von / durch 
die sehr vereinfachte Daratellungsweise deutlich hervortreten lässt, 
und so eiuen unmittelbaren Einblick in Verhältnisse gestattet, welche, 
wenn man jene Coefficienten seibat einfahren wollte, höchst verwickelt 
und undurchsichtig erscheinen würden. Aber die Anwendung der 
hierdurch begründeten Rechnungsweise ist nur erlaubt, so lange es 
unzweifelhaft bleibt, welches Resultat man durch nachträgliche Ein- 
führung der wirklichen Coefficienten von f erhalt. 

Diese uuerlUssliche Bedingung ftlr die Rechnung mit Symbolen 
lässt sich darauf zurückführen, dass man bei allen Rechnungen stets 
eine homogene Function n*"' Ordnung der Symbole 6,, fe, vor sich 
haben muss. Denn nur die n^"" Dimensionen dieser Symbole stellen 
wirkliche Grössen, die entsprechenden Coefficienten von f, dar. Ge- 
ringere oder grössere Dimensionen haben gar keine Bedeutung; auch 
z. B. 2»" Dimensionen sind nicht zulässig, weil Grössen wie h^''*'b/-' 
zwar durch Multiplication zweier der Grössen 

entstehen können, aber auf mehr als eine Art, und weil es also nicht 
eindeutig feststeht, vrelches Product zweier Grössen a man im End- 
resultat für diese 2n" Dimension der b einzuführen iiat. 

Man muss also die Zulüssigkeit der symbolischen Rechnung zu- 
urichst auf die Fälle beschranken, in denen alles fortwührcml in Bezug 
auf die Coefficienten von f linear bleibt. Hierher gehören die Bil- 
dungen der Polaren. Bezeichnet man , wie fortan immer geschehen soll, 
AnsdrOcke biXi + b^x^ durch b^, so dass 

der symbolische Ausdruck von f ist, so erhält man durch wiederholte 
Anwendung der Operation 

'■84; +»'4 

der Reihe nach die symbolischen Ausdrücke: 

n. b.i"' 'by, n .n — 1 . 6j"~'6s', .... 
Diese behalten eine ganz zweifellose Bedeutung, wenn man für 
die m'"" Dimensionen der b die Coetlicientcn von f einführt, und sie 
repräsentiren daher vollständig und in einfachster Form die Bildun- 
gen, um welche es sich haudelt. ^ 

i:q,t7edi>G00t^lc 



unJ CoTarituiten binilrer Formen. — §§ 11, 12. 31 

Der Gebrauch der symbolischen Bezeichnung wäre indesB ein sehr 
beschränkter, wenn es nicht gelfinge, ihn über diese Anwendungen 
hinaus auszudehnen. £ine solche Ausdehnung gelingt nun dadurch, 
dass man dieselbe Function f durch verschiedene Symbole 

ausdrückt. Die verschiedenen Symbole sind gleich vi^erthig, insofern 
sie dieselben realen Goefücienteu bedeuten; aber sie dienen dazu , auch 
Functionen, welche von höherer Dimension in den Coefficienten von f 
sind, durch Coefficienten symbolischer linearer Ausdrücke darzustellen. 
In der That, wenn z. B. fti"+''fcj"-' keiue bestimmte reale Deutung 
mehr znläest, so ist diese Schwierigkeit bei dem Product 

6,"-*. ft/. Ci"-*.c,* 
gänzlich verschwunden ; dieser Ausdruck bedeutet immer ak.ai,; denn 
nur Producte der b unter sich stellen die a vor, ebenso nur Product« 
der c unter sich , während Producte mehrerer c und b an und fUr sich 
gar keine Bedeutung haben. , 



B 12. Die Bjnboliselie Dargtellnng der Invarianten und Oovartanten, 
Die Anwendung der symbolischen Bezeichnung führt nun zu der 
wichtigsten und fundamentalsten Eigenschaft der Invarianten und Co- 
varianten einer oder mehrerer Formen. 

Sei TT irgend eine Covariante oder Invariaute einer einzigen Form 
oder eines Systems simultaner Formen, Diese einzige Form oder eine 
Form des Systems sei eine Form f von der «*'" Ordnung; a^, a^. . .a„ 
eiketihrek Coefficienten, Wir wissen, dass, wenn c„, a^.,.a„ die 
Coefficienten einer anderen Form gleich hoher Ordnung sind, auch der 
Ausdruck 



TT.= 



n,=^o"^' + ^,^ 



die Invarianteneigenschaft besitzt; ebenso, wenn ß^. ß,,...ß„ Coef- 
ficienten einet 'weitereu Form n"* Ordnung sind, 'd' J^usdruck 

an >3^ 

u. s. w. 
War TT von der r'" Dimension in den Coefficienten von /, so er- 
hält man durch Fortsetzung dieses Verfahrens schliesslich eine Func- 
tion TTr, welche die Coeificienten von f nicht mehr enthält, aber statt 
deren die Coefficienten von r versbhicdenen Formen «'" Ordnung, 
und zwar die Coefficienten jeder Form.. Unear. Und man kann von 
der Form TI^ in jedem Augenblicke zu TT zurückkehren; denn setzt 
man statt der Coefficienten der letzten Form die der vTH^t^ten, so 
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nitt, Unindeigenec 
TTr-i; setzt Ihm 



verwandelt sich TTr in TTr-i; setzt luottdtuin »iattJmder die der dritt- 
letzten, so gellt TTr— 1 in 1 .217^-^ über u. s. w. Setzt man, so fort- 
fahrend, scliliesalich für alle dieae Coefficienten wieder die von f, so 
erhält luäu 

1.2...r.n, 
also die ursprüngliche Function bis auf einen einfachen numerischen 
Factor. 

An Stelle der Coefficienten a, j3 u. s. w. führe ich nun 
die Coefficienten «*" Potenzen von linearen Ausdrücken 
a^, bjc u. 8, w. ein. Die Form T\r enthält Uftnn nicht mehr die 
Coefficienten der Function f, sondern statt dessen die 
Coefficienten von r linearen Functionen. Man kehrt aber 
von TTr in jedem Augenblicke zu TT dadurch zurück, dass 
man a^.", bj^" u- s. w. als symbolische Darstellungen von f 
betrachtet, was erlaubt ist, da jede dieser linearen Func- 
tionen gerade zur n"" Dimension vorkommt. 

Wie man hier die Coefficienten von f ganz aus TT herausgeschafft 
hat, ohne doch gehindert zu sein, in jedem Augenblicke zu der ur- 
sprünglichen Bildung zurückzukehren, so kann man nun auch mit den 
Coefficienten der anderen Functionen verfahren, die in TT etwa aul- 
treten. ' Bann hat man zuletzt TT in einer Form dargestellt, welche 
sofort folgenden Satz liefert: 

Jede simultane Invariante oder Covariante einer 
Reihe von Functionen lässt sich als Invariante oder 
Covariante einer Reihe von linearen Functionen 
ausdrücken, deren Pot^lizen die symbolischen Dar- 
stellungen der gegebenen Formen siiid. 
Und da die allgemeine Form von invarianten uud Covarianteu 
linearer Functionen bereits oben gefunden war, so kann man ohne 
Weiteres die allgemeine Form ausdrücken, in welcher mittelst der 
Symbole eine allgemeine Invariante oder Covariante beliebig vieler 
Formen sich darstellt. Eine solche Darstellung will ich die sym- 
bolische Darstellung der Invariante oder Covariante selbst 
nennen. Man hat dann sofort den folgenden Fundamcntalsatz: 
Jede Invariante stellt sich symbolisch als das 
Aggregat vonProduttou symbolischer Determinan- 
ten von dem Typus \/ih) dar; jede Covariante als 
Aggregat von Producten symbolischer Determinan- 
ten {ah) mit linearen symbolischen Factoren von 
dem Typus Cj." 
* BciBind (,§ 1.): tliB Intiiriiinte einer (juiulrtttisclii'n Form: 
führt zunächst durch die Operation 



dlyGOOt^lC 



. und Covarianten binärer Formen. — % 13. ^S 

Dieser Satz enthält alle Eigenschaften der Invarianten und Go- 
varianten. Denn ea ist leicht zu sehen, dass er umkehrbar ist und 
demnach als Definition dieser Gebilde dienen kann. Hierzu fdhrt fol- 
gende Erwägung. 

Damit durch eine Invariante oder Covariante linearer Functionen 
eine Invariante oder Covariante irgendwelcher höherer Formen sym- 
holisch dargestellt werde, ist zweierlei erforderlich. Erstens müssen 
die Coet^cieuten der verschiedenen linearen Functionen gerade in sol- 
chen Dimensionen vorkommen, wie sie die Ordnungen der entspre- 
chenden höheren Functionen augeben, damit Überhaupt letztere durch 
die ersieren symbolisch dai^estellt werden kSnnen. Dies vorausgesetzt, 
ist noch nSthig, dass der ganze Ausdruck, welcher in Bezug auf die 
Symbole die Invarianteneigenschaft besitzt, auch in Bezug auf die ein- 
zuführenden höheren Formen sie besitze. Aber man flberzeugt sich, wie 
folgt, dass dies immer der Fall ist. 

Denken wir uns irgend eine Function f durch lineare Substitutio- 
nen transformirt. In der uraprünglichen Form sei symbolisch 

/■-""-"; 

io der truisformirten : 

Man erhält das eine Symbol aus dem andern durch Auaftlhrung der 
Transformation. Die Gleichung 

«Y = »,• = («,(»„{, + «„ S,i + o, (»„ 6, + .„ S,)l' 

drBckt in symbolischer Form den Zusammenhang zwischen den Coef- 
ficienteu der nraprOnglichen und denen der transformirten Function 
vollständig aus. Die aus der Vergleichung der obigen Für- 

cT\ , »n , an 

ro» ß«! CO, 

Oo»i — 2n,u,+a,«o, 
was die nimultane liwnriaut« zweier quadrahacheu Formen ist. Setzt man die a 
den a gleich, so erhält man 2TT; Hetzt man aber an Stelle der a wie der a ^jra- 
bole, BO hat man: 

6i 'c,' — 2 6| 6( Ci c, + Vci' = (6 c)' , 

was die symbolische Daratellung ist. 

Beiepiel der nimultanen Covariante zweier quadratischen Formen {% !.): 

; a^Xi + Ol aj» fcoX, -f 6, a:, i 

\atXi+a,Xt fi|X,-f- 6,3^1 
verwandelt cicli, wenn man die beiden Formen »ymbolisch durch Cj', yi* hezeich- 



■google 
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meu fliesBendeu Gleichungen sind aber befriedigt, wenn 
man zwischen den alten und neuen Symbolen die Rela- 
tionen annimmt: 

Diese Gleichungen zwischen den Symbolen,- welche keine an- 
deren als diejenigen sind, die zur Transformation' linearer 
AusdrOcke überhaupt dienen, ersetzen also vollständig die Be- 
ziehungen zwischen den Coe^cienten der Function f in ihrer ursprüng- 
lichen und in ihrer transformirten Gestalt. 

Fasst man daher eine Invariante oder Covariante linearer Func- 
tionen als symbolische Darstellung einer Combinatiou der Coeffifienten 
höherer Formen auf, so verwandelt sie sich durch lineare Transfor- 
mation in dieselbe Function der transformirten Symbolu, also auch in 
dieselbe Function der transformirten Coefficienten, immer abgesehen 
von einem Factor r'-. Jeder solchÄ[ Ausdruck besitzt also die In- 
varianteneigen Schaft auch noch, wenn man ihn als symbolisch ansieht, 
und man kann demnach den folgenden Satz aussprechen, welcher den 
obigen Fundamentalsatz ergänzt: 

Jede Invariante oder Cov&riante linearer For- 
men, in welcher die Coefficienten dieser Formen in 
geeigneten Dimensionen vorkommen, kann als sym- 
bolische Darstellung einer Invariante oder Cova- 
riante höherer Formen anfgefasst werden. 
Durch diesen Satz ist man zugleich befähigt, alle nur denkbaren 
Invarianten und Covarianten binärer Formen aufzustellen; man hat 
nur alle möglichen Producte symbolischer Determinanten vom Typus (ah) 
und symbolischer linearer Factoren vom Typus Cj zu bilden, welche 
in den einzelnen Coefficientenreihen die jedesmal erforderlichen Di- 
mensionen besitzen. 

Es ist in Folge des obigen Satzes leicht a posteriori einzusehen, 
warum die Operationen (S. 13, 14) 

, \ f dtp , dw\ 






in denen (t und v die Ordnung von 9) in Bezug auf die x und die p 
bedeuten {D(p hat ganz denselben Charakter wie ^tp und braucht des- 
halb nicht besonders betrachtet zu werden), die Invarianteneigenschaft 
nicht aufheben, und es wird dabei zugleich von Interesse, zu sehen, 
, in welcher Weise diese Operationen auf symbolische Producte wirken. 



und Covarianten binärer Formen. — g 12. 35 

Sei erstlich tp ein symbolisches Product von der Form 
tp = M . Orhi, . . nii, 
wo M die Verilnderliclien x nicht mehr enthalt und wo also ft die 
Zahl der linearen sjmbolischoD Factoren Ox, b^...mr angiehK Es 
wird dann 

jdfp= — . \ayhi.. . m, + ii6y ■•*»*•-■ + Oifti- ■ '"»sl. 

Die Anwendung der Operation ^ auf ein symbolisches 
Product, welches von der ft*™ Ordnung in den x ist, piebt 
also die Summe von ft Termen, dividirt durch (t. Die einzel- 
nen Terme entstehen, wenn man in einem der die x enthal- 
tenden symbolischen Factoren die x durch die y ersetzt. 
Es Ändert sich daran nichts, wenn auch für einzelne symbolische 
Factoren a, etc. wirkliche Factoren {xz) et«, eintreten; nur ver- 
schwindet der entsprechende Term jedesmal identisch, wenn {xy) selbst 
ein solcher Factor wird, der dann in Ijfy) übergeht. 

Um die Wirkung von Sl zu erkennen, denken wir nns ip als 
symbolisches Product der Form 

tp^M. üahx .••»»*. •Pgiy ■■•»■»> 
wo dos symbolische Product M nun weder die x noch die y mehr ent- 
hält. Man hat dann 

ß 9) = — - Kap) &, . .. m,2j . . . r, + (ftj>) a, . . . m,g, . . . f, 

+ inq) hx... nixp^ ...r^ + ...\. 

Die Anwendung der Operation St auf ein symbolisches 
Product, welches von der /i*™ Ordnnng in den x, von der 
ytcn JQ jsQ y ig^^ giebt also die Summe von iiv Termen, di- 
vidirt durch ftv. Jeder einzelne Term entsteht ans q>, in- 
dem man irgend zwei symbolische Factoren, von denen 
einer die y, der andere die x enthält, durch ihre Deter- 
minante [etwa Orpy durch (ap)] ersetzt. Wenn einer der sym- 
bolischen Factoren, etwa py, durch einen wirklichen Factor ersetzt 
wird, etwa {»/£), so tritt nur «. an Stelle vonj),, —e^ an Stelle von p,, 
und daher im Resultat an Stelle der Determinante (ap) der lineare 
Factor — a,. Tritt {xn) an Stelle von a,, so wird o, durch e^, a^ 
durch — e, zu ersetzen sein, nnd för (ap) tritt der lineare Factor p, 
ein. Tritt zugleich (ys) für p,, {xt) fUr a, ein, so sind p,, p,, «,, a, 
durch ^2, —'i, If, — ', zu ersetzen, nnd an Stelle der Determinante 
(ap) muss man die Determinante — (i^t) setzen. Endlich kann es ge- 
schehen, dass 9 den wirklichen Factor (xy) hat. Was in diesem Falle 
geschieht, erkennt man am Besten, indem man 
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setzt, und die Wirkung Toa Sl auf <p mittelst der Wirkungen der- 
selben Operation auf ii> darstellt. Wir nehmen noch an, daes tp Ton 
den Ordnungen [i, v in a: und y sei, ^ also von deu Ordnungen (i — l 
und v—\. £s ist dann 

ako 

daher 

oder mit Rücksicht auf die Definition von £1 und auf die bekannten 
Eigenschaften der homogenen Functionen: 

£l9 = -^\(j^-'i)iv-1){xy)Slt + Q^ + v)ti. 

Man sieht also, wie die Wirkung der Operation Sl auf das Pro- 
dnct t ■ {s^y) theils auf die Function V selbst führt, theils auf das 
Froduct von (xy) mit dem Besultate der Anwendung von i2 auf 4'- 

I IS. SpDbolische Coefflelent«!! tob CoTartanten. 
In § 10. ist gezeigt worden, duss alle Covarianten auf Polaren 
solcher zurückgeführt werden können, welche nur eine Reihe von 
Veründerlichen enthalten. Solche Covarianten sind nun selbst alge- 
braische Formeu, d. h. ganze homogene Functionen zweier Veränder- 
lichen X,, x^. Eine solche Covariante tp kann man dann wieder sjrm- 
bolisch durch die Potenz einer linearen Function 



tp = ip^'' = {<Pix^ + (p^x^y 

ersetzen; mit dem Vorbehalt, nach Bedarf andere Symbole 9;', ip" u. s. w. 
einzufuhren, wenn die Deutlichkeit und Bestimmtheit der auszufüh- 
renden Operationen es erfordert. 

Untersuchen wir, wie die Bymholischeu CoefBdenten einer Cova- 
riante sich bei einer linearen Substitution ändern, welche auf die con- 
stituirenden Functionen angewendet wird. An Stelle von ip. tritt dabei 
eine Function <t>, welche ans den Coef^cienten der transformicten 



und Covarianten binärer Formen. — § 13. 37 

Functionen und den neuen Veränderlichen gebildet ist, wie tp aus den 
Goefficieuten der ursprünglichen Functionen und aus den ursprünglichen 
Veränderlichen, und nach der Definition der Covarianten ist 



d, h, als Function der neuen Veränderlichen 5 nur um den Factor r^ 
Terschieden von derjenigen Function, in welche tp unmittelbar durch 
blosse Einführung der neuen Veränderlichen sich verwaudelt. Setzt 
man für die Covariante der transformirten Functionen, t>, den sym- 
bolischen Ausdruck 

* = (4>,S. +*,£,)", 
so ist 

Und man kann diese Identität durch die folgenden Transformations- 
formein der symbolischen Coefficienten von <p ersetzen: 
l 

*l='""(«ll9l + «MVi) 

l 
** = *"" («ij Vi + «» Vi). 
Man kann daher folgenden Satz aussprechen: 

Die symbolischen Coefficienten einer Covariante 
andern sich, von einer Potenz der Transformations- 
determinante abgesehen, genan so, wie die symboli- 
schen Coefficienten der constituirenden Functionen. 
Da eine Potenz der Transformatiousdeterminante hier Überhaupt 
unerheblich ist, so siebt man sofort, daas ein Product symbolischer 
Determinanten (ab) und symbolischer linearer Factoren c, auch dann 
noch die Invarianteneigenschaft behält, wenn unter den Symbolen auch 
ejrmbolische Coefßcienten von beliebigen Covarianten der constituiren- 
den Functionen vorkommen. Dies giebt also den Satz: 

Wenn man ein System simultaner Formen um 
irgend welche Co-varianten des Systems erweitert, 
so sind die simultanen Covarianten und Invarianten 
des erweiterten Systems zugleich Invarianten und 
Covarianten des ursprünglichen. 
Dieser Satz ftihrt darauf, wie in den meisten Fällen der Anwen- 
dung Covarianten und Invarianten gebildiet werden; darauf nämlich, 
dass. man einfache Combinationen der gegebenen Functionen unter sich 
bildet, die einfachsten Covarianten des Systems; dass man diese wieder 
mit den urapranglicheu Formen und unter sich corabinirt u. s. w. Der 
Bildungsprocess kann nur dann als abgeschlossen angesehen werden, 
wenn keine neuen Bildungen mehr erscheinen, wovon weiter iinten aus- 
fnhrlicher zu handeln sein wird. in i CiOOqIc 
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1 14> firoiidformeii mit mehreren Reihen Ton TerKnderllefaen« 

Die vorstehenden Betrachtungen in Verbindui^ mit denen des § 7. 
Iftseen eine Fr^e erledigen, welche eine scheinbar der Verallgemeine- 
rung bedOrftige Seite unserer Theorie heraushebt. Man könnte glau- 
ben, es sei der Allgemeinheit wegen uothwendig, auch den Fall zu 
behandeln, in welchem Grundfunctionen gegeben sind, welche selbst 
bereits mehr als eine Reihe von Veränderlichen enthalten. Ich werde 
zeigen, dass dies überflüssig ist; dass vielmehr die Invarianten und 
Covarianten eines solchen Systems nur die Invarianten und Covarianten 
eines gewissen Sjrstems simultaner Formen mit einer Reihe von Ver- 
änderlichen sind. 

Ist / ii^end eine Form mit mehr als einer Reihe von Veränder- 
lichen und nehmen wir au, dass es, unter anderen, die Reihen x^, x^ 
und y, , y^ beziehungsweise in der m**" und n'™ Ordnung enthalte. 
Da die Operationen j, D, Sl {§ 6.) die Invariauteneigenschaft nicht 
aufheben, so sind die Ausdrücke; 
(1) D"f, B—^Stf, D^--'Si.*f,,.. 

Covarianten, beziehungsweise Invarianten von f, aber wegen der For- 
mel (6) des § 7. kann f wieder durch diese ausgedrückt werden. Die Aus- 
drücke (1) enthalten eine Reihe von Veränderlichen weniger als f und 
sind übrigens, wie in § 8. gezeigt wurde, völlig von eiuander unab- 
hängige Functionen, welche die x zu den Ordnungen 

m + n, m-f-w — 2, »» + » — 4,... 

enthalten, die übrigen Veränderlichen aber, welche in /"etwa ausser 
den X, y noch vorkommen können, zu ebenso hoben Ordnungen wie /, 
wie denn auch die Coefficienten von f in die Formen (1) linear ein- 
gehen. 

Da nun nach dem Vorigen ebensowohl die Formen (1) als Cova- 
rianten von f, wie / als Covariante dieser Formen angesehen werden 
kann, so kann man Überhaupt alle Covarianten von f nach § 13. auch 
als Covarianten der Formen (1) ansehen, welche in ihrer Art ein ganz 
allgemeines System bilden und eine Reihe von Veränderlichen weniger 
enthalten. 

Wendet man auf jede der Formen (1} wieder, dasselbe Verfahren 
an , so kann mau jede derselben abermals durch ein System von Formen 
ersetzen, welche eine Reihe von Veränderlichen weniger enthalten u. s. w. 
Man gelangt also durch fortgesetzte Anwendung desselben Verfahrens 
zu dem Satze; 

i:q,t7edHvG00t^lc 
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Die Covariaaten und InTarianten eines Systems 
von Formen mit mehreren Reihen von Veränder- 
lichen sind immer identisch mit denen eines gewis- 
sen Systems von Formen mit nur einer Reihe von 
Veränderlichen und von einander unabhängigen 
Coefficienten.' 
Es ist hiernach nicht nöthig, solche Systeme von Grundformen 
mit mehreren Reihen von Veränderlichen zu untersuchen. Bemerkt 
mag nur werden, dass die oben erwähnten Operationen auf ein System 
simultaner Formen mit einer Reihe von Veränderlichen fähren, unter 
denen eich auch Formen nullter Ordnung, also Grössen befinden kön- 
neu, welche, ohne mit den übrigen Formen des Systems in Beziehung 
zu stehen, als accessorische Invarianten zu betrachten sind. Ein Bei- 
spiel dazu wird weiter unten- (§ 24.) auftreten. 

9 15. Hiirsmlttel symbolischer Operatloien. - 

Die symbolische Gestalt einer Invariante oder Covariante ist kei- 
neswegs eine feste unduDveränderliche, vielmehr kann mau einem und 
demselben Ausdrucke im Allgemeinen eine grosse Reihe von Gestalten 
geben. Unter diesen kann es bisweilen eine geben, welche sich durch 
besondere Einfachheit auszeichnet und dann ausschliesslich benutzt 
wird. Es kann aber auch geschehen, dass durch Vergleichung der 
verschiedenen Gestalten, welche ein und derselbe Ausdruck annimmt, 
sich zeigt, dass er identisch verschwindet oder sich durch einfachere 
Bildungen ausdrückt, während au einem seiner Aasdrücke dies nicht 
ganz einfach nachzuweisen ist. 

Die Hilfsmittel, welche man anwenden kann, um verschiedene For- 
men eines symbolischen Ausdrucks herzustellen, bestehen zunächst in 
der Vertauachuog gleichwerthiger Symbole. Kommen in einer Bil- 
dung TT zwei Symbole a und b vor, welche durch die Gleichung 

als Repräsentanten derselben wirklichen Grössen charakterisirt sind, 
so bleibt offenbar der wahre Werth von TT ung^ndert, wenn man die 

* Beispiel einer Form, welche XiX^ quodratiscfa, ^i^) linear enthält: 
f=:(<hX,* + 2a,XiXt-i-(hXt')!/i+ih'H* + ^f>,x,Xt-i-b,Xt')yt. 
Man bildet die Formen 

D(f) = (hx,'-i-{2a, + bn)xt'Xfi-lat + 2b,)x,Xt* + btXt' 
ü^ = {hi-ai)Xi + (fi,-at)x,. 
Uie Invarianten und Covarianten •von f sind identisch mit den eimulUnian 
Invarianten und Covariauten dieser linearen und dieser cubischen Form. AiNi(fr j 
dem vcrgl. die Beispiele i» der Anmerkung mi S. 18. , "jT 
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Symbole a und 6 mit einander vertauscht. Wenn dabei TT sein 
Zeichen wechselt, so verschwindet es identiscb.* 

Ein wichtigeres Hilfsmittel für die Umgestaltung symbolischer 
Ausdrücke besteht in der identischen Gleichung, welcbe in Bezug auf 
irgend drei lineare Ausdrücke gebildet werden kann. Eliminirt man 
aus den Identitäten 

fc, = 6, a;, + ij x^ 

Ca = C, X, + Cj 3^) 

die rechts stehenden Grössen Xi, x^, so erhält man die Gleichung 

Ix o.\ t^i : 
0= 6, ft, bt, 

oder, wenn man nach der ersten Yerticalreihe ordnet: 

(I) {bc)ax + {ca)b^ + {ab)c^ = 0. 

Von dieser Gleichung werden wir weiterhin die mannigfaltigsten 
Anwendungen kennen lernen. Ich hebe nur sogleich einige Formen 
hervor, welche man dieser Identität geben kann und welche ebenfalls 
oft angewendet werden. Schafft man ein Glied auf die andere Seite 
und quadrirt, so drückt sich das Product zweier Gheder der Identität' 
durch die Quadrate aller aus: 

(II) ■ (ah)(<,e)t.e,~i\(ah)<<f, + (ac)<i',-ibc)<a',\. 
Quadrirt man nochmals, so erhält man die Formel; 

(III) lab)' (acY b',i'. + (bay{be)'a',c; + (ca)'(fh)'a',li', 
= { \a'.(bc)'-\-¥.{car + e.'[ab)'\, 

welche in der Theorie der biquadratischen Formen benutzt wird. 

Aus den Identitäten (I), (II), (III) leitet man andere dadurch ab, 
dass man j:, , x^ durch die Coefficienten d^ und — d,- einer wirklichen 
oder symbolischen linearen Form ersetzt. Man erhält dann: 

(IV) (Je)(o.i) + (eo)(irf) + (aii)(cd) = 

(V) (»!.) (ac) (db) {de) = i !(«(>)> (<!if)'+ (oc)'(6(J)' - {ad)' (6c)'t, 
(VI) ^ab^)'{ae)•m•^dc)' + {bc)•(,ba)•^de)'{da)' + ^cay^cb)'{da)'^db)' 
= it(aby{edl' + (ac)'lbd)' + {ad)'{bc)'). 

* Beiapiel. Die Covariante einer qnadiatischen Form: {ab)ajbs gebt durch 
Yertauachung von a mit 6 in —{ab)aibi flTier, verschwindet also idtintjsch. Ebenso 
jede Bildung (a6)"-*i^r*fe,t (bei der sith a und 6 auf dieselbe Form n*« Ordnung 
beliehen), wenn n-k ungerade. 
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Andererseits folgen aus (I) und (II), indem man Cä = y,, c, = — y^ 
setzt,* die Identitäten: 

(VlI) a, 6, - Ä, o, = (ab) {xy) " 

(VIII) axa5,6,6, = i ia»«6% + o%6». - {ofc)^»;!/)»! . 

Als Anwendung allgemeinerer Art will ich hier den folgenden Satz 
beweisen : 

Ein symbolischer Ausdruck, welcher eine unge- 
rade Potenz der Determinante gleichwerthiger Sym- 
bole als Factor enthält, lasst sich immer in einen 
solchen überführen, welcher die nächsthöhere ge- 
rade Potenz derselben enthält. 
Sei (dÖ)'""-' der Factor eines symbolischen Ausdrucks, und a, h 
vertauBchbar, Symbole einer Form »'" Ordnung. Da keine höhere Po- 
tenz von (ab) vorkommt, so müssen die übrigen {n — 2m+i) Sym- 
bole a und b getrennt vorkommen. Die zu betrachtende Bildung geht 
also aus dem Ausdruck 

(1) (fflfi)'»-'a,(i,...ft,ö, ... 

hervor, indem man för einige der Reihen x, y . . ., e,t . . . symbolische 
CoefScienten einsetzt und das Resultat mit einem ergänzenden sym- 
bolischen Producte multiplicirt. Der Ausdruck (1) aber geht durch den 
Prozess der Polarenbildung aus 

(2) (ofc)'"- 'a.."-»'»+'6,'— '"•+' 

hervor. Es ist also nur Qöthig, für dieaen Ausdruck den Satz zu be- 
weisen; denn besteht er für diesen, so besteht er auch für (1) und 
demnach auch für den gegebenen symbolischen Ausdruck. Der Äus- 
' druck (2) aber wird, indem man a mit h vertauscht und die halbe 
Summe beider Darstellungen einführt, durch die symbolische Gestalt 
ersetzbar : 

Dieser Ausdruck hat deu Factor 

a.h^~b,a, = {ab){x},y, 
es tritt also {oJ)'"* vor, was zu beweisen war. Zugleich sieht man, 
wie die betreffende Darstellung des gegebenen Ausdrucks aussufsh- 
ren ist. 

* In 11. ist vorher a mit e zu vertauachen. 

** Uiemacb zerfällt z. B. die bei einer qu^tdratischen Form auftretende Cova- 
riant« {aVj aih^; denn indem man a und b vertauscht und die halbe Summe beider 
Ausdrücke nimmt, hat man 

{aö)a,6B = l(a&){ax6s-6*aB) = i(a6)»(a!y); 
(de verwandelt eich in das Pioduct einer idcntiachen Covoriantc mit einer invariante. 



Erster Abschnitt. GnmdeigenechafteD der Invarianten 



1 16. Formen toh geradem und nn^ndem Ckarokter. 

Ich will bei dieser Gelegeuheit noch eines andern Resultate ge- 
denken, welches die symbolische Darstellung sofort ergtebt. Jede Co- 
Tariante oder Invariante TT, fßr die trausformirte Form gebildet, ist 
. der für die urspraugliehe Form gebildeten gleich bis auf einen Fac- 
tor r': Die Tranafomiationaformeln der Symbole, welche Seite 34 
gegeben sind, lehren aber, dass bei der Transformation der symbo- 
lischen Form von TT jeder lineare Factor ungeändert bleibt, während 
jede symbolische Determinante den Factor r erhält. Das Ganze erhält 
' also den Factor r so oft als Determinantenfactoren vorhanden sind, 
d. h. die Zahl l giebt die Zahl der symbolischen Deter- 
minantenfactoren an, welche in dei symbolischen Form 
'. von TT auftreten. 

Sei nun TT von der Orduuug m in den Veränderlichen, vom Grade 
Je, k'... beziehungsweise für die Coefficienten der in TT eingehenden 
Formen, ii, »' . , . die Ordnungen der letzteren. Die Anzahl alier in TT 
vorkommenden Symbolteihen (jede so oft gerechnet, wie es die Ord- 
nung der betreffenden Form erfordert) ist dann 
nk-{-n'k' + . . . . 
Diese vertheilen sich nun zum Theil paarweise auf die X Deter- 
minantentactoren, zum Theil einzeln auf die m symbolischen linearen 
Factoreu. Man hat also die Gleichung 

23i + m'=nk + n'k' + ... . 

Sind K, n' . . . gerade, so muss auch m gerade sein, und man hat 
also den Satz: 

1 Formensysteme, in welchen alle Formen von ge- 

; rsder Ordnung sind, haben auch nur Covarianten 
\ von gerader Ordnung. 

Von wesentlicher Bedeutimg ist eine Unterscheidung der Cova- 
rianten und Invarianten von geradem und ungeradem (gauche) 
Charakter, je nachdem die Zahl X gerade oder ungerade ist. Für die 
lineare Substitution 

^1 = ^, Ä^ir = 6, 
ist r;=~~l; die Formen geraden Charakters ändern sich also durch 
eine solche Substitution nicht, die Formen ungeraden Charakters andern 
das Vorzeicheu. Diese Substitution ist nichts anderes, als eine Yer- 
tauschung der Bedeutung der beiden Veränderlichen a:,, a^. Dieses 
kann audi so aufgefasst werden, dass die GoefEcienten 



(h ■ 
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einer Function in der transformirten Function wieder auftreten, nur 
in der umgekehrten Reihenfolge: 

f Man kann also den Satz aussprechen: 

Wenn man aus einer Inyariante oder Coyariante 
eine andere ableitet, indem man dieVeründerUchen 
vertauscht und zugleich die Coefficicnten sämmt- 
licher zu Grunde gelegter Formen in umgekehrter 
Folge benutzt, so entsteht eine Bildung, welche der 
urapranglichen gleich oder entgegengesetzt ist, je 
nachdem die ursprüngliche Covariante oder Inva- 
riante von geradem oder ungeradem Charakter war. 
Andere Eigenschaften der Formen ungeraden Charakters werden 
in der Folge sich wiederholt geltend machen.* 

* Die aimultane Covariant« zwdcr quadmtiitctmn Formen (S. 33.), 

- iet in diesem Sinne eine Form ungeraden Choraktera, die simultane Invariante 

(ab)* 
eine Form geraden Charakters. 
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Zweiter Absclinitt. 

Die geometrische Interpretation algebraischer Formen. 



f 17. Hltt«l der ^eometrisehen Darstellnii^ blnlrer Fonneu. Fonktreihe 
und StrahlbOsebel. * 

Ich werde jetzt eine geometrische Interpretation darlegen, deren 
die binären Formen, sowie die dabei auftretenden Invarianten und 
Covariauten fiibig sind, und welche sowohl wegen ihres Zusammen- 
hanges mit der analytischen Geometrie von Wichtigkeit ist, als wegen 
der Übersichtlichen Auadrucksweise, welche eine grosse Anzahl Yon 
Sätzen durch sie zulassen. 

Eine binäre Form «*" Ordnung, gleich Null gesetzt, stellt, wie 
schon im Eingange bemerkt ist, eine Gleichung «'•" Grades vor, in 

welcher — die Unbekannte ist und welche also » Werthe dieses Ver- 

hültnisses liefert. Denken wir uns nun eine Gerade, deren jeder Punkt 
eiuea Werth dieses Verhältnisses reprasentirt, so ist eine binäre Form 
gewiasermasseu als der analytische Ausdruck des Complexes der 
n Punkte zu betrachten, welche durch die entsprechende Gleichung 
gegeben sind.' 

Nehmen wir daher in der Geraden irgend zwei Paukte, A, B 
(Grundpunkte) an. Die Abstände eines beweglichen Punktes C der 
Geraden von A und B seien p und q, und zwar sollen dieselben posi- 
tiv gezählt werden, wenn C zwischen A und ß liegt; wenn aber G 
ausserhalb des Intervalles AB sich befindet, so soll der Abstand des 
Punktes C von dem näheren der beiden Punkte A, B als negativ an- 
gesehen sein. Man hat dann immer 

wo c der gegenseitige Abstand der Punkte A, B ist. 

* Ueber den ZuBammeDhang der linearen SubBtdtution mit dem Doppelver- 
baltniBs siebe Ca;lej, Manoir upon Qwintics , Phil. Tr. vol. 14S, BOwieFiedler, 
Die Elemente der nettem Geometrie und der Algebra der binären Formen, Leipzig, 

Teubner 1862. i ,, , Cii.)*")»"'! 

o 



Die geometrisclie Interpretation algebraischer Formen. — § IT. 45 

Es ist nuQ zweckmässig, die Yerriuderlicheu x, , x^ durch folgenile 
Definition mit den Punkten der Geraden AB in Beziehung zu setzen: 
Ich verstehe unter x^, x^ zwei Zahlen, deren ab- 
solute Werthe gleichgiltig sind, welche sich aber 
zu einander verhalten wie die Abstände des ihnen 
zugehörigen Punktes C der Geraden ^B von diesen 
beiden Punkten, jeder Abstand multiplicirt mit 
einer beliebig aber fest gewählten Constante. 
Man definirt also x^, x^ durch die beiden Gleichungen 

in welchen tt «in^ willkürliche Grosse, a und b aber zwei constante 
Zahlen sind. 

Jedem Weiche 

Xi_a p 

entspricht nur ein Werth von — , und demnach auch nur ein Punkt C 

der Geraden. In der Tbat, ist i. der Werth von — , so hat man die 
beiden Gleichungen 

daher 

(2, . " ' + ' 

wodurch p und q völlig und eindeutig bestimmt sind. Wie also jedem 
Punkte C ein Werth von — entspricht, so findet auch das Umge- 
kehrte statt, und man kann also sagen, dass die Punktreihe C die 
gesummte Wertbreihe der -^ eind«utig repräsentire. 

Insbesondere entspricht der Werth j', = (vorausgesetzt, dasa 
nicht auch x^ verschwinde; aber es hat Iceinen Sinn, beide Zahlen 
Null zu setzen, da ee sich immer nur um ihre Verhältnisse handelt) 
dem Punkte A {p==0), x, = dem Punkte B {g = 0). Der Werth 

— = T- entspricht, da j» = g, dem Mittelpunkte der Strecke AB. End- 
lich der Werth -l = — ^ giebt p = — q, daher l — ~-l, und also 

' ,1 I Goo<^lc 
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P aod q unendlich gross. Dieser Werth von -^ giebt also einen un- 
endlich fernen Ponkt der Geraden; und man erhält keinen andern 
unendlich fernen Punkt, da nach (2) p und q nur unendlich gross 

sein können , wenn X = — \, also — =^ — ^ ■ Man ist daher bei den 

hier zu Grunde gelegten Torstellungen berechtigt, von einem ein- 
zigen unendlich fernen Punkte der Geraden zu sprechen, 
welcher, so gut wie alle anderen Punkte, durch einen einzigen Werth 

des VerhSltnieaes -' repi^entirt ist. 

Allerdings sind es, wenn man a, & als reell voraussetzt, nur reelle 

Werthe des Verhältnisses — , welche durch reelle Punkte C der Ge- 

raden AB dargestellt sind. Aber der Unterschied von Reellem und 
Imaginärem ist im Folgenden immer durchaus unwesentlich. Wir 
werden keinen Anstand nehmen, uns a und b auch als complex zu 
denken, ebenso p und q, und imaginäre Punkte der Geraden einzu- 
führen, um das ganze dem Verhältnisse -^ zukommende Werthge- 

biet zu beherrschen. Ja, wir werden selbst die Grandpunkte A, B der 
Allgemeinheit wegen uns als imaginär vorstellen dOrfen. 

Dieser Darstellung des Werthes — geht eine zweite genau pa- 
rallel, bei welcher man sich nicht der Punkte einer Geraden bedient, 
sondern der Geraden (Strahlen), welche durch einen beliebigen Punkt 
in der Ebene gezogen werden können (Strahlbüscbel). Legen wir, 
um diese Darstellung mit der vorigen in Zusammenhang zu bringen, 
zwei Gmndstrahlen A, B des Strahlböschels durch die Punkte A, B 

der im Vorigen betrachteten Geraden. Ein Werth -i, welcher einem 
Punkte C der Geraden zugeordnet ist, kann auch dem durch C gehen- 
den Strahle des Büschels zugeordnet werden, und zwar auf folgende 
Weise. 

Jeder Strahl des Büschels ist charakterisirt durch sein Abstands- 
verhältniss von den beiden festen Strahlen AB, d. h. durch das Ver- 
hältniss der von einem Punkte des beweglichen Strahls auf die festen 
Stralilen gefällten Lothe, ein Verhältnies, welches für jeden Punkt 
des beweglichen Strahls denselben Werth hat. Unter den 4 Winkeln, 
welche die Strahlen A, B bilden, wählen wir einen heraus (im Zu- 
sammenhange mit der Geraden AB etwa denjenigen, in welchem die 
Strecke AB liegt). Das Abstandsverbältniss des beweglichen Strahls 
nennen wir positiv, wenn der Strahl innerhalb dieses Wjnkels, negativ, 
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wenn er ausserhalb desselben liegt. Bezeichnen wir die' vom Punkte C 
des Strahls C auf die Strahlen A, B gefällten Lothe durch w, x, 
durch <p, ip die Winkel, welche die Strah- 
len A und B gegen die Gerade A, B 
bilden, so ist 

^ ' x = qsmM>, 

also überhaupt dos Abstandsverhültniss der 
Geraden C von den beiden Geraden A, B: 




« 



( p sinip 

K~q ' siniti' 

Es unterscheidet sich daher das Abstandsverhültuiss des Punktes C 
auf der Geraden von dem des Strahls C im BUschel nur um einen 
constantea Factor, und also sind auch beide nur um constante Factoren 

von der Grösse — verschieden. 



Sowie also -' durch 



L Punkt der Geraden AB repi^entirt 



wird, wird es auch dargestellt durch einen Strahl des Büschels A B, 
und weil sich die Funkte der Geraden und die Strahlen des BDschels 
eindeutig entsprechen, so gehört auch zu jedem Strahle, ganz wie 
dies bei den Punkten der Geraden der Fall war, nur ein Werth 

von -*, zu jedem Wertbe von -'■- nur ein Strahl des Büschels. Die 

Formeln für diesen Zusammenhang sind der Formeln (3) wegen ganz 
analog den Formeln (1), indem sich nur die constanten Factoren än- 
dern, nämlich: ^^ 



(f^,-- 



stnfp 

Und man kann demnach die Grossen a;,, cr^ auch durch folgende zweite 
Definition interpretiren : 

Es sind x^, x^ zwei Zahlen, welche eich zu ein- 
. ander verhalten wie die Lothe von einem beweg- 
lichen Strahle eines Strahlböschels auf seine festen 
Grundstrahlen, dieLänge jedes Lothes multiplicirt 
mit einer beliebig aber fest gewählten Constanten. 

§18. dlekhaaireii , welche durch das TerscbwlDden von Invariauten 
oder Covarianten aosgredrOckt werden. 
Der Zusammenhang dieser Interpretationen mit der Theorie der 
Invarianten und Covarianten ergiebt sich nun sogleich durch folgende 
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Betrachtun f^, bei welcher ea gleichgiltig ist, voa welcher der beides 
oben entwickelten Anschauungen man aasgeht. 

Untersuchen wir, welche analytischen Yeriinderungen der Aus- 
druck — erfährt, wenn wir den ihn repräsentireaden Punkt der Ge- 
raden AB ungeündert lassen, die übrigen Momente aber, welche den 
Zusammenhang definiren, sich ändern lassen; wenn wir also sowohl 
andere Grundpunkte einführen, als auch die Constanten o, b durdi 

andere Constanten a', b' ersetzen. An Stelle von -i tritt dann ein 
neuer Werth 

in welchem p', q' die Abstände des Punktes C von den neuen Grund- 
punkten sind. Nun unterscheiden sich offenbar diese von p, q nur um 
Constaute; jede Coustante aber kann mit 
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mnltiplicirt, also als lineare Function von p und q dat^estellt wer- 
den. Demnach erscheint r^ als Quotient zweier homogener 

linearer Functionen von p und q, also auch von x^ und Xfj 
denen p und q bis auf coustante Factoren proportional sind. 

Nachdem dieser Charakter festgestellt ist, kann man nun die 
Formel für |i direct in eleganter Weise darstellen. Denn es kann 

sowohl Zähler als Nenner nur für je einen Werth von — verschwin- 
den. Aber es muss der Zähler, d. h. 6,, für den einen neuen Grund- 
punkt A', der Nenner, d. L. £j, iBr den andern, B' , verschwinden. 

Sind also -r und ■\, die Werthe von -^, welche diesen beiden Punkten 

S^j X^ Xf 



itsprechen, so hat man 

g, _ x,x\ —x^x\ _ {xx') 

5o ~ X^X^' — XiX"~ {XX")' 



(1) 



Die Constanten a' , h' kann man in dieser Formel ganz unberflck- 
sichtigf lassen; denn sie werden durch den Umstand ersetzt, dass die 
absoluten Werthe sowohl von sf^^, x\ als von a;,", a^" beliebig sind, 
und also Zähler und Nenner an und fQr sich schon mit beliebigen 
constanten Factoren behaftet sind. 

D.qit.zeaOvGoOt^lc ■ 
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Die Gleichung (1) stellt nun oÖehbar eine beliebige lineare 
Substitution vor. Wir kSnnea sie in die beiden Gleichungen zer- 
legen: 

Die vier Subatitutionscoefflcienten sind ganz willkürlicli; die ein- 
zige Bedingung, dses die Determinante derselben nicht verachwiude, 
dass also Q^sb^ 



tallt mit der evidenten geometrischen Bedingung zusammen, dass 
man jederzeit zwei wirklich verschiedene Punkte A', B" als neue 
Grund punkte einführen musa. 

Man kann also den Satz aussprechen: 

Jede lineare Substitution ist identisch mit 

einer Veränderung der Grnndpunkte und der mul- 

tiplicirenden Constanten in der geometrischen 

Interpretation, bei welcher das Verhältniss der 

Veränderlichen durch einen Punkt einer Geraden 

(bez. einan Strahl eines BQschels) dargestellt wird. 

£ine Invariante von Functionen f,tp,... gleich Null gesetzt , giebt 

eine Eigenschaft dieser Functionen an, welche sich durch lineare 

Substitutionen nicht ändert, d. h. welche immer auch noch den trans- 

fonnirten zukommt. Denn ist J die Invariante, gebildet in Bezug auf 

die ursprttDglichen , J' in Bezug auf die transformirten Functionen , so 

hat man 

J' = J. rl, 

und also </' = ü, sobald •7^=0 ist. 

Ebenso sagt eine gleich Null gesetzte Covariante C=^0 eine Be- 
ziehung zwischen deu Functionen f,<f>, . . , und verschiedenen Systemen 
X\j^-i\ .Vif Vit "■ s. w. von Veränderlichen aus, welche durch lineare 
Substitution nicht geändert wird. 

Da wir immer alle Bildungen als homogen fflr die Coefficienten 
jeder Function angenommen haben, so sind in deu Gleichungen 
J = 0, C= die absoluten Werthe der Coefficienten der constituirenden 
Functionen gleichgiltjg, und es kommt nur auf deren Verhältnisse 
an; diese aber sind durch die den Functionen zugeordneten Punkt- 
,^)ez. Strahlen-) Systeme völlig gegeben. Mau hat also deu Satz: 

Das Verschwinden einer Invariante sagt eine- 
Beziehung aus, welche zwischen den Punkt» (bez. 
Strahlen-) Systemen stattfindet, die den consti- 
tuirenden Functionen zugeordnet sind, und welch' 

Cl*bioli, Tb*orl« der UntttD *l(<br, Ponn«i. 4 
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TOD den übrigens die Zoordnung definirenden Mo- 
mentec uDabhängig sind; welche also nur noch 
von der gegenseitigen Lage derPunkte (bez. Strali- 
len) abhängen. 

Ebenso sagt das Yerschwindea einer Co'variante 

eine derartige Beziehung aas, bei welcher aber 

ausser jenen Funkt- (bez. Strahlen-) Systemen noch 

irgend welche andere Punkte (bez. Strahlen) nach 

ihrer Lage in Betracht kommen. 

Aber es drückt sich nicht umgekehrt jede derartige Beziehung 

durch das Verschwinden einer Invariante oder Covariante aus. Unter- 

auchen wir nun, welchen besondem Charakter eine Beziehung haben 

muss, damit dies geschehe. 



1 19. iBTarlantcn ond Covarlant«! voa Fnctionen , welehe durch Ihre 
linearen Factoren gegeben slad. 

Ersetzen wir jede in einer Covariante . oder Invariante TT vorkom- 
mende Form durch das Product ihrer linearen Factoren, also etwa / durch 

(1) /"=(«, 3;/ — a;,^;/) (x,x^" — x^x") . . . {x,x^i^* — x^x,^'^) , 

so sind —. , -^... die Punkte, bez. Strahlen, welche zusammen die 

Form f repräsentiren ; ähnlich bei den übrigen auftretenden Formen. 
' Daas die Function TT von den Coefficienten einer Form, etwa j^ ratio- j, 
nal abhänge, erfordert nur, dass diese Punkte, bez. Strahlen, in der- , 
selben symmetrisch benutzt seien, d. h. dass die Function sich nicht 
ändere, wenn man irgend zwei der Punkte, bez. Strahlen, mit einander 
vertauscht, wilhrend zugleich für jedes einzelne der zugehörigen Werthe- 
paare die Function homogen sein muss. 

Da bei der linearen Transformation jeder der linearen Factoren 
einer Function f sich fUr sich linear transformirt, so hat jede Func- 
tion TT, welche in Bezug auf f die Invariauteneigenscbaft hat, dieselbe 
auch in Bezug auf seine linearen Factoren. Man kann also den Satz 
aussprechen : 

Jede Invariante od^r Covariante eines simul- 
tanen Systems ist auch eine solche für die linearen 
Factoren der simultanen Formen. 

Denkt mau sich nun in irgend einer Function TT alle Formen /) 
qo ... durch die Producte ihrer linearen Factoren ersetzt, so erhält mau 
einen Ausdruck, welcher nur noch eine Anzahl von IJeihen x^, x^; ^„ 
y, u, 3. w. euthält, und in Bezug auf diese die Invariauteneigenscbaft 
besitzt. Da andrerseits nach § 4. solche Reihen immer durch Coefficieu- 

;,oogTc 
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ten linearer Formen ersetzbar sind, so sieht mau, dass die resultireude 
Gestalt von TT ftin Aggregat von Producten aus Determinanten vom 
Typus (xjf) ist (§ 9.), und man hat also den Satz: 

Ersetzt man in einer Invariante oder Co Va- 
riante n die darin auftretenden Formen durch ihre 
linearen Factoren, oder fahrt man, was dasselbe ist, 
die diesen entsprechenden Punkte, bez. Strahlen 
ein, so geht TT in ein Aggregat von Producten aus 
Determinanten vom Tjpua (xy) über, wo a;,, x,; y,, y, 
Punkte, bez. titrahlen der geometrischen Darstel- 
lung bedeuten. 
Ich werde nun Ausdrücke, welche sich wie der Ausdruck 

aus vier Reihen zusammensetzen, als ein aus diesen Reihen gebildetes 
Doppelverhältniss bezeichnen. Die Theorie der verschiedenen ans 
denselben Reihen zu bildendeu Doppelverhältnisse , sowie die geome- 
trische Bedeutung dieser Bildungen wird weiter unten entwickelt 
werden. Hier mag es geuttgen zu sagen, dass Zilhler und Nenner 
eines aolchen Doppel Verhältnisses Producte je zweier Determinanten 
sind, welche zusammen alle vier Reihen enthalten, nud dass, wenn l 

ein Doppelverhältniss ist, auch -y eiu solches ist, indem etwa in dem 

obigen Ausdruck nur die Vertauschung der Reihen t, y erforderlich 

ist, um ^ in -T- überzuführen, was den Charakter der Bildung an und 

für sich nicht ändert. 

Ich werde nun zeigen, dass man den Quotienten von TT 
durch eines seiner Glieder als ganze rationale Function 
von Doppelverhältnissen darstellen kann. 

Die Function TT besteht nämlich, wenn wir durch u^^, otjj . . . 
Null oder positive ganze Zahlen bezeicbueu, und die Indices 1,2,^... 
den Reihen x, y, e . . . entsprechen lassen, aus Termen der Form 

{xyy^yixz)"^^ ixt)'"... (yz)"" (yf)«"... 
welche mit nui 
muss, da TT in 
derjeuigeu a, w 
TT.deuselbeu Wi 
GlietTer, bo best 
men der Form 

D.qit.zeaOvGoOt^lc 



52 Zweiter Abfchnitt. Die geometrinclie Interpretation 

WO die ft nun Null oder positive oder negative ganze Zahlen bedeuten, 
doch so, dass die Summe aller ß rait einem gemeinsamen Index immer 
verschwindet. 

Zeichnen wir nun unter den Reihen, welche iu P auftreten etwa 
die drei ersteu, x, y, z, aus, und verbinden diese mit jeder der fol- 
genden Reihen {t, u, f . . .) zu den Doppelverbältnisseu 

(»»)(»>) 



ao können wir setzen: 



(,„)=„.(£ül(a) 



und erhalten, indem wir diese einfuhren: 

P-ift. ff«... . (ij,)C.. + ft. + ft.-(«,)l'n.«, 
wo Q die x nicht mehr enthält. Da aber 

ß^i + ßn + ßu ■■■ = (>, 
so kann man dafür setzen 

P.... ,.....[(££)]...«, 

oder wenn wir noch das Doppeiverbältniss 
{xz){fy) 
** {xy){tB) 
einfahren : 

P=,lP.- pC.^... p(f...P', 

wo P' nun die x nicht mehr enthält, zugleich aber, wie P, X, (t ... q, 
für alle übrigen Beiben homogen von der nullten Ordnung ist. 

Man hat also P auf ein Product von Doppel Verhältnissen und 
auf ein Product P' zurückgeführt, welche ganz die Eigenschaften von 
P besitzt, aber eine Reihe weniger eothUlt. Man kann nun mit P' 
verfahren wie oben mit P, und kann daher P immer auf Producte 
von Doppel Verhältnissen und auf Producte zurilcktühreu , welche immer 
die Eigenschaften von P besitzen, aber weniger und weniger Reihen 
enthalten. Man kann dies so lange fortsetzen, als in einem Qbrig- 
bleibenden Factor P'*' noch mehr als drei Reihen vorbanden sind; 
denn vier Reihen wurden oben zur Bildung der Doppelverhältnisse 
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gefordert. Gelaugt maa aber endücli zu einem Produete P'*', welches 
nur uoch drei Reihen euthiilt, so hat dasselbe die Form 

{Imy (In)' {mny, 
und es ist 

also 

y^O, d = 0, 4 = 0, 

und dieses Product muss also der Einheit gleich werden.* 

Indem man die Umformung von P so weit verfolgt, erhSlt man 
also P als Product von Doppelverhiiltnissen. Diese kommen zwar 
tfaeils zu positiven, theils zu negativen Potenzen erhoben vor; aber 
da, wie oben bemerkt, der reciproke Wertb eines Doppelverbältnissea 
abermals ein solches ist, so kann man sagen, es sei P ein Product 
positiver Potenzen von Doppel verhültni äsen. 

Hiermit Ist denn der obige Satz bewiesen. Man kann denselben 
in folgender Form ausdrQcken : 

Eine Invariante oder Co Variante von binären 
Formen ist der Zühler einer ganzen rationalen 
Function von DoppeLrerhältnissen, weiche aus den. 
(i,i.,u Versehwindungselenienten der Formen und aus an-"' 
deren_ (verilnderlichen) Elementen zusammenge- 
setzt sind.'' '" 

Dieser Satz lüsst sich umkehren. Mau kann zeigen, dass der 
Zähler einer ganzen Function von Doppelverhältnissen, 
welcher die Verschwindungselemente verschiedener For- 
men, und zwar die einer jeden symmetrisch, enthalt, eine 
simultane Invariante oder Covariante dieser Formen sei. 

Dass ein solcher ZUhler die Invarianteneigenschaft besitzt, ist aus 
seiner Bildung unmittelbar klar; um diesen umgekehrten Satz zu 
beweisen, ist also nur nöthig zu zeigen, dass eine die Invarian- 
teneigenschaft besitzende Bildung, welche die Yerschwin- 
dungselemente einer Form /"rational und symmetrisch ent- 
hält, sieb als ganze homogene Function der Coefficienten. 
von /' ausdrDcken lässt. Dieser Beweis soll im folgenden Para- 
graphen geliefert werden, indem eine Methode angegeben wird, die 
fragliche Bildung als solche ganze homogene Function der Coefficien- 
ten wirklich darzustellen. 



* Enthielt TT von voruberein nur zwei oder drei Reihen, so besteht e» über- 
haupt nur auB einem GHede, otid die vorliegenden Betrachtangen werden gegen- 
stondsloe, da zur Bildung eines DoppelverhältniBaes überhaupt keine HCgUchkeit 
mehr vorÜegt. H)0*^le 
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I 20. Hettaode, InTarlante tfmmetTigohe Fnuctlonen der llnesreD Fsctoren 
einer Form dorcli die Coefflclenten derselben anBivdrllckGn. 

Eb ist die Frage, wie eine durcb einen solchen Zähler definirte 
Function TT, welche die einer Form f zugeordneten Elemente (Pnnkte 
oder Strahlen) symmetrisch enthält, darch die Coefficienten dieser Form 
ausgedrOckt werden könne. Ich werde eine Methode angeben, vermöge 
deren manallmülig statt der jenen Elementen entsprechenden Werthe- 
paare die symbolischeD Coefficienten von /'einfdhren kann. Dadurch 
ist in der That der Forderung schon völlig Genüge geleistet, uin so 
mehr, als, wie man sehen wird, in allen allgemeinen Untersuchungen 
gerade die symbolische und nicht die wirkliche Form von Covarianten 
nnd Invarianten es ist, welche man gebraucht. 

Es war oben (§ 3.) gezeigt, dass, wenn a^, a, . . . die Coefficien- 
ten von / und a„, a, . . . die Coefficienten einer Function von ebenso 
hoher Ordnung sind, auch der Ausdruck: 

TT ^TT^ an , 

"SOj 'öa, 
die Invarianteneigenschatl besitzt. Setzt man an Stelle der a die 
CoefScieDten der »*" Potenz eines linearen Ausdrucks, so wird die 
Bildung von TT, der erste Schritt zur Darstellung der symbolischen 
Form von TT, und die vollständige Darstellung derselben geschah in 
§ 12. mittelst mehrmaliger Wiederholung derselben Operation, zu- 
nächst in Bezug auf die Coefficienten von f, dann in analoger Weise 
m Bezug auf die CoeMcienten der übrigen Formen, welche bei der 
Bildung von TT benatzt sind. 

Ich werde nun zeigen, wie die Bildung von TT, vorzunehmen ist, 
wenn nicht die Coe^cienten von f, sondern die den Yerschwindungs- 
elementen von / zugeordneten Werthepaare in TT auftreten. Es wird 
sich herausstellen, dass, wenn TT, auf die anzugebende Weise gebildet 
wird, es eine ganz ähnliche Form wie TT hat, und also der Wieder- 
holung derselben Operation unterworfen werden kann. Nur wird der 
Endwerth von TT, die Verschwindungswerthe von f sammtlich in einer 
um I niedrigeren Ordnung enthalten, und dafür ein neuen Werthepaar, 
das der eingeführten Symbole von f. Daraus folgt, dass eine Wieder- 
holung der Operation in der That die Verschwindungswerthe allmälig 
entfernt, und dafür Symbole einführt, so dass mau nach einer hin- 
reichenden Anzahl von Wiederholungen nur noch Symbole, aber nicht 
mehr Verschwindungswerthe in dem Endausdruck hat, wie es verlangt 
wurde. 

Bezeichnen wir durch tfTT das,' was aus einer Covariante oder In- 
variante TT entsteht, wenn man diese Function nach den Coefficienten 
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o„, a, . . . von f differenzirt , die DifTerentialquotienten mit den ent- 
sprechenden »'•" Dimensionen der Symbole \, b^ multiplicirt und 
dann die Summe nimmt, also den Ausdruck 

(1) .n=v|^ + V-».|^+ 

Es ist dann, mit Anwendung derselben Bezeichnung, 

(2) ä/-=V 

und diese Gleichung kann zur Definition des Dift'erentialprocesses 8 
dienen. Nehmen wir nun an , es sei f als Product linearer Factoren 

(3) f=ps.<,..r.... 

gegeben. Man kann dann die Gleichung (2) dadurch erfüllen, dass 
man die Operation S auf die linearen Functionen j),, g^ u. s. w. der 
Reihe nach anwendet, und die linearen Functionen 

Spx, SQj: . . . 

so bestimmt, dass die Gleichung (3) eine identische wird. Es muas 
dann also sein: 

bj." ^ dpj . 3, r, . . . 

(4) +dq^.p^r^... 

Setzt man in dieser Identität etwa 

^i=Pi, ^» = -Pi, 
so erhält man, indem alle anderen Glieder fortfallen: 

(bpy = (qp) (rp) . . . (p, dp, -p, dp;), 

eine Gleichung, welche durch die Annahme erföllt wird; 

(w) (•■?)•• ■ 
, „ M—h^ 
WpX'p)---' 

Aehnliche Ausdrdcke erhalt man ftlr 8g^, Sg^...; und es ist leicht 
zu zeigen, dass durch Einführung dieser Äasdracke die Gleichung 
(4) in der That identisch erfUH wird. Denn sie verwandelt sich in 
folgende ; 

, , _ ( bp)—'b,q,r,... Ibq)'-'b,p,r, 
' ' (I1P){'P)-- '* lP<!)(ri).-. ^■■■' 
Dividiren wir diese Gleichung durch bx, so ist die Differenz bei- 
der Seiten eine Form fn-lV" Ordnung, welche, ohne W- " , 

1 ,1 .1 (L.ooglc 



dft= 

(5) 
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verschwinden, nur « — 1 Verecliwindungawerthe zulassen kann; aber 
man siebt leicht, dass sie deren n zulasst, uämlicb -' gleich einer 

der » Grössen — , — . . . . Die obige Gleichung mnss also eine Iden- 

tität sein. 

Die Form (3), in welcher die Function f hier gegeben erscheint, 
weicht nur leicht von denjenigen ab, welche im vorigen Paragraphen 
angenommen wurde. Mamlich es sind hier nur statt der Ver- 
schwindungswertbe die Coefficienten der fUr dieselben verschwinden* 
den linearen Ausdrücke eingeführt; was nur deswegen hier zweck- 
mässiger ist, weit aUdann dieÄnalogie der einzufahrenden symbolischen 
Coefficienten mit denen der gegebenen linearen Functionen pi, qx ... 
deutlicher hervortritt. 

Denken wir uns also auch in einer Form IT, welche statt der Coef- 
ficienten von f die Yerschwindungswerthe von f enthält, statt deren 
diese Coefficienten p, q ... gesetzt, also j), statt :r',, — p^ statt x'j u. s.w. 
Ana der so gegebenen Form entsteht die Function ST\, wenn man 
nicht, wie in (1)^ nach den CoefGcienten von /' differenzirt und mit 
denen von 8f multiplicirt, sondern wenn man jetzt nach den p, q ... 
differensirt und mit den Grössen Sp, Sq ... multiplicirt. Es ist 
also jetzt 

(feg)- /gn 3JT \ 
+ (p9)(r9)...U2/'^33/'; 



Die Function TT enthält nun der Voraussetzung nach jedes der 
Coefficientenpaare p,, p^; g,, g, homogen und in gleich hober Ord- 
nung, etwa der »""; femer so, dass durch Vertauschung zweier dieser 
Werthepaare sich nichts ändert. In ^TT kommen die p, q, r auch in 
Nennern vor, und zwar so, dass das Determiuantenproduct D der 
p, -q .. . den gemeinschaftlichen Nenner bildet. Der Zähler 



I (&p )-' fdr\ ^ ^sn, \ 
_^g);^._/aTT an X 

^(pq)(rq)...\dq,'''^8q,V^- 



hat aber die Eigenschaft zu verschwinden, wenn ein Paar von Werthe- 
paaren, etwa p, q, zusammenfällt, und also etwa 

Denn es verschwinden hierdurch zunächst alle Glieder des Aus- 
drucks bis auf die beiden ersten. Die Glieder 

i:q,t7edi>G00t^lc 
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dp)-' /en. en \ (tg)-' /gn , an.N 

aber haben von romherein die Eigenschaft, mit entgegengesetztem 
Zeichen in einander Qberzngehen, wenn man p und q vertauscht, so 
dasB ihre Summe durch {pq) theilbar sein maes; daher verschwindet 
auch die Sunune dieser Glieder, wenn man mit D multiplicirt, und 
dann die p den q proportional setzt. 

Der neue Ausdruck von SU enthält also in seinem Zähler alle 
Factoren von D, und der Nenner hebt sich somit vollständig auf, 
so dass ÖTJ als eine ganze Function der jj, q . ■ • zurflcicbleibt. Diese 
Function hat nun alle Eigenschaften von TT. Sie besitzt die Inva- 
riaute neigen Schaft wegen ihrer Zusammeaeetzung aus Ttirmen von der 

Form r— bi+ - — b^ und aus Determinanten (bp) oder (gy). Sie ent- 
dp, c Pj 

hält jede der Reihen p, q s;mmetriscli und homogen, aber nur noch 
zur (» — l)"" Ordnung. Endlich enthiilt sie noch eine Beihe symbo- 
lischer üoefßcienteu a,, a^, was an der Natur der Bildung durchaus 
nichts ändert. 

Man gelangt also auf dem angegebenen Wege in der That von 
einer Function TT zu einer Function TT, = dTT, welche eine Dimension 
weniger in jeder der Reihen p, q ... enthält, und in welcher eine 
Reihe von Symbolen von f eingeführt ist. Die Fortsetzung der Opera* 
tion liefert also die symbolische Form von TT, wie es verlangt wurde. 

Die Ausfohrung dieser Darstellung ist bei gegebenen Formen im 
Allgemeinen sehr weitlsuäg. Indessen lehrt das Vorhergehende 
theoretisch diesen ZusamniGnhang vollständig erkennen , und zwar 
ohne dass es nöthig wäre, auf die Theorie der Gleichungen und der 
symmetiiscfaen Functionen ihrer Wurzeln einzugehen, eine Theorie, 
welche auf ebenso verwickelte Rechnungen fflhrt, und ihrem ganzen 
Charakter nach den hier angewandten Betrachtungen und Vorstellungs- 
weisen fremd ist.* 



* Beispiel der Invariante einer quadratischen Fonn: Betrachten wir die 
Function TT = {p7)', welche alle geforderten Eigenschaften besitzt Die erste 
Transformation ist: 

' (?;>) (pj) ' 

SodHnn zweit«ns, indem man nene Sjmbole c, , c, benutzt, und die Fonnel 
§ 15. (IV) anwendet: 

( (gp) {pj) t 

= -4{W)» 

was die cymboliscbe Form ist. 



jaoyGoOt^lc 
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8 21. Die Doppel TerhBltnlfise von vier Elementen. 

Die Grössen — wurden obeu nicht rein geometrisch definirt, son- ■ 

dem als AbstandsTerhültniss des beweglichen Elements von den beiden 
fest angenommenen, multiplicirt mit einer Conatonten. Diese Coustante 
hebt sich auf, uud es entsteht also eine rein geometrisch deünirte 
Grösse, wenn wir zwei solcher Verhältnisse durch einander dividiren. 
Verlegen wir die Gruudelemente, so dass die neuen Grundelemente 

z t 
durch die Werthepaare — , -y in Bezug auf die ursprünglichen Grund- 
elemente deliuirt sind, so ist eine solche rein geometrisch definirte 
Grösse nach § 18. der Quotient zweier Verhältnisse 

d. h. das DoppelverhUltniss 

(££) 

(Jf) (i() (je) ■ 

Diese in § 19. bereits eingeführte Combination hat also eine rein 
geometrische Bedeutung; sie ist der Quotient der Abatandsver- 
hältnisse zweier Elemente x, y gegen zwei andere Ele- 
mente 2, f. ■ 

Diese Grösse hat die Eigenschaft, sich durch lineare Substitution 
nicht mehr zu ändern; sie ist, wie man sich ausdrückt, eine^J^ao^.. 
Inte Invariante, insofern auch keine Potenz der Substitutionsdetermi- 
nante bei linearer Substitution vor dieselbe tritt. 

Aus vier Elementen lässt sich noch auf mannigfache Weise ein 
Do ppelv erhalt aiss bilden. Zunächst musa man sie in zwei Paare thei- 
len, wie oben x, y, e, i in die Paare xij, zt.. Dies kann auf drei ver- 
schiedene Arten geschehen, uud indem man das eine oder das andere 
dieser Paare vorübergehend als das feste betrachtet, in Bezug auf 
welches die Abstandsvcrhilltnisse gebildet werden, erhält man zwei 
verschiedene Möglichkeiten. Endlich kann man bei der Benutzung 
jedes Paares noch mit dem einen oder dem andern dieser Elemente 
beginnen, was abermals zweimal zwei Möglichkeiten liefert. Die Ge- 
sammizahl aUer verschiedenen Arten, das Doppelverhältniss aus vier 
Elementeu zu bilden, ist also gleich 3.2.2,2 = 24, d. h. gleich der 
Anzahl von Permutationen, welche aus den vier Elementen sich her- 
stellen lassen. GoO<^lc 
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Aber die Wertlie der 24 so erhaltenen Doppelverhältniase sind 
nicht sämmtlich verschieden. In der That ändert sich der Ausdruck 

(xt) (yz) 
offenbar nicht bei folgenden Vertauschungen der Elemente: 

1. Wenn man z mit s und zugleich y mit t vertauscht.-' 

2. Wenn man .r mit y und zugleich 2 mit t vertauscht, i 

3. Wenn mau x mit t und zugleich y mit z vertauscht. - 
Man sieht hieraus, dass man eines der vier Elemente, etwa x, 

ganz an seiner Stelle lassen kann; denn jeder Ycrtauschung von x 
mit einem andern Buchstaben kann man eine Vertauschung der übri- 
gen Buchstaben unter sich zuordnen, in Folge deren der ursprüng- 
liche Werth des Doppel Verhältnisses wiederkehrt. 

Die von einander verschiedenen Werthe des Doppel Verhältnisses 
erhält man also, indem man in X die Buchstaben y, z, t permutirt; 
deren giebt es also höchstens seche, und wirklich zeigt sich es, dass 
alle diese sechs Werthe von einander im Allgemeinen verschieden sind. 
Vertauscht man t mit e, so geht X in 
(xi)(yz) ^l 
(xB) (j/i) X 
aber. Vertauscht man dagegen y mit e, und beachtet die Identität, 
(IV) § 15., statt deren man schreiben kann: 

{xy){zt) + (xt](j,ß)=ix;!)(yt), 
ao zeigt sich, dass X in 

_ (xy) {et) ^ {xt){},z)-{xz)(yt) ^ 
(xt)ii,z) {x()(i,z) 

fibergeht. Jedem Werthe X des Doppel Verhältnisses entsprechen also 
zwei andere Werthe -j und 1 — A, daher auch, indem man eine dieser 
Grössen an Stelle von X setzt: 

endlich indem man wieder eine dieser Grössen an Stelle von X setzt, 
der Werth _ . Die sechs zusammengehörigen Werthe eines 
Doppel Verhältnisses sind also, wenn einer derselben X genannt wird: 

i ^ i-i -L inl ±^ 
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Diese Werthe siad im Allgemeinen sämmtlich von einander ver- 
scbieden. Nur iu folgenden Füllen können zwei einander gleich wer- 
den, und demnach besonders ausgezeichnete Werthe erhalten: 

1. X = -j, i. = \. In diesem Falle müssen zwei Elemente den 

anderen beiden gegenüber das nämliche ÄbstandsverhäitniBs haben, 
also zusammenfallen. Die übrigen. Werthe des Doppel verhül tu isses 
sind und ec . ' 

2. X=:-j, A = — 1. In diesem Fülle müssen zwei Elemente den 

anderen beiden gegenüber gleiche aber entgegengesetzte Abstandsver- 
hältnisse haben. Man nennt die vier Elemente dann harmonisch; 
bei ihnen ist eine Zerlegung in zwei Paare (zugeordnete Elemente) 
ausgezeichnet, welche eben das Doppelverhültuiss — l liefert. Die 
anderen Werthe des Doppelvcrhültnissea sind 2 und ^. 

Die Vergleichuiig von A mit*l — A und mit -r — r giebt nichts 

Neues- Dagegen hat man als dritten ausgezeichneten Fall: 

3. ^=f^, odeiil^^^, A*-A + I = 0. In diesem Falle 

ist X eine imaginäre dritte Wurzel aus — 1, und die drei anderen 
Werthe des Doppelverhültuisses sind gleich der conjugirtcn imaginären 
dritten Wurzel aus — 1. Dieser Fall ist von den vorigen charakte- 
ristisch unterschieden, indem dort dreimal zwei, hier zweimal drei 
Doppelverhältnisse gleich werden. Man nennt in diesem Fall die vier 
Elemente äquianharmonisch. 

In allen anderen Fällen sind sämmtliche sechs Werthe des Doppel- 
verhultnisses von einander verschieden. 



8 22. ProJectlTlsche Gebilde. 

Wir können nun mit Hilfe des BegrifTs eines Doppelverhältnisses 
der linearen Substitution eine von der vorigen abweichende geo- 
metrische Deutung geben, welche einerseits mit den Grundlagen der 
synthetischen und analytischen Geometrie zusammenhängt, andererseits 
von der in § 19. gegebenen Definition einer Invariante oder Cova- 
riante ausgeht, dass sie, gleich Null gesetzt, eine Relation zwischen 
Doppelverhültuiss en bedeutet. 

Wenn man durch die Punkte einer Geraden die Strahlen eines 
Strahlbflschels legt, und jeden Strahl dem auf ihm liegenden Funkte 
der G«raden zuordnet, so nennt man Büschel und Punktreihe 
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perapectivisch gelegen, und abgesehen von dieser Lage, nur 
rflcksichtlicb der Zuordnung und der Fähigkeit, bei solcher Zuordnung 
in perspectivische Lage gebracht werden zu können, projectiviech. 
Nach § 17. sind die AbstandsverhÜltnisse entsprechender Elemente 
dabei nur um einen constanten Factor verschieden. Bei Doppelver- 
haltnissen fällt dieser auch noch fort, und man hat also den Satz: 

Doppelverhältnisse entsprechender Elemente 
in einem Büschel und einer Punktreihe, welche pro- 
jectivisch sind, haben denselben Werth. 
Man nennt nun auch zwei Punktreihen projectivisch und 
perspectiviseh gelegen, welche dadurch entstehen, das» zwei ver- 
schiedene Gerade mit demselben Strahlbüschel geschnitten , und 
die anf demselben Strahle liegenden Punkte einander zugeordnet 
werden. Da nun das Doppelverhaltniss von vier Punkten der einen 
Reihe, sowie das der entsprechenden der andern dem Doppel Verhält- 
nisse der durch sie. gehenden Geraden des BOschels gleich sind, so hat 
man den Satz: 

Doppelverhältnisse entsprechend er Punkte zweier 
projectivischen Punktreihen sind einander gleich. 
Ebenso nennt man zwei BUschel projectivisch und per- 
spectiviseh gelegen, wenn ihre zugeordneten Strahlen sich auf 
einer Geraden, also in den einzelnen Punkten einer Punktreibe schnei- 
den. Auch hier ist demnach das Doppelverhältniss von vier Strahlen 
des einen BUschels und das .der entsprechenden vier Strahlen des an- 
dern BQschels gleich dem Doppelverhältnissc de>- zugehörigen vier 
Punkte der Punktreihe. Und demnach hat man endlichauch den Satz: 
Doppelverhältnisse entsprechender Strahlen 
zweier projectivischen BUschel sind einander gleich. 
Man kann aber umgekehrt die gegenseitige Beziehung zweier Ge- 
bilde, seien es Punktreihen, oder Strahlbfischel, oder eines und das 
andere, dadurch defiuiren, dass man als projectivisch zwei 
Gebilde bezeichnet, deren Elemente einander eindeutig 
so zugeordnet sind, dass die Doppelverhältnisse ent- 
sprechender Quadrupel einander gleich sind. Es iat zu zei- ' 
gen, dass diese Defiiiilion überhaupt möglich ist, also auf keine 
Widersprüche führt, und zweitens, dass sie mit der vorigen Uberein- 
. stimmt, und dass also zwei so definirte projectivische Ge- 
bilde stets in perspectivische Lage gebracht werden k5u- 
nen. Hierzu führen die folgenden beiden Hilfssütze: 

1. Sind X, y, z, t, u fünf Elemente eines Gebildes, so 
ist ein Doppelverhältniss zwischen ^, y, t, « gleich dem 
Producte zweier Doppelverhältnisse, deren eines aus x, g, 
g, t, eines aus x, y, z, u gebildet ist. -, , 

i: ,1 I GoOt^lc 
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Es ist nämlich offenbar: 
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2. Sind drei Elemente eines Gebildes und die Art, wie 
sie bei der Bildung eines Ooppelverhältnisses benutzt 
werden sollen, gegeben, so entspricht jedem Werth des : 
Doppelverhiiltnisses nur noch ein Element des Gebildes. 

In der That ist die Gleichung 

(£0 

(^" ' 

wenn darin X und die Elemente x, y, z gegeben sind, eine lineare 

Gleichung zur Bestimmung von - , sie giebt also nur einen Wertb 

dieses Verhältnisses, und demnach nur ein Element des Gebildes. 

Wenden wir diese Sätze jetzt an. In zwei Gebilden, welche 
einander eindeutig zugeordnet werden sollen, mögen 

^y y, 1 

beliebig gewählte entsprechende Elemente bedeuten; wobei noch die 
Art und Weise der Interpretation der Werthepaare in beiden Gebil- 
den beliebig angenommen werden kann. Zwei andere Elemente t, 
T sind dann durch die Gleichheit der Doppelverhältnisse 

einander eindeutig zugeordnet, indem nach Satz 2. jedem Werthe- 
paare -i nur ein Werthepaar -j- entspricht und umgekehrt. 

Aber ordnen wir verniüge der Gleichung (1) jedem Element / 
des einen Gebildes ein Element t des andern durch die Bedingung 
zu, dasB das Doppelverhältniss des einen mit x, y, s dem des andera 
mit \, ij, i gleich sein solle, so ist auch dos Doppelverhältniss von 
irgead vier Elementen des einen Gebildes dem der entsprechenden 
vier Elemente des andern Gebildes gleich. Denn nach Sats I. besteht 
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algebraischer Fonnen. — § 23. 63 

die Gleichheit der Doppelveihältnisse noch, wenn man eines der ur- 
sprünglichen Elementenpaare X, %\ y, I]; z, g durch irgend ein neues, 
der Gleichung (1) genfigendes Elemeutenpaor ersetzt; demnach aach 
weiter, wenn man ein zweites Paar ersetzt u, e. w.; sie besteht also 
auch fSr irgend vier Paare entsprecheuder Elemente. 

Hierdurch ist nachgewiesen, dass ein Widerspruch nicht eintritt, 
wenn man die Forderung stellt, dass die Elemente eines Gebildes 
denen des andern eindeutig so entsprechen sollen, dass die Doppel- 
verhältuisse entsprechender Elemente einander gleich sind. 

Zweitens war zu zeigen, dass diese Definition mit der frühem 
Definition projectivischer Gebilde übereinstimme, dass man also so 
auf einander bezogene Gebilde stets in perspectivische Lage bringen 
könne. 

Um dies nachzuweisen, nehmen wir an, es sei möglich, drei Ele- 
mentenpaare JT, 6; y, ij; e, g der Gebilde in perspectivische Lage zu 
bringen. Alsdann kann man leicht zeigen, dass auch alle anderen 
Paare entsprechender Elemente sich in perapectivischer Lage befinden. 
Denn betrachten wir ein viertes Element r des einen Gebildes; die- 
sem entspricht in dem andern ein Element (, welches der Voraus- 
setzung nach der Gleichung (1) genügt. Zugleich aber gicbt es ein 
bestimmtes, x,y,e enthaltendes Gebilde, welches mit dem S, ^, £, r 
enthaltenden perspectivisch liegt, und in welchem die Paare x,\\y, ij; 
£, 6 der vorausgesetzten Construction nach einander entsprechen. In 
diesem neuen Gebilde mag dem Element r ein Element t' entsprechen; 
dann hat man nach dem Frühern auch die Gleichheit der Doppel- 
verhältnisse 

{x() (Sr) 

( t 

und daher, wenn man (1) vergleic&l, nach Satz 2. -;! = tL , so dass das 

neue Gebilde mit dem eiueu der gegebenen zusammenfüllt. Man hat 
also den Satz; 

Zwei projectivische Gebilde haben perspec- 
tivieche Lage, sobald drei entsprechende Elemen- 
tenpaare sich in perspectivischer Lage befinden. 
Es bleibt also nur noch übrig zu zeigen, wie man jedesmal drei 
Elemeutcupoare in perspectivische Lage bringen kann. Hierbei sind 
drei Fälle zu unterscheiden. 

1. Sind beide Gebilde Punktreihen, so lege man die Geraden so 
auf einander, dass zwei entsprechende Punkte, etwa x, |, auf ein- 
ander fallen. Dann treffen sich die Verbindungslinien y}], e^ in einen 
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Punkte 0, von welchem drei entsprechende Punkte enthaltende Strah- 
len oxi, oyi}, oe% ausgehen. Diese drei Paare liegen also in der 
That perspectivisch. 

2. Sind beide Gebilde StrahlbOschel , so lege man dieselben so, 
dass zwei entsprechende Geraden, etwa x, |, zusanunenfallen. Dann 
schneiden eich y, i] einerseits und e, g andererseits in zwei Punkten, 
deren Verbindungslinie eine Gerade o sei. Auf dieser Geraden treffen 
sich die Elementenpaare x, |; y, rj; e, £, und diese drei Paare haben 
also perapectivische L^e. 

3. Ist eine Punktreihe auf einen StrahlbDschel perspectivisch be- 
zogen, BO muas in der perspectivischen Lage jeder Strahl durch den 
entsprechenden Punkt gehen. Sind nun x, y, z drei Punkte, \, ri, t, 
die entsprechenden Strahlen, so beschreibt man etwa Über der Strecke 
X, ^ als Sehne einen Bogen, welcher den Winkel von | gegen i; als 
Peripherie Winkel enthält, und ebenso Über y, e als Sehne einen Bo- 
gen, welcher den Winkel von i; gegen J als Peripberiewinkel enthält. 
Der Schnittpunkt beider Bogen, o, mit x, y, e verbunden, liefert 
dann Strahlen, welche dieselben Winkel wie £, i], g gegen einander 
bilden, und also nur eine congruente Verschiebung dieser Strahlen 
sind. In dieser Lage sind g, t], t ^u ^^ y> ^ perspectivisch. 



I 88. Zusammenband der ProJectlvIUt mit den linearen 
SubBtitntlon«n. 

Diese geometrischen Beziehungen, welche zunächst nur für reelle 
Elemente sbittfinden , kann man fortbestehen lassen fdr beliebige ima- 
ginäre Elemente, indem man die algebraische Beziehung dabei auf- 
recht erhält. 

Die algebraische Relation zwischen den entsprechenden Elementen- 
paaren projectirischer Gebilde ist durch die Gleichung (1) des vorigen 
Paragraphen ausgedrückt, in welcher /,, t^ einerseits, t^, t^ andererseits 
die Yeränderlichen darstellen. Diese Beziehung ist linear fQr beide 
Arten von Veränderlichen. Ich werde zeigen, dass sie die allgemeinste 
lineare Beziehung ist, und demnach die allgemeine lineare Substitu- 
tion vertritt. Zu diesem Zwecke brauchen wir nur die Formel (1) 
in geeigneter Weise zu specialisiren ; stellt sie dann schon die all- 
gemeinste lineare Substitution dar, so ist dieses mit der Formel (1) 
selbst am so mehr der Fall. 

Nehmen wir an, es entsprechen den Wertben von ^ folgende 

Werthe der r: /-> i 

D.qit.zeaOvCOOt^lC 
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Dies heisst nichts anderes, als dasB ^^=^0, i^j^O, g, = ^ Da- 
durch aber verwandelt die Formel (1) sich in folgende: 

T( (3;e)(yf) 

Diese Formel stellt die allgemeinste lineare Transformation dar, da 
die X, y beliebige Grössen sind (deren Determinante nur nicht verschwin- 

{xe) 
falls noch einen beliebigen CoetBcienten bedeutet. 

Man kann daher jetzt die lineare Substitution als die' 
algebraische Beziehung projectivischer Gebilde auffassen; 
und die Bedingung der I^ojectivität ist in der Tbat, wie man aus 
dem Obigen sieht, mit dem linearen Zusammenhange entsprechender 
Elemente völlig identisch. 

Endlich drückt also eine Invariante oder Covariante, gleich Null 
gesetzt, stets eine projectivisehe Eigenschaft der dabei auftretenden 
Elemente, d. h. eine solche aus, welche, wenn man ein mit dem 
ursprünglich benutzten Gebilde projectivisches construirt, den ent- 
sprechenden Elementen des neuen Gebildes, die algebraisch mit den 
ersten linear zusammenhängen, erhalten bleibt. Andererseits muss 
jede solche projectivisehe Eigenschaft sich durdi eine gleich Null ge- 
setzte Invariante oder Covariant« ausdrScken, da sie für lineare Sub- 
stitutionen ungeändert bleibt. Dud so kann man endlich den Satz 
aussprechen: 

Invarianten und Covarianten, gleich Null ge- 
setzt, liefern ausschliesslich und. vollständig alle 
diejenigen Gleichungen, welche pXojectivische Be- 
ziehungen zwischen Elementen voq Punktreihen, 
bez. Strahlbilscheln darstellen. 



Wenn in § 18. die allgemeinen Formeln der linearen Substitution 
aufgefasst werden konnten als DarBtellung desselben Punktes bez. 
Strahles mit Hilfe verschiedener Grundelemente, so lä&st uns das Vor- 
hergehende eine gewissermassen entgegengesetzte Interpretation jener 

Cl.bleh, Theorie dor blnllrm »li.bt. Formtu. Ö^it^O^IC 
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Formeln aufstellen, iß welcher, bezogen auf dieselben Grundelemente, 

I X 

~ und -5 zwei Terscbiedeue, einander entsprechende Elemente des 

betrachteten Gebildes bedeuten. Zu dieser Vorstellung gelangen wir, 
■wenn wir zwei gleichartige Gebilde, also zwei Punktreihen oder 
zwei Strahlbüschel, welche projectivisch auf einuider bezogen sind 
und welche wir frOher immer als getrennte Gebilde au^assten, jetzt 
gewissemasaen vereinigen, d. h. die beiden Punktreihen uns auf der- 
selben Linie, bez. die beiden Strahlbfischel mit gemeinsamem Scheitel 
Torstellen. In einem aolchen Gebilde hat dann jedes Element eine dop- 
pelte Bedeutung, indem es als dem einen oder als dem andern der ver- 
einigt liegenden Gebilde zugehörig aufgefasst werden kann. Bezeichnen ' 
wir ein Element, sofern es dem einen Gebilde zugezählt wird, durch 
iCj, x^, sofern es dem andern angehört, durch |,, |,. Ein Element 
1,^ ist einem anderen Element x^x^ zugeordnet vermöge einer 
linearen Substitution, d. h. vermöge einer Formel, welche linear ftlr* 
die I und linear für die x ist, vermöge einer Formel also, welche 
durch die Gleichung , 

dargestellt wird. Als Substitution muss diese Gleichung noch der 
Bedingung genügen, dass, wenn man etwa die % linearen Functionen 
der X dieser Gleichung gemäss gleich oder proportional setzt, die De- 
terminante 



der linearen Functionen nich t verschwindet. Dies Irätte auch aus 
folgender Erwägung keinen Sinn. Es wQrde nämlich, wenn r = 
wäre, möglich sein, solche Zahlen a^a^ß^ß^ zu bestimmen, dass 

wäre, Gleichungen, von denen wegen »- = die letzte eine Folge 
der drei ersten ist, während die ersten an und für sich noch keine 
Bedingung zwischen den a nach sich ziehen, sondern durch pas- 
sende Wahl der a, ß immer erftlllt werden können. Die Gleichung 
f==0 aber würde dann in 

{a,x, + tt^x;){ß,^^ + ß,^^) = 

Obergehen, d. h. sie wlirde keinen Zusammenhang zwischen den x 
und den ^ mehr aussagen. 

In der Gleichung 1) hat man einen jener Fälle vor sich, deren 
in § 14. Erwähnung geschah, wo nämlich schon die ursprüngliche 
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Form mehrere Reihen von Veränderlichen, jede in homogener Weise, 
enthalt. 

Die zunüchat liegende Aufgabe besteht fOr die gegenwärtige Un- 
tersuchung darin, diejenigen Elementenpaare %, x aa&usnchen, welche 
sich zu einem Elemente vereinigen, und in welchen also ein Element, 
als einem der vereinigten Gebilde angehörig, sich selbst, als dem 
andern angefaörig, entspricht. Man nennt diese Elemente Doppel- 
punkte, bez. Doppelstrahlen der vereinigt gelegenen projectivi- 
sehen Keihen, bez. BOscHel. 

Man findet diese Doppelelemente, indem man diejenigen, Werthe 

X I 

-! sucht, welche den entsprechenden ^ gleich sind, also indem man 

in f= g, und ^ mit x, und x^ proportional setzt. Es entsteht dann 
eine quadratische Gleichung 

(2) ip = a,iXi* + (a„ 4- a„) x^Xt + a„ V = ^^i 

es giebt also im Allgemeinen bei zwei vereinigten Gebilden zwei 
Doppelelemente, welche gefunden- werden, indem man die qua- 
dratische Gleichung ip — auflöst. 

Die Function ip ist eine Bildung, wie sie in den Betrachtungen 
des § 7. durch Dif) bezeichnet wurde: 

Hit Hilfe derselben nimmt nach § 7. (6) f die Gestalt an: 



=i(s.f?+s.|ä+*w. 



(4) i-^MLjm 

eine Invariante von f sein muss, da alle anderen Theile der Gleichung 
(3f die In Varianten ei gen Schaft besitzen (vergl. § 14. am End<;). 

Nach § 4, sind die Oovariaiiten und Invarianten von f mit denen 
der quadratischen Function q> identisch, nur dasa die Invariante k noch 
dazutritt. Die weiterhin auseinanderzusetzende Theorie der quadrap 
tischen Formen wird lehren, dass sie nur eine Invariante besitzen, 
welche schon in § 2. in den Beispielen entwickelt ist und welche 
hier den Ausdruck hat: 



(5) !-«„«„- (''-4^«)- 



Denken wir uns nun q> in seine beiden linearen Factoren zerlegt. 
Es sind dabei drei Fälle zu unterscheiden. / ~ ■ 

5. Google 
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1. Die beideu linearen Factoren Ton <p sind Terschieden ; es giebt 
"also wirklich zwei Doppelelemente der vereinigten Gebilde, mSgeu sie 
nun reell oder imiiiginär sein. Setzt man in diesem Falle 

so findet man durch Vergleichung der Coefficienten : 



PiSt = 
Hierzu tritt noch die Gleichung, welche man ans diesen bildet: 






und man kann also die vier Gleichnngen ansetzen: 

Pi9i = ^^^-2^* +V-i Pt1i = '*n> 

aus denen man, wenn etwa einer der Coefficientun p, q beliebig an- 
genommen wird, die Übrigen sofort berechnet. 
Da fp^Px^xt so hat man 

li U^ + 5o ^ =P^ ?f + PI 3,; 
ferner 

p^ 9e -Pi 9x = (p q) {x%) = 2 (xl) /^i , 

und es nimmt daher /'die Form an: 

Fuhrt man also die Doppelelemente j) = 0, gssO als neue Grund- 
( demente ein mit Hilfe der linearen Substitution: 

so dass dann zugleich auch 

S,=Pi 

so hat man die trooefonnirte Form von /: 

1,1 ,1 Gooi^le 
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Auf diese Form kann man also, indem man die Doppel- 
elemente als Grundetemente einfOhrt, die Fanetion f 
immer bringen, sobald die beiden linearen Factoren von 
9 verschieden sind. 

Die Form (6) gestattet es nun in sehr einfacher Weise zn jedem 
gegebenen Elemente, als dem einen Gebilde angehörig, das ent- 
sprechende des andern so finden. Betrachtet man ein Element, t^r 
weiches 

(7) 1 = ., 

80 hat man aus f=xO ftlr das entsprechende Element den Ausdruck 



(8) 



Bemerken wir nun, dass nach § 21, der Ausdruck 



das Doppelverhöltuiss zwischen den beiden Doppelelementen einerseits 
nnd zwei entsprechenden Elementen andererseits ist, so können wir 
den Satz aussprechen: 

D,as Doppelverhältniss zwischen den Doppel- 
elementen und zwei entsprechenden Elementen der 
beiden Gebilde ist eine Constante, und zwar drQckt 
sich dieselbe durch die Invarianten k, l in der 
Form aus 

Man kann nun aus zwei vereinigten projectivischen Grebilden eine 
im Allgemeinen unendlich grosse Reihe weiterer mit ihnen vereinigter 
und projectivischer Gebilde durch die folgende Bemerkung ableiten. 

Zu einem Elemente 

der einen Reihe geh&rt ein Element 

S, k-y-l „„„„„Google 
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d«r andern. Aber dieses letztere ist wieder ein Element des ersten 
Gebildes, und wird ala solches durch die Formel 

x,- -k^y—i' 

darzustellen sein. Demselben gehört ein Element des zweiten zu, 
welches durch die Formel gegeben ist; 

s, '■■\i,-y-i) ' 

und man kann dieses Element auch wieder als dem Elemente 

zugeordnet auffassen. Bezeichnet man die ursprungliche Art der 
Zuordnung als erste, die neue ala zweit« Zuordnung, so erhält man 
durch Fortsetzung des Processes eine 3*' , 4'" . . , «*• Zuordnung; und 
das erste Gebilde ist mit dem entsprechenden Gebilde der n*" Zu- 
ordnung durch die Gleichungen rerbunden; 

Si -Kh-y-i)' 

Auch die hierdurch gegebenen Gebilde sind ptojectivisch ; sie 
besitzen dieselben Doppeletemente wie die ursprfinglicbeQ, und sind 
dadurch charakterisirt, dass das Ooppelverhältniss zwischen den Doppel- 
elementen imd irgend zwei entsprechenden durch die Grösse 

\k-y-l) 
gegeben ist. 

Man kann aber auch rückwärts die Frage stellen, welches Element 
des ersten Gebildes auf ein Element des zweiten führt, welches mit 
einem gegebenen Element des ersten Gebildes 

zusammenfallt. Bezeichnet man dieses Element als dem zweiten Ge- 
bilde angehörig durch 

BO ist es aus dem Gebilde der ersten Keiliö 



di.GoOi^le 
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entaprungeii. Bezeichnen wir dieses wieder als Element des zweiten 
Gebildes 

BO iet dasselbe einem Elemente des ersten Gebildes 

X, ^{t + f—i) 

zugeordnet u. s. w. Eb entsteht hier eine weitere Reihe projectivischer, 
mit den vorigen Tereinigt liegender Gebilde, welche als Gebilde der 
( — l)'"", (—2)'™ etc. Zuordnung aufgefasst und durch die Formeln 

s, \k-y-iJ 

repräeentirt werden können. Um die Beibe zu vervollständigen, kann 
man als Zuordnung O^'Ordnnng den Fall autTassen, in welchem jedes 
Element sich selbst entspricht. Die Gesammtheit aller dieser 
projectiviscben Gebilde mit gemeinsamen Doppelelemen- 
ten ist also durch die Formeln (9) dargestellt, wenn man in 
denselben der Zahl n alle Werthe von — co bis +<x> zutheilt. 

Im Ällf^emeinen sind diese Gebilde, wiewohl unendlich an Zahl, 
doch sämmtlicb verschieden. Aber es kann unendlich oft der Fall 
eintret«n, dass die ganze Reihe der Gebilde in eine unendlich grosse 
Anzahl identischer Cyclen zertallt, deren jeder auä einer endlichen 
Zahl von Gebilden besteht. Dies tritt immer und nur dann ein, wenn der 
Werth der charakteristischen Constante eines der Gebilde gleich 1 wird. 

Ist z. B. 

\k-/-iJ ' 

so geht die »*• Zuordnung in die nullte Ober, das System der pro- 
jectiviscben Gebilde umfasst deren nur n, und die ferneren Zuord- 
nungen geben nur die Wiederholung irUherer. 

Man gelangt also zu einer InvariantenbeziehuDg, sobald man 
die Forderung stellt, dass der Kreis der Gebilde mit n derselben 
geschlossen sein soll. Ist c eine n** Wurzel der Einheit, so bat 
man in diesem Falle 



='-(sy- 



di.Gooi^le 
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Der Fall ^ = 1 ist auBzuschliessea, denn er würde auf (=0 filVi- 
reo, was hier überhaupt ausgeschlossen lEt, da bei I = die Gleichung 
^ = zwei gleiche lineare Factoren haben wUrde. Ferner geben £ 

uud — nichts wesentlich Terschiedenes , mimlich eine Vertauschung 

von y'— l mit — j/ — l, was nur eiue Vertauachung der beiden ursprüng- 
lichen Gebilde bezeichnet. Man hat also bei ungeradem » nur auf 

— g— Werthe von t KUchsicht zu nehmen. Aber auch von diesen 

sind eigentlich nur diejenigen Fälle zu berflcksichtigen , in denen es 
nicht eine Potenz m von £ giebt, welche niederer als die n^ ist, und fßr 
■welche t" schon gleich I. Denn in solchen Fällen besteht der Cyclua 
der Gebilde nicht aus h, sondern nur aus m verschiedenen Gebilden, 
wo dann m ein Factor von n ist. 

Aus demselben Grunde ist bei geradem » der Fall e = — 1 aus- 
zulassen, sobald n>2; man behält also — ^^ — Werthe von e Übrig, 

unter denen wieder diejenigen auszuschliessen sind, für welche schon 
eine niedrigere Potenz von c als die n** gleich 1 ist. 

Der einfachste Fall ist derjeilige, in welchem nt=2, und also 
schon die zweite Zuordnung auf das erste ursprüngliche Gebilde zurück- 
führt. In diesem Falle entsprechen immer zwei Elemente 
einander wechselseitig, so dass es gleichgiltig wird, welches 
man dem einen, welches man dem anderen Gebilde zuzählt. Diesen 
Fall bezeichnet man als den Fall der Involution. Da e'=l, aber 
€^l ausgeschlossen ist, so muss £ =^ — I sein , d. h. das cbarakte- 
' risti&che Doppelverhältniss geht in das harmonische über. Die In- 
volution ist also derjenige Fall, in welchem je zwei zu- 
sammengehörige Elemente mit den Doppelelementen ein 
harmonisches System bilden. 

Die Invariantenbediagung für die Involution ist 
k = 0, 
oder 

Bei der Involution ist also die gegebene Form f die Polare einer 
\ quadratischen Form. 
"""^ 2. Wir kommen jetzt zu dem Falle 1^0, wo die quadratische 
Gleichung ^=^0 zwei gleiche Factoren hat, also 



Pi Pi = - ;> . P/ = «M • 
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Die Doppeleleniente fallen hier in ein einziges Doppelelement 
zusamineii. Deswegen bestimmen sich hier nicht mehr zwei natnr- 
gemäss bevorzugte Grundelemente ; wir nehmen zum Zweck einer ver- 
eiufachenden linearen Substitution die Formeln an 

s; = ffi ii + 2, x^ S, = g, £, + g, 6i , 

wo die q beliebige Grössen sind; es wird dadurch der Ort der ver- 
einigten Doppelelementc als das eine Grundelement eingeführt, wäh- 
rend das andere beliebig bleibt. Man hat sonach 

und f nimmt die Gentalt an: 

Yon einer charakteristischen Conatante ist hier nicht mehr die 

k 

ipq) 

Werth annehmen, vorausgesetzt, daas k nicht verschwindet. Aber 
zu dieser Voraussetzung sind wir berecbtigt; denn bei k = würde 
sich hier f in zwei Factoren auflösen, was von vornherein aus- 
geschlossen werden musate. Wir können also immer 

annehmeD, so dass man erhält: 

/=X,S, + (X,3,-X,S,). 
Einem Elemente 

X, ' 
entspricht also das Element 

^=A!-1 

S, 
Man kann hier ebenso, wie oben, Zuordnungen positiver und 
negativer Ordnungen bilden. Aber man sieht sogleich, dass dieselben 
aus den vorstehenden Formeln hervorgehen, indem man statt 1— 1 in 
der zweiten Formel irgend ein Glied der Beihe 

...X + 2, A+1, i, A-1, 1-2,... 

einführt. So erhält man eine unendliche Zahl projectiviscber vereinigter 
Gebilde, welche sich niemals auf eine endliche, periodisch ~!"J-p:_ 
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kehrende Zahl reduciren könnea. Alle haben die zusanimenfallenden 
Doppelelemente gemeinsam. 

3. Endlich kann tp Qberhaüpt identiBch verschwinden. In diesem 
Falle reducirt sich / auf 

d. h. die beiden gegebenen Gebilde fallen Element f&r Element zu- 
sammen. 



I 2K. Andere Darstellan; rereinl^r proJectMBcher Sebilde. 

Ein anderer Ausgangspunkt fOr die Behandlung der projec- 
tivischen Gebilde wird durch die Gleichungen (7), (8) des vorigen 
Paragraphen gegeben. Diese Gleichungen kann man als besondere 
Fälle der beiden Gleichungen 

^' «^ + Aft = Ü, 

ansehen, die, wenn l einen veränderlichen Parameter darstellt, Elemente- 
reihea bedeuten, und bei welchen Elemente x, | einander zugeordnet 
sind, sobald in den beiden Gleichungen (1) A denselben Werth hat. 
Man kann die Gleichungen (1) leicht auf das im Vorigen beban- 
delte Problem zurQckführen , indem man nur i. aus ihnen eliminirt. 
Man erhält dann zwischen x, | die Beziehung 

welche von der Form der Gleichung § 24. (1) ist. An Stelle der 
Function ^ tritt der Ausdruck 

und die Invariante h wird 

i = i[(«ft-CS«)]i 
ihr Verschwinden ist die Bedingung der Involution. Bei directer 
Behandlung der Gleichungen (J) wQrde man zunächst die Doppel- 
elemente bestimmen, indem man die | den x gleich setzte; die Eli- 
mination derselben aus (1) gieht dann zur Bestimmung der Doppel- 
elemente die in l quadratische Gleidiung: 

n_|Ot + **> % + ^^| 

= (««) + A)Ca/S) + (&a)t + A»{6^). 

Nehmen wir an, die beiden Wurzeln derselben seien verschieden, 
und bezeichnen wir sie durch ^, v. ^ 

liq,t7ed;yG00<:^IC 
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Setzen wir dann: ^-^^ . "._ 

80 muse man aacli identisch > 

„> «i + cCt»«« . t S( 

haben, wo e, <f Constante sind. Drtlckt man mittelst dieser 
Gleichungen o,, 6,, aj, (3{ durch px, ?», pj, 2i »us» so hat man die 
projectirischen Gebilde auf die Doppelelemente bezogen , welche durch 
jjj = 0, 2« = gegeben sind. 
Aus (2), (3) findet sieh 

_ir-p. 



v-ii - v-(i 








und indem man dies in die Gleichungen (I) einführt, 


hat 


^' v — 1.^' 








oder, wenn man den neuen Parameter 




-:-^j 




einfährt: 




JJt — p 5* = 





Gleichungen, welche von den Gleichungen g 24. (7), (8) nur noch 
durch die Bezeichnung verscliieden sind. 

Die Darstellung eines Gebildes in der Form 
(5) a^+A6, = 

kann auch dadurch mit dem Vorigen in Verbindung gebracht werden, 
dass man an Stelle von X einen Quotienten -^ setzt; die Gleichung 

verbindet dann jeden Punkt x mit einem entsprechenden %, und die 
dadurch entstehenden Gebilde sind projectivisch. Ich bemerke dies 
hier, weil daraus sofort erhellt, wie man das Doppelverhältniss von 
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Tier Elementen eines in der Form (6) gegebenen Gebildes auszudracken 
hat. Man hat nämlich nur das Doppel verhiiltnias ans den | und den 
bei den drei anderen Elementen auftretenden Grössen tj, 5, r zu 
bilden, also den Aufdruck: 







(,JT) 






Aber 


diesem 


Ausdruck kaun man 

1, t. 


die Form 


geben : 



1i T, 

Sind also i, (i, v, (f die vier Werthe des Parameters, welche in 
der Darstellung (4) den betrachteten vier Elementen entsprechen, 
Bo ist auch 

f^A, 51 = ^, 1^ = ,,, h=,, 

und der Ausdruck fttr das Doppelverhältntes , in Werthen des Para- 
metere ausgedrückt, ist also: r • 

>.-9 ■'. 



(6) 



ft-^ 



ein Ausdruck , Ton welchem in der Folge gelegentlich Gebrauch ge- 
macht werden soll. 

In den Gleichungen (4) sind q und p . — die Parameter, 

welche zu zwei «ntsprechenden Elementen der vereinigten Reihen 
gehören; den Doppelelementen entsprechen die Parameter und <k. 
Bilden wir aus diesen vier Grössen das Doppel verhültniss (6), so 
erhalten wir 

i-o 



I -0 
I-«o 
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als die charakteristische Constant» der Beziehung. Sollen die Gebilde 
eine Involution austnacheii, so mnss — = — 1 sein: die InTolution wird 
also durch die Gleichungen 

gegeben; oder je zvei Elementepoare der Involution sind durch die 
quadratische Gleichung 

dargratellt. K''"'"^ 
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ReBultanten und Discriminanten. 

I 26. Besnltuit«!! und DiMrinlnanteii. 

Ein sehr allgemeines Beispiel von InTOriantfln liefern die Resul- 
tanten und DiscrimiDaateD. 

Die Resultante zweier Formen f und ip ist diejenige ganze 
Function ihrer Coefficienten , welche verschwinden muss, damit die 
Gleichungen /'=0, 91 = eine gemeinsame Wurzel haben; oder geo- 
metrisch, damit ein Punkt der zu f gehörigen Punktgruppe mit einem 
der zu ip gehörigen zusammenfalle. Man bildet diese Bedingung be- 
kanntlich auf folgende Weise (vergl. Baltzer, Determ. 2. Aufl. 
§ 11.): Wenn fron der Ordnung m, ip von der Ordnung n ist, so 
bildet man auf /"=(*, ip = die m + n Gleichungen: 

9).a;,"-' = 0, 9. «1 "^'2:^ = 0, Ip .Xi'"-^Xg' = 0,...q>.x^''—^ = Oi 
in ihnen betrachtet man die m + n Grössen 

ab Unbekannte linearer Gleichungen, und eliminirt dieselben, indem 
man die Determinante de¥ Gleichungen (1) verschwinden lässt. Diese 
Determinante also ist die Resultante der Gleichungen f=0, ip = 
oder der Formen / und ^^ man kann dieselbe, ohne ihre Bedeutung 
zu modificiren, höchstens noch um einen numerischen Factor ändern. 
Die soeben entwickelte (Sjlvester'sche) Methode lehrt sofort, 
dass die Resultante vom ti"° Grade in den Goefficieilten der Form m*" 
Ordnung /", vom m**" Grade in den Coefiicienten der Form «*•' Ord- 
nung ip ist. Aber übrigens entspricht die gefundene Form der Resul- 
tante keineswegs den Forderungen, welche die Invariantentheorie zu 
stellen hat. Diese fordert eine möglichst grosse Leichtigkeit, eine In- 
variante als solche zu erkennen, sei es nun durch eine symbolische 
Darstellung oder auf andere Weise; und das einfachst« Mittel, welches 
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man besitzt, um diese Leichtigkeit zu erhöhen, besteht darin, dasa 
man eine solche relativ complicirte Bildung, wie die angegebene, nicht 
an und fHr sich, bereits fertig, betrachtet, sondern dass man sie aus 
niederen Bildungen allmülig entstehen lässt, wobei dann die Einfahmng 
von Symbolen niederer Covarianten das Endresultat in einfacher und 
Bbersichtlicher Form erscheinen lässt. 

FBr den Fall, wo beide Formen Ton gleich hohem Grade sind, 
besitzt man in der von Cayley gegebenen Form der Bezout'echen 
Eliminstionsmetbode {a,a. 0. p. 108) ein Verfahren, welches dem Ton 
der luTariantentheorie gesteckten Ziele schon um vieles näher kommt. 
Man bemerkt bei diesem Verfahren , dass der Ausdruck 









a;, 


<i,-y, 


*a 




oder kurzer 














(2) 


F(x 


9)- 


,m 


■ v(ii)-f(a) 


vW^ 



welcher die Division verstattet, immer verschwindet, sobald f{x) und 
Ip {x) versehwinden, welches auch die Werthe der y seien. Ordnet 
man daher den obigen, für die x und die y symmetrischen Ausdruck 
nach den y und x: 

(^^ ^ ^CitXi'x^' *-'t/i*ys"~*~' (Cit — Cti), 

so müssen die Ausdrücke, welche die CoefEcienten der einzelnen Po- 
tenzen der y bilden, einzeln verschwinden; sobald also f{x)=0 und 
ip(x) = 0, hat man die n Gleichungen 



2:,ci, ,_i a:,' a;/-i-' =0, 

lind daher, indem man die n Grössen 

a;,""' , ^i""'»;,, Xy'-^x^, . . . x^'-' 

aus diesen n Gleichungen wie lineare Unbekannte eliminirt: 

(4) 2:+ c«o Cji Cn . . . c„_ I = 0. 

Die Resultante ist also hier die symmetrische Determinante von nur 
n + 1 Reihen, welche auf der Unken Seite steht. 

Dass die Form (3) der fon der Invariantentheorie geforderten Ge- 
stalt der Resultante näher kommt als die nach der erst augeftthrter ^ 
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Regel gebildete, liegt nicht sowohl in der Terminderten Anzahl von 
Reihen, welche die Determinante enthält, als in dem Umstände, dose 
man sich einer intermediiiren Bildung F bedient, um aus ihr sodann 
die Resultante zu bilden. Die Form' F ist eine Covariante mit zwei 
Reihen von Veränderlichen; setzt man symbolisch 

/■=o,% 9 = "*", 
so ist 






I — «I «V 



+ Oi"-' ßj'-*. «1*0^*... +«,""' aj" 't, 
oder, wenn man bemerkt, dass 

a* ff, - a* «,= (««) (3: y) 
ist UQtl die Dirision ausfahrt: 

(5) F {X, y) =. (oa) | o,—' «,"" ' + «'""' «»""" ■ "- "•> 

An diese Form knüpfen sich eiuige Sätze, welche oft von Wich- 
tigkeit werden. Die Function F {x, jf) verschwindet immer, sobald 
f(x) nnd fp (x) verschwinden, also fUr beliebige Werthe der y. Setzt 
man nun y^ = x,, y^^x^, so erhalt man 

F {X, x) = = n . (aa) a,'-' «,"- ' . 

Aber der Ausdruck rechts ist bis auf einen numerischen Factor 
die Functionaldeterminante von / und 9; diese verschwindet daher 
immer für dasselbe Werthsystem, für welches f und ip verschwinden. 
Aber noch mehr: Differenzirt man die Gleichung (5) zuerst nach einem 
der y und setzt daun y,=^x^, ^2 = ^2, so muss man auch noch Null 
erhalten. Nun ergiebt sich dann aber: 

(d.F{x,y)\ n.n-l. ,„-„,, , , 

es steht rechts der DifTerentialquotient der Functionaldeterminante 
nach Xi, multiplicirt mit einer numerischen Constante Daher hat man 
den Satz (vergl. Salmon, Lessons, S** ed., p. 69.): 

Verschwinden für ein Werthsystem x^, x^ zwei 
Formen /", tp von gleicher Ordnung, so verschwin- 
det für dasselbe auch die Functionaldeterminante 
von f und 91 nebst ihren «rsten Differeutialquo- 
tienten. 

D.qit.zeaOvGoOt^lc 



•anA DiBcriminanten. — § 26. 81 

Man kann diesen Satz aach aus der Entwickelung ableiten, welche 
die Function F{x,y) nach der Formel (6) des § 7. annimmt. Nach 
dieser hat man, «wenn der KOrze wegen 

gesetzt wird: 

F{x,y)^n. tf-,"-' %"-* + M. (xy)'. 
Sind z^, z^ nun ganz beliebige Grössen, und unterwirft man die 
Function F dem Prozesse 



und setzt sodann ^1 = ^1, yt = ^i! ^o ergiebt sich 

ein Ausdruck, der, da F für jeden Werth der y verschwindet, fBr 
alle Werthe der e gleich Null sein musa. Dies aber ist wieder der 
obige Satz, 

Der erste Theil dieses Satzes, dass nümlicb die Functionaldeter- 
minante selbst verschwindet, gilt auch noch, wenn die Ordnungen 
von /"und 9) verschieden sind. In diesem Falle wird, abgesehen von 
einem numerischen Factor, die Functionaldeterminante : 

I> = (a«)ai'"-'«,"-'; 

daher, wenn u,, % beliebige Grössen sind, also u, als von Null ver- 
schieden angenommen werden kann: 

= tp . {au) ax"- ' - f- (dtt) a,"-' . 
Mit (p und / verschwindet also D, und man hat den Satz: 

Wenn fQr ein bestimmtes Werthepaar x^, XgZwei 

Formen verschwinden, so verschwindet für dasselbe 

auch ihre Functionaldeterminante. 

Auch diesen Satz kann man daraus ableiten, dass ähnlich wie in 

dem Falle, wo m = n, eine gewisse Covariante mit zwei Reihen fttr 

alle Werthe der Veränderlichen der einen Reihe verschwindet. Man 

knUpft dies an die Ausdelmung der abgekürzten Methode der Besul- 

tantenbildung auf den Fall, in welchem die Ordnungen ungleich sind. 

So wie für »« = « die Form 

— «j" o," 



betrachtet wurde, so kann man hier, wenn m > n, die 
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emfiihren,* welche, sobald das Werthepaar a;,, a^ den GleieLungeo 
/ = 0, qo.= zugleich genügt, für alle Werthe der y verschwinden 
moss. Ist, analog wie oben: 

^"'^ ^ «i.V«,"-"»,'!/,-'-', 

80 zerfiiUt die Gleichung ^^=0 in die folgenden n Gleichungen , welche 
die X zur (»i — 1)"° Dimension enthalten: 

ZiCnx'x^'—*-^ =0 



(6) 
Dieses sind n Gleichungen mit den m linear auftretenden Grossen 

(7) ^i"'~'r iCi"~'*iJ «1 ■■"'«»', ..., 3^"~'. 
Fügt man den Gleichungen (6) die m — n Gleichungen 

(8) 3;,'"-"-'y = 0, a;,"-"-*a^9=.0, ...a^"-"-' (p = 

hinzu, so kann man die Grössen (7) aus (6), (8) wie lineare Unbekannte 
eliminiren, und erhält die Resultante von f=0, 9^ = als Determi- 
nante von m Reiben, also in einer der früher gegebenen gegenüber 
rerküizten Form. 

Entwickelt man F nach Potenzen von {xy) nach der Formel (6) 
des § 7., und bezeichnet darch ^ wieder die Form 
^ = ^,-"+—i = (oa)a,"-' «,»-', 
so erhält man: 

F= n . ^J"-^ V,"~' + i'^ij) ■ M. 

Da diesmal F nicht mehr symmetrisch fUr die y und für die x 
ist, so fällt das mit der ersten Potenz von (xy) mnitiplicirte Glied 
nicht mehr aus, und man erhält daher nur, indem man berücksichtigt, 
dass F für alle Werthe der y, also auch für y~x verschwinden muss: 

was der oben angegebene Satz ist. — 

Der Fall der Elimination aus zwei Gleichungen gleich hoher Ord- 
nung tritt bei der Discriminante ein. Die Discriminante ist die- 
jenige ganze Function der Coefficienten einer Form f, welche ver- 
schwindet, sobald unter den linearen Factoren von f zwei einander 
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gleich werden, oder geometrisch, sobald zwei Elemente der zu / geli5' 
rigen Gruppe zusammenfallen. Wenn aber einer der in f auftretenden 
linearen Factoren doppelt vorkommt, so ist dieser noch Factor der 
ersten DiSerentialquotienten von f\ mit ihm verschwinden also auch 
diese, uud man orhült die Bedingung f^r das Auftreten eines Doppel- 
factors in f, indem man aus den Gleichungen 

die X eliminirt (vergl. Baltzer, Determ. 2. Aufl. p, 116.]. Es sind zwei 
Gleichungen (« — 1)**' Ordnung, welche man vor sich hat; die linke 
Seite der EliminatioQsgleichung, die Discriminante, ist also vom 
(b— 1)"" Grade in den Coefficienten der ersten, von ebenso hohem in 
den Coefficienten der zweiten Gleichung (9), daher im Ganzen vom 
Grade 2(m— 1) in den Coefficienten von f. 

Will man fSr diesen Fall, der Cayley'schen Methode ent- 
sprechend, die Function F bilden, so muss man an Stelle der 
Functionen f, tp des Vorigen die Formen 

-i-|£=«,.«,- 

n tx^ * 
setzen, wo symbolisch 

Es ist also dann 

Aber die Symbole o, h haben hier völlig dieselbe Bedeutung; man 
kann also a mit b vertauschen und endlich fDr F die halbe Summe 
des ersten und zweiten Ausdrucks setzen. Dann erhält man 

was eine Covariante von f mit zwei Beihen von Veränderlichen ist. 

Wie man aus der Function F zu symbolischen, freilich compli- 
cirten Darstellungen der Resultante und Discriminante gelangen könne, 
habe ich im 59. Bande von Borchardt's Journal dargelegt; eine 
Reibe weiterer Uutersuchungen Über die Fr^e, so wie eine grosse 
Zahl von Bildungen in definitiver Form gab Hr. Gordan im 3. Band 
der math. Annalen. Ich werde mich hier begnügen, von einigen 
besonderen Fällen zu sprechen, in denen es gelingt, dem Resultate 
der Elimination eine übersichtliche Gestalt zu geben. 
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i 27. Bildnng der KesnlUnte für den Fall, wo eine der gegebenen 
Formen von der aireiten Ordnang ist. 

Wenn von zwei Formen die eine von der ersten Ordnung ist, so 
ist es sehr leicht, die Eliminationagleicbuiig zu bilden. Denn aus der 
linearen Gleichung 

q> = tt^x^-^^ a^x^ = 
folgt sofort 

x^ : a;^ = ttj : — a, , 
und indem man dies in die symbolische Form von f: 

einsetzt, erhält man für die Resultante die Form 

Aber auch noch, wenn eine der Gleichungen von der zweiten 
Ordnung ist, kann man die Form der Resultante ganz allgemein 
bilden.' 

Sei nämlich, in lineare Factoren zerlegt: 

Dann sagt die Resultante von (p und /*, dass entweder f und p oder 
f und q gleichzeitig verschwinden. Die Resultante von f und <p ist 
also das Prodnct der Resultante von f und p mit der Resultante von 
f und q. Nun ist nach dem Vorigen die eine Resultante in symbo- 
lischer Form {ap)", die andere, indem man. nur ein anderes Symbol 
einführt, {bq)'. Daher wird 

It = {ap)''.{bqr -(aS)-.(M- 

= 4 !(«;>)'' ■(ft9)- + («<7}'. (MM. 

Eä kommt nun darauf an, in diesem Ausdruck an Stelle der 
linearen Factoren von ip symbolische Coefficienten einzuführen. Man 
erreicht dieses am zweckmassigsten auf folgende Art. Setzt man der 
Kürze wegen 

{ap)(bq) = fL, iaq){bp) = v, 
so ist 

Ist n gerade, so ist, wie gezeigt werden soll, dieser Ausdruck 
als ganze Function von (f^ und a darstellbar, wo 



* Vergl. die Abhandlung des Verfaesen: „Ueber eioe Ckme von Elimino- 
tionBproblemen", Borchardt'a Jonmal Bd. 6S. 
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0=11 V. 

Ist n ungerade, so muss man zuvor einen Factor (t + v abson- 
dern, um alles Uebrige durch p^ und a ausdrucken zu können. Dass 
man gerade g^ und o eiufQhrt, motivirt sich durch die eiufacbe Korm, 
welche diese Ausdrücke bei Anwendung der symbolischen CoefGcien- 
ten von ip annehmen. Ist nümlicli symbolisch 

ip ^p^ q^ = a^ = ßx* etc. , ^ 
so hat man die symbolischen Gleichungen 

l'i«i = V. f 1 2s +i'. ?i = 2 c(, Kj, p,«j = V etc., 
und daher 

ii + v = {,ap){hq) + {aq){bp) = 2{aa){ha) 
i,.v = is=^{ap){aq).{bp){bq) = {aaf{hßf 
(p, -vY = ff*=\ {ap) (bq) - {a q) {bp) j* = (a 6)« (pg)' 
= (a bY 1 (Pi j, + p, q,y -ipiqi.PiQsl 
= 2 (« fc)M (2 a, a, . ^. ^. -«,»/).'-«,» A« I 

vo D die Invariante von (p ist (vergl. § 2.). 

Ich werde nun zunächst zeieen, wie R, bez. — ; — sich durch 
(ji ~ v)> und (iv ausdruckt, und sodann, wie mit HOlfe der Gleichungen 
(i + v =2{aic)(ba) 
(2) a= iiv =(aayibßf 

(f»-^^f,-vy = ~2(abyD 

B durch Invarianten von Obersichtlicher Enfstehungsart darge- 
stellt wird. 

Bezeichnen wir durch St den Ausdruck 
St = fi'+(-l)—*v*, 
so dass 



Es bestehen dann, wie man ohne Weiteres sieht, die folgenden 
Gleichungen : 

S, =(ll-v)S^ +ftvSo. 
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Was S, und So angeht, so werden diese verschieden, je nachdem 
» gerade oder ungerade ist, Fälle, welche schon oben unterschieden 
wurden. Für ein gerades n hat man: 

(4) ,S, = ^-r, S.=2, 
fQr ein ungerades 

(5) Si = ^ + v, 8^ = 0. 

Vm nun Sb aus den Gleichungen (3) durch S,, S,, auszudrücken, 
denke ich mir jenes System nach oben zn unendlich fortgesetzt, mul- 
tiplicire die Gleichungen, von unten anfangend, mit den Potenzen 
1 , z, e' . . . einer beliebigen Grösse e, uud addire. Ist sodann Sl die 
linke Seite des Resultats: 

so hat man aus (3) 

a = p (S, + £ ii) + ff {S„ + z s, + ^' fl), 

und daher 

(^) ^ ]_(,^_ff^ — ■ 

Der gesuchte Ausdruck S» ist nach (6) der CoefGcieut von 2""^ 
in der Fotenzentwickeluug von Sl. Nun bat mau 
1 1 qg' 0*5* 

(ö) \-QB- agi- 1 _ pj + (l _ QZ)*'^{i - QZf'^'" 

= 1 +ifz + Q^e'* + f^^ ... 

+ (1 + 2 (» ^ + 3 e* «« + 4 p» ü* . . .) öÄ* 



,(,^-,.,-^.^.^. 



wo 

K, = f 
(0) J, = t> + » 

X, = p' + 2(ia 

Oberhaupt 



, h-3.h — 4.lt-b , , , 

+ ^i.^73 »■(■*-•+•■, 

eine Formel, deren Gesetz sofort einleuchtet. Setat man die Reihe 
(8) nun in (7) ein, so hat man 
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a=|(pS, + ffS„) + r.«S,j !S■„ + 2C,f+fi',^^..i, 

und daher, indem man den Coefficienten vod z"-^ nimmt, welcher 
gleich Sr oder gleich 2 if ist : 

(11) ü=itCeSi + ffS;)if„-2 + öS,.Ä'„_a!, 

oder, wenn man bemerkt, dass 

(12) (fK„-, + aK„^3 = Su^, 
ist: 

(13) K = ^\S^K^-^ + aS„K„-i\. 

Je nachdem also n gerade oder ungerade ist, hat man nach 
(1), (5): 

1) n gerade: 

(14) 2E=9- + nae-^- + 'L^^i,^e^'> 

, n.n — i.n — b , , , 

+ i.a.a °>— +■■■ 

2) » ungerade: 

(15) 2ii=(p + v)jp— +(n-2).,,--'+^~'|--^o>e— 

, » — 4,«~5.M — 6 . - i 
+ iTäT?-— "'<■'■■■(■ 

Bezeichnen wir nun je nach BedUrfuias die Symbole von 9) durch 
a, a" . . ., ^, /S". . ,, y, 
ao haben wir aus (2): 

1) Für ein gerades n: 

p— **o' = (~2)'*"*D^~* 

. (06)--". (oo")« (6j3')»(a«")'' {fcD'--- («"'")* (t/S**')* 
oder 

(*^) (.— »ff' = (-2)^'^*i)^~*.A, 

wo .4» die Inyariante bedeutet: 

(18) At^iab)'-^" (at^y (o«")* ■■• Co««*')* (hß'y{bß"y...{bßf^iy. 
Von dieser Bezeichnung nehmen wir nur deiijenigen Coefßcienteu 
aus, fQr welcheo ^ = 0-, den letzten. Dieser nämlich zerfällt in die 
beiden einander gleichen Factoren 
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(19) p= (.«■)■(«. ■■)'.. (««(py 

nnd man hat also 

(20) o^=i(.. 
2) Für ein ungerades n: 

f—<i-iai(^ + v) = 2(«rHhy).(-2)"~^~'. D~'' 

.(oi)-'-'»(o<.7Ca«r---{««"')'-(*«*(Sn'---(*/»»')' 
oder 

(21) p— "-1 0' 0, + ») = 2 . (- 2)~ "' D~ ' .Ä,, 
wo ^ die iDTariante bedeutet: 

(22) Ät = {ab)—'-"{ar)iby).(aey(aity...{aut'V 

.ßß^y ihn' ■■■(!>?•")'■ 
Und die Ausdrucke für die Resultante sind also: 
1} für ein gerades n: 



(23) Ji«(-i))'.2 ' .A,+n.(-D) ' .2 ' .A, 
,».«-3, nV' o"-i-' A ,n.n-i.n-: 



2) für ein ungerades n: 

(2'') B = (-2D)'^A,+ in-2)(-2D)~A, 

+ '^; 2 "'' (- 2 i>)'^'^ + ■ ■ • - -4-'^) A_-_. +A.^ . 

Insbesondere ergeben aicli für die lileinsten Wertlie ron n die 
Bildungen: 

»=1: I1 = A, A^^laa)' 

n = 2: It = -DA,+ B' A, = (ab)', B=iaa]' 

(2Ö1 "■■'■ ^ = -2-DA+A A, = {ah)'{«r)ibr), 

^ ' A, = {ar)(by}{<,<cY{bßr 

n = 4: B = 2IfA,-4DA, + Ii' .l„ = (<i6)', 

J( =.(a(t)'(o»')'- 
An die Gleiclmng_(23)_knttpfl sicli der bemerkenswerthe Satz: 
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Die Resultante einer Form 3'" Ordnung mit einer 
andernForm gerader Ordnung setzt sich immeraus 
niederen Invarianten zusammen. 
Denn in (23) ist kein Glied vorhanden, welches nicht in Factoren 
zerfallt, während in (24) allerdings ein solches existirt. 

Es bleibt übrig, die Entstchungs weise der Invarianten A, B aus 
niederen Bildungen darzulegen. Hierzu fahrt die Äutstellung der fol- 
genden Keihe von Covaviatiten: 

(26) q = q.'-* = iaaf (««)* «x""' = {payp.—* 



Im Falle eines geraden n schliesst diese Reihe mit einer Inva- 
riante, welche nichts Anderes ist als B; die tlbrigen Bildungen aber 
liefern die A mit Hülfe folgender Ausdrücke, in deaen die verschie- 
denartigen derselben Covariante zugehörigen Symbole durch obere 
Striche unterschieden sind: 

A=(j' *■)"-' 

^.= («9")—' 



Dieselben entstehen ans p, q. . . ebenso, wie A^ aas f. 

Im Falle eines ungeraden n entMlt die Reihe (26) lauter Cova- 
rianten ungerader Ordnung. Bildet man aus ihnen zunächst die qua- 
dratischen Covarianten: 

P= PJ = {pp')'-^p.p'. = (aaf {bßy {ab)'-' a, 6^ 

Q = QJ ={qqr~^ q.q-. = iaay{aay{bß)^ibßy{ab)'-'^a^b. 

R = RJ={rr')'-'' r^r'^ 

= (a«)' {aay [ao!y(bßf (bß^f (bß'yiab)''--' a^ 6, 



) hat man: 



Diese InTarianten enUtehen aua ja, q, r . . . genau 30, wie 

aus f. — 

Unter den bei (25) angefahrten einfachsten Fällen fährt die Eli- 
mination aus zwei Gleichungen 2*" Ordnung nur auf die Invarianten 
der beiden .p'ormen (D, A^) und auf ihre simultane Invariante B: 
B = B'-BA,. 

1,1 -,1 Goo<^lc 
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Aber diese Resultante kann in einer noch einfachem Form dar- 
gestellt werden. Setzt man für D, B, Ag ihre symbolischen Aus- 
drücke, so hat man 

= [{aa) (bß) + [ab) (aß)] [(aa) {iß} - (ah) (aß)], 
oder mit Anwendung der Identität (IV) des § 15.: 

(27) B= [{aa) {bß)+{ab) {ccß}] (aß) (ba). 

Betrachtet man nun die von der Functionaldcterminaute nur um 
einen Zahlenfactor verschiedene Covariante 

(28) & = »J = dV . . . = (aß) a^ ß^, 

Bo ist 

»s9, = it{aß){a^ß,+ a,ß^) 

[indem man (28) nach den x differeuzirt and die Resultate mit jy,, 
\ff^ multiplicirt addirt); aus dieser Form aber entsteht der Ausdruck 
(27), wenn man für x,, x^, y,, y^ bezttglich o^, — a,, b^, —6, setzt 
und mit —2 (fia) multiplicirt. Daher ist auch 
Il = -2{&a){&b) (ha). 
Aber dieser Ausdruck wiederum entsteht aus 
%-^^ = {b(t)b^a^, 
wenn man x^y x^ durch %^, — #, ersetet und mit —2 multifilicirt. 
Daher ist endlich auch 

(29) li = -2{p%J, 

d. b. die Resultante zweier quadratischen Formen kann 
durch die Invariante ihrer Functioualdetermiuante ersetzt 
werden.* — 

Bei der Elimination aus einer Gleichung 9> ^^ 2*" und einer 
Gleichung /"=0 3**' Ordnung ist eine quadratische Govariante von f 

^==dj = {abfa^b;r 
und eine simultane lineare Covariante 

zu bilden; man hat dann 

uud 

R = A^~2DA^. - 

* Itn Allgemeinen muBs die Kesultante zweier Formen gleiclicr Ordnung ein 
Factor der Üiacriniinante ihrer FunctionaldetenniDänte sein , wie dies aus dorn 
Satse am Endo von p. 80 hervoi^lit 

. .,ooglc ■ 
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Endlich bei der Elimination aus einer Gleichung 9) = 2^ und 
einer Gleichung f=0 4"' Ordnung ist ausser der zu f gehörigen 
Invariante 

zunächst die simultane quadratische Covariante 
zu bilden; aus derselben hat man 

■ii-ijip'f, B=(i"y, 

und endlich 

Man kann sich die Frage stellen, unter welchen Bedingungen 
die Form «'" Ordnung zwei Factoren mit der Form 2"" Ordnung 
gemein hat, diese also ganz als Factor enthält*. Dies erfordert 
offenbar zwei Bedingungen. Aber man würde sehr irren, wenn man 
erwarten wollte, dos gleichzeitige Eintreten zweier Bedingungen durch 
das Verschwinden zweier Invarianten charakterisirt zusehen; vielmehr 
tritt dieses nur in wenigen vereinzelten Füllen ein. Es ist wichtig 
festzuhalten, dass das gleichzeitige Eintreten mehrerer 
Bedingungen im Allgemeinen sich durch das Yerscbwin- 
den siinimtlicher Coefficienten einer CoTarlante auszu- 
drücken pflegt. Dabei bat man dann freilich scheinbar zwischen 
den Coefficienten der zu untersuchenden Functionen mehr als zwei 
Gleichungen. Aber in der That sind diese dann doch immer in der 
Weise mit einander verträglich, dass man allen zusammen durch pas- 
sende Bestimmung zweier unbestimmter Grössen (etwa unbestimmt 
gelassener Coefficienten) zu genfigen im Stande ist, ohne dass es doch 
möglich wäre, zwei einem solchen Systeme vollkommen äquivalente 
Bedingungsgleichungen aufzufinden. 

So kann man denn auch in dem vorliegenden Falle leicht eine 
Covariante angeben, welche die Eigenschaft hat, dass das gleichzeitige 
Verschwinden ihrer sämmtlichen Coefficienten nothwendig und hin- 
reichend sei für die Erfüllung der Forderung, dass eine quadratische 
Form in einer Form «*" Ordnung als Theiler enthalten sei. Sind wie- 
der wie im Vorigen p^ und q.^ die linearen Factoren der quadratischen 
Form 9), so ist diese Covariante 

__ ( a|))".g,"- ( og)».y^" 

eine Covariante, welche in der That fUr alle Werthe der x verschwin- 
det, sobald, der Forderung gemäss, die Grössen {ap)"* und (ag)" gleich- 



* Vgl tioTdun im 3. Bd. der math. Annalcu. 
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zeitig rersch winden. Aber auch umgekehrt: Yerschwinden alle Coef- 
ficienten von *, verschwindet also * für alle Werthe der x, ao folgt 
Qoth wendig 

d. h. die quadratische Form ist Theiler der Form «'" Ordnung. 
Die Covariante O entsteht aus der Form 



>(r= 



indem man ^, durch — a,, y^ durch a^ ersetzt; und es kommt daher 
zur Darstellung von $ iiur darauf an, die Form W in geeigneter 
Weise zu bilden. Dies geschieht ganz ähnlich, wie die Bildung 
von jR im Vorigen. Setzt man 

80 kann mau sowohl ji — v als /i . ir auf einfache Weise ausdrücken; 
denn es ist 

. e = ii-v = (pq)(yx), {f^~vY = ^2Diyxy, [vgl. (2).] 
«^ (IV =0!,* !«',*= 9 (a:).9)(y). 

Wir suchen also den Zähler von W durch (i — v und (t v auszu- 
drücken. Sei 

^*_(_l)"-*v* = Äi; 
dann ist 

(PI)' 
FQr die St aber hat man die Recursionsformel 

und die St bestimmen sieb also genau durch das Gleichungssystem (3), 
welches oben bebandelt wnrde. £s fand sich dort 



S.= (pS, + oS,) «■,_, + oS, K.-i 
, h-i.h-i.k-i 



1.2.3 



o" «.«-•+.. 



Unterscheidet man wieder die beiden p'älle, wo H gerade und wo 
n ungerade ist, so ist in ersterem 

«, = (. + .-, «'„=0, 
im zweiten 

&=(»-«, S. = 2. ,, , 

i;q.i..cdi,tjOOi^le 



nnd DiBcrimiaanteD. — g 87. 

Ffir ein gerades n hat man also 

1- 

nr 

n— 4.«— 5 .n — 
"•" 1.2.3 

fOr ein ungerades n dagegen: 
u _ . . ■> . »-M— 3 j . , , n.ji— 4.«— 5 

In beiden Fällen tritt ^ als Factor auf, und da 

so wird der Ausdruck fUr 

(i>9) 
I) bei geradem n: 



■ 0*9"-' . 



2) bei ungeradem n: 

= (»:>) {p— +»• f— + '^^^ •■«.-'+...} . 

Fuhrt man jetzt für (i-i-v den symbolischen Ausdruck in den 
CoefGcienten von <p ein, 2 a, b^, und ersetzt (i* durch — 2i) (y.c)*, 
ff durch 93(a:)9>(y}, so hat man: 

fSr ein gerades n: 

!l'=(j,i)«,a,((-2i)) ' (1,1)— >+(n-2)»(i)v(l,).(-2i)) ' .(j/i)-' 
für ein ungerades »: 

/ -' -> 

«'=(»=i:)\(-2-D) ' .(Jl)— ' + »9.W»(j()(-2i)) ■ (,»:)—> 
, ».« — 3 " ■ 



1.2 



'' W <P' (!,)■(- 2 X>) =.(!,x)- 



Wenn nun die Covariante gebildet werden soll, so fQhrt man 
wieder — o^ für t/^, o, für y^ ein, wodurch (yx) in — a,, «^ in — (ac) 
flbergeht Wenn man also die folgenden Bezeidmongen von Cova- 
rianten einfahrt: ,, , 

i: ,1 n .CoOt^lC 
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bei geradem n: 

K^ = {a a) (o af a, a," - » 

.ß:,=(«a)(««')M««T«:r«.— ^ 



bei ungeradem n: 

I,j = (aa)2a,"-2 
i, = (a«)''(««7a,» 



so aind die unter den fn^licheo Verbälüiissen Terscbwiodenden 
Cpvarianten : 

1) bei geradem n: 



« = (-22)) ' 


ir, + (»-2 




.(-2B) 


-2B)"= 


'- ^, 


bei ungeradem «: 










_<t = (-2i>) 




-2Z»)~ 


2i))"~ 


-L,. 



Insbesondere wird also für n = 2 dieBedingung dafür, dass 
zwei quadratische Formen nur um ,einen Constanten Fac- 
tor Terschieden seien, durch das Verschwinden der Govariante f, 
d. h. ihrer Functionaldetermiuantc dargestellt. 

Die Bedingung, dass eine quadratische Form Factor 
einer cubischen sei, führt auf das Verschwinden der cubischen 
Covariante {« = 3): 

^ 2jD £, + 3 y Lj = - 2Z) . a/ + 3 9) . (a a)* o,. 

Die Bedingung, dass eine quadratische Form Factor 
einer biquadratischen sei, fUhrt auf das Verschwinden der 
biquadratischen Covariante 

% £8. Besnltante zweier cnblscfaen Formen. 

Ich will noch die Resultante zweier Formen dritter Ord- 
nung ableiten. Seien die gegebenen Formen 

i:q,t7edi>G00t^lc 
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Alsdann ist nach dem Satze am Ende von p.80 ^t f=0, ^—-0 
nicht nur '^ 

(2) * = *^* = (ßa)Ox*y = 0, 

sondern auch die Differentialquotienten von & verschwinden, so daas 
man hat: 

Diese Gleichungen zusammen mit (1) sind vier Gleichungen drit^ 
ter Ordnung; man kann also aus ihnen die Grössen 

a;i*, 3x,'x^, 3x,x/, x^ 
wie lineare Unbekannte eliminiren, und erhält dann die Etiminations. 
gleichung, indem man die von den beiden Gleichungen (3) her- 
rnhrenden Symbole unterscheidet: 



o=*j*v 



«i' 



,^»\ *',*',* 



eine Gleichung, welche in der That sowohl fOr die CoefScienten von 
f als fflr die von q» vom dritten Grade ist. 

Nun verschwindet aber die Determinante, sobald die in zwei Reihen 
vorkommenden Symbole proportional werden, etwa n, : Oj = a, : a^, 
oder sobald die aus den Symbolen zweier Reihen zusammengesetzte 
Determinante [etwa (an)] verschwindet. Daher enthült jene Deter- 
minante die Factoren 

(««), (a#), («»■), («»), {a»"), {&%■■), 
und kann, da die Dimensionen übereinstimmen, durch ihr Product 
ersetzt werden. Man hat also die Eliminatiousgleichung in der sym- 
bolischen Form 

= *,*'g(«a){«&) («#')(«*}(«*') (*#')■ 
Setzt man nun an Stelle der rechten Seite die Summe dieses 
Ausdrucks und desjenigen, welcher durch Vertauschung von -9 mit %' 
erhalten wird, so hat man 

0= (da) (o*) (a*') {«#) («*') (»»')% 
und die Resultante wird also: 
(5) R = (aa) {a») («*') (k#) («»') (»#')«. 

Aber auch diese Form kann noch eleganter gemacht werden, in- 
dem man sich der Identität (V) des § 15. bedient, nach welcher 

(<,»)C»»')(«»)(«»') = i|(a»)'(« 
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Führt man dies in (5) ein, so liefern die ersten beiden Glieder 
zwei Terme, welche sich nur durch die Bezeichnung, nämlich durch 
YertauBchung von # mit *', Ton einander unterBcheiden. Zieht man 
beide zusanmien, bo bleibt demnach : 

(6) R = iaa) {a»/ {a^y (**')* — ^ {aa)" . {&»')*. 

Der zweite Theil rechts ist das Product einer sehr einfachen 
simultanen Invariante von f und ip mit einer Invariante von &. 
Der erste Theil lässt sich auf diesen zweiten und auf eine Invariante 
von & in folgender Weise zurückführen. Gehen wir von der For- 
mel aus: 

■9',"*=:(o«) a,*ajt*. 

Indem wir dieselbe wiederholt nach den x differenziren und die DifFe- 
rentialquotienten mit Grössen tf multiplicirt addiren , erhalten wir zuerst 

*i"' &s" = 4^ (o a) I Ol* a, a j + «,* a^ (?, | , 
sodann aber 

*,"» d j"* = i (aa) t{aj a,»+ a^' Oj* + 4 «, «^ a^, «j ( . 
Man kann nun, nach der Identität (YHI) des § 15. 

setüen, und erhält dann: 

*/» ft/f ^l{aa)[fi aj a/ + 3 aj a^« - 2 (or)» (a;!/)'t. 
In dieser Gleichung setze ich zunächst #,, ~^i ^^ Hd 9t ^^^ 
mnltiplicire mit d^'; dann, kommt: 

#x* »x"* (*" *)' = i {a ö) *x^ 13 d,* (a»)* + 3 aj {a&y ~2(a af *,*! ; 
und femer setze ich dg, — #', für a:,, % Es ergiebt sich dann, in- 
dem man rechts die beiden ersten Glieder, welche sich nur durch die 
Bezeichnung unterscheiden, zusammenzieht: 

(»#')'(#«■")* (*'*")' = (««) {a&y (ß*7 {&&'f - ^ (ö «)ä {&9')*. 
Man drückt daher den ersten Theil der rechten Seite von R mittelst 
der Gleichung aus: 

iaa) (a»y (a»y (frd'J* = {dd')* (&9y (p^rr + i (aaf (**')*■ 

Setzt man also, einer in der Theorie der Formen 4"' Ordnung 
zu benutzenden Bezeichnung gemäss: 

i» = {&»')* 
BO ist die gesuchte Resultaute: 
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i 29. DIseriDiInKiiten Ton Foraen der nledrij^sten OrdnniiKen. 

Die im VorigeD entwickelten Resultate erlaubeD es, die Discri- 
minaaten der Formen 2"', 3*" und 4*" Ordnung aufzustellen. 

Die Discriminante einer Form 2*" Ordnung ergiebt sich aus der 
Gleichung (10) des § 26. ohne Weiteres. Denn die Gleichung F = 
geht in 

üher, so dass also die Invariante (ah)' zugleich die Discriminante der 
Form ist. 

Die Discriminante einer cnbischen Form erhält man aus der Form 
(29), welche in § 27. der Resultante zweier quadratischen Formen 
gegeben wurde. Man braucht nur zu untersuchen, was aus der Form 
& wird. Es war 

9 = {aa) Ol a, . 

Aber jetzt muss an Stelle von aj der erste Differentialquotient 
von f nach x,, also (abgesehen von einem numerischen Factor) Oi^a,, 
an Stelle von a^* ebenso bx^ h^ gesetzt werden. Hierdurch verwandelt 
sich 9 in 

a, fcj (o6)a, fti, 

oder wenn man a mit b vertauscht, in 

— a^b^(ab)arbI, 
oder endlich, indem man die halbe Summe beider Ausdrucke einführt: 

i(«6)»a,i, = i^, 
wenn ^ die Co Variante 

J={abfa^b, 

bedeutet. An Stelle der Discriminante kann also die Invariante {ä^* 
gesetzt werden. 

. Bei den Formen 4*" Ordnung ist die Resultante zweier cubischen 
Formen zu benutzen , wie sie in (7) § 2H. gefunden wurde. An Stelle 
von f, p treten hier die Formen 

«**"!, bi^b^', 
also an Stelle von " 

# = (c(K)o,'a:r* 
die Covarianfe 

(fl b) a, b^ aj dj.* = — (a fc) Oj 6, a,* bj = ^{a &)* aj bj —■ ^ H, 
wo H die Uovariante 

ff=(„i)'-,,'i,- 
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bedeutet. Sodana wird, indem man die Bezeichnungen des § 28. bei- 
behält: 

Endlich geht die Invariante (a«)* Ober in 

(wenn wir die Invarianten ohne Iudex auf f beziehen), und die 
Discriminante wird, mit Uebergehung des Neuners 8: 

JH — ii in . 
Nun wird in der Theorie der biquadratischen Formen gezeigt 
werden, dass 

die Discriminante kann also mit Uebergehung eines Nenners 3 durch 
ersetzt werden. 



D.qit.zeaOvGoOt^lc 



Vierter Abschnitt. 

Theorie der Formen zweiter, dritter und vierter Ordnung. 

S 80. DebersehiebniiKeii. 

Schon im Vorigen wurden gewiss? Arten von Bildnngen für Co- 
Tarianten und Invarianten wiederliolt benutzt. Wir wollen diese nun 
genauer studiren; zunächst insoweit die Eeuntniss ihrer Eigenschaften 
fQr die Untersuchung der Formen zweiter, dritter und vierter Ord- 
nung nothwendig wird. 

Die einfachste Art, ans zwei Formen 



durch Anwendung dieser Symbole Covarianteu zu erzeugen, besteht 
darin, dass man den Ausdruck bildet. 

(1) ■ ■ n=(?.v)*(p,"— »v^"-* 

und zwar entstehen so offenbar die einzigen Formen, deren symboli- 
scher Ausdruck die Symbole von q> sowie von ^ nur einmal ent- 
hält.» 

Der Ausdruck (1) besitzt dielnvarianteneigeuuchaft; er ist fQr die 
Coefßcienten von <p und ^ linear. Die Zahl k kann von (wo man 
das Product von tp und v erhalten würde) bis zu derjenigen der Zah- 
len m und « gehen, welche die kleinere ist, beziehunga weise, wenn 
tn und « gleich sind^ bis zu diesem Werthe, wo dann die Invariante 

entsteht. 

Die Bildung (1) soll als ¥' Ueberschiebung von tp ober ^ 
bezeichnet werden. Mau kann sie auf eine Combinattqxi der Differen- • 



■ Diese Bildnngen sind von Cayley, fourth memoir ttptut qua»tics, angege- 
ben niid behandelt worden; sie sind zngleicb der einfacbste Fall der von Aron- 

bold (Borchardt'e Journal Bd. G3) betrachteten „Jondamentalinvarianten". 
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tialquotienteu von (p und ^ znrQckfQhren ; <Ienn da aus der symboli- 
schen Form von ip und ^ folgt, das3 

* ij*,ji = *"- »* - 1 ■■ {m~h~i+ 1) . qo."—*-'. 9),*qoj'" 

^ .. =«.« — 1 ... {n—h — i+l).f:^—*-' .(fi**'^'", 

so ergiebt sich aus der Auflösung der Potenz von {q>rl/) in (1) die 
Gleichung: 

t^) ^ == m : ,B-i...(TO-jt+i) ■ «.»-i...(n-Ä+i) ■ 

Bei {:— I erhält man die Functionaldeterminant^der beiden Formen : 

bei Ä = 2 einen der Inrariante zweier quadratischen Formen analog 
gebildeten Ausdruck 

_ 1 ^__ jaV ^ _ 2 ^*'y J^^'if' , rV ^* ( 

~»t.J»— 1 .«.«—1 jüJ^i'^a;,* ilx^ cx^'cx, <:x^ gx^*PJ\'\ 

u. s. w. 
Diese Bildungen stehen in einem genauen Zusammenhange mit 
der Operation ^, welche in § 6. die Polaren ergab. Wendet man 
diese Operation auf «p in seiner symbolischen Form an, so erhält man 
sofort: 

^ tp := y«"*" ^g 
/fifp = <pj'—^ipy^ 



Man crhrilt also die üeberschiebungen von i> über tp, 
wenn man in den Polaren von tp die Veränderlichen y^, y^ 
durch die Symbole Vj» —^i yon ifi ersetzt und die ent- 
sprechende Potenz von ip^ als symbolischen Factor hinzu- 
fügt. Man hat nämlich so 

aus ^ip: ((pit>) 9'jc'"~'i!'x"~' 
„ J^<p: i(pvyg)j,'"-''tJ'-^ 



Statt zweier Formen rp, ip bann man auch zweimal dieselbe Form f 
benutzen, also diese über sich selbst schieben. Aber alsdann reducirt 
sich die Anzahl der Ueberschiebungen; es verschwinden alle diejeni- 
gen, für welche k eine ungerade Zahl ist, weil diese Formen durch 
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Vertauscliung der beiden jetzt gleichbedeutenden Symbole das Vor- 
zeichen lindern. Aus einer Form 

ergeben sich also folgende Ueberachiebungen der Form über sich 
selbst: 

Es sind dies die Govarianten bez. Invarianten zweiten 
Grades in den Coefficienten, welche die Form f zuliisst. 
Denn eine Covariante, welche in den Coefficienten von f nur vom 
zweiten Grade ist, kann nur zwei Arten von Symbolen, etwa a, h, 
enthalten, und also keine anderen symbolischen Deterniinantenfactd- 
rcn, als eine Potenz von (al>). 

Unter diesen Govarianten h&t die erste ein besonderes Interesse, 
Sie ist nach (2) gleich 

M*.(n — 1)» Vdx^ ^V Kdx^dxJ r 
unterscheidet sich also nur durch einen numerischen Factor von der 
Determinante der zweiten DifFerentialquotieaten von f: 

?■'/' gY 
rx,BXi ix^ 
welche nach ihrem Entdecker die Hesse'sche Form genannt wird. 

Indem man von einem gegebenen Functionensystem ausgeht, kann 
man zunächst die Formen des Systems über sich selbst und über ein- 
ander schieben. Man gewinnt hierdurch ein einfaches System von 
Invarianten und Govarianten, und indem man die letzteren dem Sy- 
steme der gegebenen Formen hinzufügt und auch sie bei den Ueber- 
Bchiebungen benutzt, erhält man weitere Bildungen, welche Immer 
in gleicher Weise zur Erzeugung neuer Gebilde verwerthet werden 
können. 

Man sieht, dass auf diese Art eine Reihe von Bildungen entsteht, 
die ein gemeinsames Bildungsgesetz haben; ein Gesetz, welches sowohl 
durch die symbolische Formel (1) ansgedrQckt werden kann, als durch 
die von der symbolischen Bezeichnung ganz unabhängige Formel (2). 

Diese Bildungen erhalten eine hohe Wichtigkeit dadurch, dass, 
wie man nachweisen kann, alle Invarianten und Govarianten! 
einer Function oder eines simultanen Systems sich aus | 
Ueberschiebungen zusammensetzen lassen. Die Operation '> 
des Ueberschiebens liefert also sämmtliche Invarianten und Govarian- 
ten ebenso, wie die symbolischen Bildungen, welche in § 12. geschil- 
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dert wurden, aber sie liefert dieselben in einer einfacheren und Ober- 
»ichtlicheren Gruppiruug. 

Ich werde jetzt eine Reihe von SUtzen geben, welche den Zu- 
Bammenliang des Ueberschiebungsprocesees mit den allgemeinen sym- 
boliEcheo Bildungen zum G^enstande haben. , / /, i- 

S- -^^3 ■' "" ^ •"' ■' 

I 81. ZDrQcfcfnhrnng aller CoTarianten und luvartaiiten anf 
Ueberscbiebnngcn, 

1. Jede Covariante oder Invariante TT einerForni 
oder eines simultanen Systems, welche in Bezug 
auf die Coefficieuten einer Grundform «"' Ordnung 
/■vom wi'™ Grade ist, entsteht durch Ueberachiebun- 
gen von f mit Covarianten, welche in Bezug auf 
die Coefficienten von f nur vom (m — 1)*™ GradB 
sind.* 
Um diesen Satz zu beweisen, nehme ich an, es sei irgend eine 
Covariante oder Invariante TT in symbolischer Darstellung gegeben. 
Irgend eine der symbolischen Coefficienteureihen , die von f in der- 
selben herrühren, sei a,, a,. Schreiben wir fiberall statt a^, a^ zwei 
neue Veränderliche, j/j und — i/j, und lassen die Potenz von (3:^) aus, 
welche dabei etwa von einer Potenz eines symbolischen Factors a^ in 
TT herröhrt, so entsteht eine Function &, welche zwei Reihen von Ver- 
änderlichen enthält, die ursprünglichen x,, x^, und die jetzt eingeführ- 
ten y^, jj; welche ferner die Coefficienten von /'nur noch zur (»n — l)**" 
Dimension enthält. 

Aber es wurde in den §§ 7, 8. gezeigt, dass eine solche Form * 
sich aus der identischen Covariante {xy) und aus den Polaren gewisser 
Functionen mit nur einer Reihe von Veränderlichen zusammensetzt. 
Denn nach Formel (7) des §8. hat man, wenn ^ und v die Ord- 
nungen von # in Bezug auf die x und die y bezeichnen: 

■if a^l^-* {xyY ^"-''1)*-'' Sl*» + . .. . 
Stellen wir nun die Formen 

durch die Symbole 



* Die in diCBem und dem folgenden Paragrjphen gegebenen Sütze und Me- 
thoilfn gab zuerat Herr Gordan in Borrhardt'n .lonmal Bd. 60 und im 2. Bande 
der Mathematiecben Annale». Die letztfTt Abhandlung insbeeondere int auch in 
den folgenden betdea Abschnitten vielfach benutzt. - - 1 
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dar, so ist nach dem Torigen Par^raphea 



und der Äuedruck für & wird also: 

Will man nun von dieser Darstellung der Function •& zu der 
Function TT zurückgehen, so hi^t man nur wieder y^ und y, durch 
— a, und o, zu ersetzen, und mit o*"-* zu multipliciren. Man erbült 
sodann ftir die gegebene Function TT den Ausdruck: 

(2) n = (av)'(p,'*a^"-''+a,'''*(aV')'~'^-r''~'a*'~''+' 

welcher in der That eine Summe von Ueberschiebungen ist, wie der 
Satz es verlangt. 

Die Bildung von TT ist also auf die Ueberschiebungen von f mit 
den Covarianten 

zurflckgeföhrt, welche filr die Coefficienten von /"nur vom (m— 1)'™ 
Grade sind. Zur Charakteriairung der dabei auftretenden Ueberschie- 
bungen dient die folgende Bemerkui^: 

2, Die Ordnung der höchsten Ueberschiebung, 

welche zur Bildung von TT hier nöthig ist (v), ist 

die Zahl, welche angiebt, wie oft das herausgeho- 

bene Symbol (a) in symbolischen Determinanten- 

factoren auftritt. 

Eine Ableitung einer Form TT aus Formen, welche die Coef£cien- 

ten von f in einer um die Einheit niedrigereq Dimension enthalten, 

ist auf so viel verschiedene Arten möglich, als verschiedene Symbole 

von /" in TT auftreten. 

Der vorstehende Gedankengang wird übrigens in keiner Weise 
geändert, wenn man nicht ein Symbol a einer der Gnindfunctionen, 
sondern ein Symbol & irgend einer Covariante 8 = Bx" heraushebt, 
welche in der symbolischen Darstellung von TT etwa vorkommt. Man 
hat dann die Formel 

(3) n = (99>)>^''9,"— ' + «,''-"(ö*.)»-V,''-'ö,"-''+' + ... 
und kann daher auch den Satz aussprechen: 



dlyGOOt^lC 
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3. Jede Covariante TT, welche in ihrer symboli- 
schen Darstellung etwa ein Symbol einer Covariante 
6 enthält, entsteht durch Ueberschiebungen von B 
mit anderen Covarianten. 

Stellen wir uns nun vor, eine gegebene Covariante oder Invariante 
TT werde zunächst vermittelst der Formel (1) aus einer Keihe von Co- 
varianten abgeleitet, welche die Coefficienten von f in einer um 1 
niedrigeren Dimension enthalten; auf diese wendet man dasselbe Ver- 
fahren an und iahrt so fort, bis keine Coefficienten von f mehr vor- 
kommen. Man hat so den Satz: 

4. Jede Function TT entsteht durch wiederholtes 
Ueberschieben von f fiber Covarianten, welche die 
Coefficienten von f nicht mehr, sondern nur noch 
die der übrigen Functionen des gegebenen Systems 
enthalten. 

Diese Covarianten, welche die . Coefficienten der einen Form f 
nicht mehr enthalten, seien P, Q, R... . Die gegebene Function TT 
ist also zurückgeführt auf wiederholte Ueberschiebungen von f mit P, 
Q, B, ... . Es ist also TT in eine Reihe von Covarianten zerlegt, deren 
jede ausser den Symbolen von f ein Symbol je einer der Formen P, 
Q, R... enthält. Betrachten wir eine, etwa die erste, dieser Co- 
varianten. Sie entsteht nach dem dritten Satze dieses Paragraphen 
durch Ueberschiebung von F über eine Form, welche nun nur noch 
die Symbole von f enthält, also eine Covariante von f allein. Man 
darf demnach sagen: 

5. Jede Covariante oder Invariante eines simul- 
tanen Systems entsteht durch Ueberschiebungen 
von Covarianten einer Form des Systems mit Co- 
varianten, welche nar die Coefficienten der übri- 
gen enthalten. 

Man erhält hieraus sofort einen Ueberblick Über die Art und 
Weise, in welcher die Bildung der Covarianten und Invarian- 
ten eines simultanen Systems geschieht. Man bildet zuerst die 
Covarianten und Invarianten aller einzelnen Formen ; schiebt dann die 
Covarianten der ersten Form über die der zweiten, sodann die resul- 
tirenden Covarianten über die Covarianten der dritten, die so erhal- 
tenen Resultate über die Covarianten der vierten u. s. w. Nur ist 
dabei zu beachten, dass als Covarianten dabei nicht nur die einfachen 
und unzerfallbaren Covarianti?n einer Form, sondern auch ihre Potenzen 
und deren Producte sowohl unter einander, als mit ihrer Grundform 
und deren Potenzen verstanden werden. 

Gelangte man zu diesen Sätzen, indem man einer gegebenen Co- 
variante oder Invariante TT die Symbole einer bei ihrer Bildung be- 

L'.oogic 
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nutzteu Grundfuuction entzog, so kann man nun überhaupt fragen, 
was übrig bleibt, wenn man einer Function TT eine Anzahl von Sym- 
bolen entzieht, mögen dieselben von einer oder von verscbiedenen 
Grund fiinctionen oder endlich vun Covarianteu derselben herrühren. 
Die Formel (1) führte noch Entziehung eines Symbols auf die For- 
men ip, ^, X--- • Die symbolischen Darstellungen dieser Formen haben 
offenbar alles das gemein, welches bei dem Uebergauge von TJ zu 9- 
und hei der Äuwenduug der Operationen D und £1 nicht verändert 
wurde. Dieses Gemeinsame ist nichts anderes, als das Product der- 
jenigen in TT auftretenden symbolischen Determinanten, welche das 
entzogene Symbol a nicht enthalten. 

In ähnlicher Weise werden wir, wenn wir den Formen tp, ili, j; . ,, 
ein weiteres Symbol l entziehen, auf eine Reihe von Formen geführt, 
welche nur noch diejenigen in IT auftretenden symbolischen Determi- 
nanten als gemeinsamen Factor enthalten, in denen auch das Symbol 
i nicht vorkommt. 

Fahren wir so fort, so erhalten wir folgenden Satz: 

6. Eine Govariante oder Invariante TT, welche ein 
gewisses Product P symbolischer Determinanten- 
factoren enthält, kann immer durch Ueberschiebung 
mit Covarianten erzeugt werden, welche das Pro- 
duct P und ausser den in ihm vorkommenden keine 
weiteren Symbole enthalten; TT ist also in eine An- 
zahl von Theilen zerlegbar, deren jeder die Coef- 
ficienten wenigstens einer dieser Covarianten in 
homogener Weise enthält. , 

Wir wollen nun annehmen, es sei eine Invariante oder Covarioute 
TT gegeben, welche die CoefGcienten der simultanen Formen 

'/■, y, *-..., F, 0, 9'... 
enthält, und denken wir uns der Einfachheit wegen dieselbe als ein 
symbolisches Prodnct; wöie sie es nicht, so könnten wir sie doch in 
solche Theile zerlegen und diese einzeln behandeln. Entziehen wir 
dem symbolischen Producte allmälig alle von f, ip, il/... herrührenden 
Symbole, so erkennen wir, dass TT durch snccesaive Ueberschiebungen 
dieser Formen f, tp, ^ ,.. Über Formen erhalten wird, rfelche nur von 
F, C, W... abhängen, also über simultane Covarianten von F, *, W... . 
Diese seien P, Q, B... . Man kann also TT als Aggregat von Formen 
darstellen, welche nur die Symbole von f, <p, V/... und je einer der 
Formen P, Q, R... enthalten. Demnach entstehen diese Theile von 
n durch Ueberschiebungen je einer der Formen P, Q, R ... über For- 
men, welche' nur von f, q>, !/>... abhängen, d. h. über simultane Co- 
varianten von f, fp, Ip ... . Und man kann also d«n Satz aussprechen: 
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7. Jede simultane Covariante voti 
f, tp, t&..., F, O, ^... 
entsteht als Aggregat von Ueberscbiefaungen simul- 
taner Corarianten von f, tf>, ^... über simnltane Co- 
varianten von F, <t>, W... . 
Dieser Satz wird spater als die Grundlage der Untersuchung si- 
multaner Formen benutzt werden. 



§ 82. Covarlanten und iDTarlauteu einer Moftren Form. 

Man ist durch das Vorhergehende in den Stand gesetzt, auch für 
die Bildung der Covarianten und Invarianten einer Form /* ein ge- 
wisses Schema sich zu entwerfen. Man bildet zunächst aus f, indem 
man es über sich selbst schiebt, die Formen zweiten Grades in den 
Coefficienten , welche schon oben (png. 101.) angegeben wurden und 
zu denen nur noch die nullte Ueberschiehung von f über sich selbst, 
nämlich sein Quadrat, hinzuzufügen ist. Sodatm schiebt man f über 
alle diese Formen mal, I mal, 2 mal u. s. w., was dann die Gesammt- 
heit aller Invarianten und Covarianten ergiebt, welche vom dritten 
Grade in den Coefficienten sind, und in gleicher Weise geht man zu 
Bildungen vierten etc. Grades über. 

Die Bildungen, welche man erhält, sind ü-eilich noch unendlich 
an Zahl; es sind noch verschwindende ,und zerfallende unter ihnen, 
sowie solche, welche sich durch andere ausdrucken lassen. Von die- 
sen Gesichtspunkten wird später ausfuhrlicher zu reden sein. Hier 
mögen nur zwei Momente hervorgehoben werden. Einmal, dass hier 
als die natürliche Anordnung aller Bildungen die nach ihrem Grade 
in den Coefficienten erscheint, nicht die nach ihrer Ordnung in den x. 
Zweitens, dass die Invarianten eine eigenthUmliche Stellung einneh- 
men, insofern sie Ueberschiebungen nicht zulassen. Eine Invariante, 
bildet daher immer den Schluss einer Reihe von Bildungen ; sie giebt 
zu weiteren Bildungen von höherem Grade in den Coefficienten nicht 
mehr Veranlassung. 

Um die Anordnung oller auf dem Wege des Ueberschiehens er- 
haltenen Bildijn^en in vollständig bestimmte Reihenfolge zu bringen 
und auf diese Art ein deutliches Bild des ganzen Systems zu gewin- 
nen, wollen wir Folgendes festsetzen: 

' 1. Die Formen werden zunächst nach ihrem Grade in den Coef- 
ficienten geordnet, wie oben gesagt wurde.' 

2. Innerhalb der Formen von gleichem Grade m kommen zuerst 
alle diejenigen, welche aus den Formen (»»— 1)*™ Grades durch die 
nullte Ueberschiehung (Multiplication) mit f entstanden sind, dann 
diejenigen , welche durch die erste Ueberschiehung entstehen u. s. w. 
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3. lunerh&lb einer dieser kleineren Gruppen folgen die Bildungen 
einander, wie die Formen (m— 1)"° Grades, aus denen sie entstan- 
den sind. 

Bezeichnet man also die Formen (m— l)*" Grades in den Coef- 
ficienten, auf welche dieser Process bei einer Form f Ton der «*" 
Ordnung ftlhrt, etwa durch: 

so ist die Reihenfolge der Formen m"' Ordnung: 

f-f, f-t, f-X-.; 

(1) {a<p)ö^"->,— ', {aV)«.— Vj»-', («2)«.— 't.'-'..., 
(o9))»fl,->,«-', (a.^)'a.'-'^^-S (az)*«-"-'z-'^'-. 
u. s. w. 

Das ganze auf diese Weise aus f entwickelte Formensyatem soll 
das System A genannt werden. 

Wenn aber oben bewiesen wurde, dass man alle Formen Über- 
haupt aus den Formen dieses Systems zusammensetzen kann, so wird 
auch offenbar keine Form Qbergangen, wenn man an Stelle jeder 
Form dieses Systems eine Combination derselben mit denjenigen For- 
men setzt, welche in dem System ihr vorangehen. Dies führt zu fol- 
gender wichtigen Betrachtung. 

Eine Ueberachiebung von f Ober eine gegebene Form TT föhrt 
im Allgemeinen, wenn TT durch andere Symbole gegeben ist, auf eine 
Summe symbolischer Producte, wobei es ganz gleichgiltig ist, ob 
diese anderen Symbole solche von f selbst oder von irgend welchen 
Covarianten sind. In der That folgt dies schon daraus, dass von TT 
zunächst eine Polare gebildet werden muss, wobei dann immer der 
DiffereoziationsproceBS eine Anzahl von Gliedern hervorruft, wenn nicht 
etwa die Ordnung der Polare in den y die möglichst hdchste ist, 
nämlich gleich der Ordnung von TT in den z. 

Jedes Glied der hierbei aus TT gebildeten Polare ist eine Form 
&, wie sie in § 30. gebraucht wurde; welches Glied man aber auch 
wähle, immer geht es in TT selbst über (bis auf einen nicht ver- 
schwindenden numerischen Factor), wenn man die y wieder durch die 
X ersetzt. Wendet man also auf ein Glied der v"" Polare von TT die 
Formel (1) § 30. an, so ist immer D''& wieder TT, bis auf einen nicht 
verschwindenden Factor. 

Geht man dann zu der Formel (2) jenes Par^raphen über, so steht 
links eine Form, welche entsteht, wenn man in einem Ghede der Polare 
Py, jj durch Cj, — o, ersetzt und mit der betreffenden Potenz von a^ 
multipUcirt; rechts steht die entsprechende Ueberschiehung, und so- 
dann niedere Ueberschiebungen über Formen von gleichem Grade wie 
TT, also Formen, welche in der oben festgestellten Reihenfolge der 
Formen der an erster Stelle stehenden Ueberschiehung vorangehen,!,-. 
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MaD kann also statt dieser Ucberscliiebutig den links befindlichen 
Ausdruck setzen. Ein solcher Ausdruck soll als Theil einer Ueber- 
scbiebung bezeichnet werden; eine Bezeichnung, welche später in 
grösserer Ausdehnung eingeführt und erläutert werden wird. Die obigen 
Betrachtungen lassen sich dann in folgenden Satz zusammenfassen: 

Das System j1 hört nicht auf, alle Formen zu ent- 
halten, oder vielmehr alle nur denkbaren Covarian- 
teu und Invarianten mittelst numerischer Factoren 
linear aus seineu Formen zusammensetzen zu las- 
sen, wenn man die v" 11 eberschiebun g il von /'mit 
einer Form TT durch einen ihrer Theile, ß„, ersetzt. 
Aber andererseits kann man zu weiteren Ueberscbiebungen jetzt 
sich dieser Form S\ bedienen, statt der aus TT zu bildenden Ueber- 
schiebuug Sl. Deim du Hg sich von il nur dureli frühere Formen 
des Systems Ä nuterscheidet, so kann auch die Ueberschiebung von 
iij mit /"von der .Ueberschiebung von Sl mit /' nur um frühere For- 
men des Systems A verschieden sein. 

Man erhält also alle Invarianten und Covarianten von f 
(worunter ich die Formen verstehe, aus denen alle möglichen sich 
mittelst unraerischer Factoreu linear zusanimen setzen lassen), wenn 
man bei der Aufstellung der Tafel yl die Operation des v*™ 
Ueberschiehens von f mit TT überall ersetzt durch die Ope- 
ration, dasa aus der v'"" Polare von TT irgend ein Glied ge- 
nommen wird, in diesem j/,, y^ durch a^, —a, ersetzt wer- 
den und mit a^"-' multiplicirt wird.* 

* Ueispiel: Eb soll f—n^" ühct die Coviiriante zwi'iUjn Grades 

zweimal geschoben werden. Mun bildet die Polaru: 

Da die Symbole a, b vertauEcbbur sind, so kann man hierfür setzen: 

Hildct man nun wieder die Polare hiervon, also die zweite Polare der Co- 
variant«, üo hat mau: 

^5(«l)'l(.-2)»,"-"S,— '.,!,, +>-»)o,—H,—'S,=|. 
Man erhält die gesuchte Bildung, wenn man hierin y,, i/i durch Ct, —c, ersetzt 
und mit c^~'^ multiplicirt, also: 

-_i_ („&)■' l(„_3)rt__"-3(,^.-3(oc)(&e)c/---H{n-»)(./"'''r~'{«'c}'c,—*|, 
eine Form, welche aus den beiden Formen 

(«S)''(«cHto)o,— H,— ".,— ' 

(.I.)'(I.,)'a,— '6/- 'c/-' 

i;q.i..cdi,Gooi^le 
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Man erkennt hieraus, wie wandelbar das Formensystem A ist, 
und wie mannigfache Veränderungen in demselben vorgeuommeu wer- 
den koDUen, ohne dass weder die VoUstUndigkeit Abbruch, noch 
eigentlich die Reihenfolge der Formen eine Veriinderung erleidet. 

Die Vortlieile, welche die Ersetzung des Ueberschiebens durch 
die eben geschilderte Operation bat, sind mannigfaltig. Zunüchst 
sieht man, dass es bei der neuen Form der Operation möglich ist, 
die ganze Tafel aus Formen, zusammenzusetzen, welche in den Sym- 
bolen von f einfache symbolische Producte, nicht aber Summen von 
solchen sind. In der That hat man, um von den Formen {»»— 1)"™ 
Grades zu denen des m**" Grades öberzugehcn, nur in jeder Form 
(fM—l)*™ Grades beziehungsweise in 1, 2... der linearen symbolischen 
Factoren a:,, x^ durch a^, — a, zu ersetzen und mit fli""', o«"""'... 
zu multipliciren. 

Stellt es sich hierbei heraus, dass man auf irgend ein symboli- 
sches Product kommt, welches entweder identisch Null oder aus fcU- 
heren Formen der Tafel linear znsammenaetzbar ist, so kann man das- 
selbe ganz übergehen; denn Alles, was aus ihm entstehen könnte, 
wäre immer aus Formen zusammensetzbar, welche der jedesmal behan- 
delten Bildung in dem ursprünglichen oder dem modificirten Systeme 
.A vorangehen. 

Man kann sich von diesem Stan^dpunkte aus eine Vorstellung 
bilden über die Lösung des wichtigsten Problems, welches diese Theorie 
zu lösen hat, niimlich der Aufstellung eines vollständigen Sy- 
stems von Invarianten und Govarianten einer Form; d. h. 
eines Systems solcher Covarianten und Invarianten, als deren g^ize 



ziisamniengesetiit isi Die letzte Form iiillt fort, wennn<C4, und die Untersuchung 
der Bildung miig fflr diesen Fall duioit aligewuhloBBCn aein. I«t diigegen n^4, bO 
kann man der ersten mit Anwendung der Identitiit g lü. II. auch die fteetalt gelwu ! 

i («(.)' a;-* 6.."-* c/-' {{ocf 6/ + ibcfa/- (nhf cjf , 
Oller, da die ersten beiden Thcilc identisch Bind: 

(.i)' (Sc)' ./- H,"-' e,— '- 1 («!■)' <-' ',"-'. /•, 
BO iliuv die gesu:;hte Ueliemcliiebiing auch die F'oriD annimmt: 

Diese Bildung besteht aus dem Producte der früheren Formcu 

und ans dem Theilo 

(ai.f(6c)'a/-'ö,'— *c;— ', 
welcher an« dem tiliedu 

der zweiten Polare entsteht, indem man y,, yi durch Ct, —Ci ersetzt ^d mit 
e^~^ multiplicirt. ^ 

i:q,t7edi>G00t^lc 
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rationale Function mit numerischen CoefGcienten eine jede Invariante 
oder Govariante von f sich darstellt. Es giebt, wie sich zeigen wird, 
immer ein enSliches System, welches dieser Bedingung genQgt; dasselbe 
ist nicht völlig fest, insofern Formen gleichen Grades und gleicher Ord- 
nung dabei verschiedenartig combinirt werden, und höhere Formen 
durdi Hinzufilgung von Potenzen und Producteu niederer modificirt wer- 
den können. Doch genUgt es offenbar in jedem Falle, wenn man ein 
vollstSndiges System aufgestellt hat. Solche Systeme sind ganz ver- 
schiedenen Charakters für Formen verschiedener Ordnungen, und die 
Bildung derselben erfordert jedesmal besondere Betrachtungen. Aber 
um den Beweis zu liefern, dass ein solches System, wenn es gegeben 
vorliegt, wirklich alle Bildungen umfasst, welche zu berücksichtigen 
sind, bedürfen wir jedesmal nur der oben entwickelten allgemeinen 
Sätze. Sei 

das frf^liche System von Covarianten und Invarianten, wobei di« Ä 
Covarianten, die B Invarianten bedeuten sollen. Jedenfalls enthalten 
diese Formen die Form f selbst, und da dieses die einzige Form 
ersten Grades in den CoeMcienten ist, welche man überhaupt bilden 
kann, so enthält das System der Ä, und Bt in der That alle Formen 
ersten Grades. Nehmen wir nun an, dass für alle Formeu bis zum 
(»» — l)**" Grade inclusive die Formen Ai, Bt das vollständige System 
in der That bilden, und beweisen wir, dass dieses dann auch noch 
für die Formen »»"" Grades in den CoeMcienten gilt, so ist die Voll- 
ständigkeit des Systems der Ai, Bi allgemein nachgewiesen. 

Man hat also nur lu zeigen, dass die üeberschiebungen von f 
Ober Producte (m — 1)*™ Grades von der Form 

U = A,<''A,»^...A„<'>' 
(denn so nur entstehen nach dem Obigen Formen m*™ Grades) wie- 
der ausschliesslich auf Formen führen, welche durch Aggregate von 
Froducten der Ai und Bi ausdrUckbar sind. Dabei kann man aber 
wieder die Operation des Ueberschiebens durch die oben entwickelte 
ModiGcation ersetzen, nach welcher man nur in i.<.n symbolischen 
linearen Factoren von TT die x durch a^, — o, ersetzt und mit a»""^ 
mulUplicirt. Indem man die hierzu auszuwählenden symbolischen Fac- 
toren auf einige der in TT auftretenden Covarianten zusammendrängt, 
sieht man, dass es sich nur noch um eine beschränkte Anzahl von 
Bildungen handelt, welche zu untersuchen sind und welche als aus 
Producten der A, B zusammensetzbar nachgewiesen werden müssen; 
eine endliche Anzahl, welche durch geschickte Anordnung möglichst 
zu verkleinern ist. 

Auf diese Weise wird der betreffende Beweis unten bei den For- 
men dritter und vierter Ordnung geführt werden. 

i:q,t7edi>G00t^lc 
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188. Die blBSren Formen xirelter Ordnung.* 
Die vorstehend eotwickelten Creaichtspunkte genügen, nm voll- 
ständig die Formen zweiten, dritten und vierten Grades zu behan- 
deln, welche durch ihren Zusammenhang mit der Auflösung der Gleich- 
ungen zweiten, dritten und vierten Grades ein besonderes Interesse 
haben. Indem ich zu der Behandlung dieser Formen jetzt übergehe, 
wird sich zugleich die Auflösung dieser Gleichung ihrer wahren Natur 
nach herausstellen; zugleich aber werden die für die Begrenzung der 
entstehenden endlichen Anzahl von Covarianten und Invarianten zu 
Ehrenden Beweise die oben entwickelten Principien erläutern. 

Was die quadratischen Formen betriffi, welche durdb die sym- 
bolischen Ausdrücke 

f=aj = bj... 

definirt sind, so ist schon wiederholt von der Invariante 

D = {aby 
die Rede gewesen, welche durch die zweite üeberachiebung von f 
über sich selbst entsteht. Der pag. 41. gegebene Satz, dass jedes einen 
Factor (oft)*™"' enthaltende symbolische Product auch so dargestellt 
werden kann, dass es (ab)'''" enthält, lehrt nun sofort, dass jede Co- 
variante oder Invariante TT von f, welche überhaupt symbolische De- 
terminantenfactoren ergiebt, immer D als Factor enthält. Jede solche 
Form TT zerföllt also in das Product von D mit einer in den Coef- 
Gcienten niederen Form, und man sieht also, dass jede Form TT ans 
einer Potenz von D bestehen muss, multiplicirt mit einer Form, welche 
keine symbolischen Determinantenfactoren mehr enthält, also eine Po- 
tenz von f ist. 

Und so hat man den Satz: 

Eine quadratische Fkrm besitzt keine Oova- 
riante und nur eine Invariante, nämlich D. 

Diese Invariante ist selbstverständlich zugleich die Discriminante, 
was auch mit ihrem Grade in den CoeMcienten übereinstimmt und 
ausserdem in § 29. bereits gefunden wurde. 

Die allgemeinste Form der Auflösung einer quadratischen Gleich- 
ung (=0, d. h. die Aufsuchung ihrer linearen Factoren in symmetri- 



* Die hier folgenden AuflQiuiigen der Gleichungen zweiten, dritten und vier- 
ten Gradus gab Herr Cayley im Wesentlichen schon im fiflh memoir ufxm Qwm- 
tiea, Phil. Trans, vol. 148. Die Untersuchung dee Formen znaammenhangB , ins- 
besondere die Anwendung des Proceeees S bei den cubiachen und biqnadiatäaohejl 
Formen, entstand nun Uebertragung einer von Herrn Aroohold im M. Bande Mi 
Borchardt'Bchen Jonmala bezüglich der ttmilren cubischen Formen g 
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scher Gestalt, knüpft an die symbolische Dsrstellang von D unmittel- 
bar an. Quadrireu wir die Identität 

atf>!, — bia^={ab) (xy), 
und lassen wir a und b dann Symbole von f bedeuten, so erhalten wir: 
{!) D . {xyf = aj . V - ^a^is . **6, + V . V. 

Kechts ist der erste Terra mit dem dritten identisch; dj* oder d,* 
ist die Form f selbst, a^* oder fc^* dieselbe Form mit willkürlichen, 
etwa coustant zu denkenden Argumenten y geschrieben, was durch 
f^ bezeichnet werden mag; endlich ist 

das Quadrat des in den x linearen Ausdrucks q) = aiay. Man erhält 
daher aus (l): 

Die rechte Seite ist hier ohne Weiteres in Factoren zerfallbar, und 
man hat also: 

/-Z)( 



jl» + M^-f }■{»-(*!/) ^- 



Die Auflösung der Gleichung f^O besteht darin, dass man einen 
ihrer linearen Factoren gleich Null setzt, also entweder 

9 - {xy) J 

und das VerhUltniss der x daraus bestimmt. 

Ist 

f= a„x^^ + 2aiX^x^ + a^x^, 
80 ist 

•P = ("«S. + «1 Vi) ^l + (»1 'Jl + "i Vi) ^2} 

Die Auflösung der Gleichung f= findet man also aus der linea- 
ren Gleichung: 



Kj/i + «I y») ^1 + {«1 !/i + «s !/ J a;^ + (.r, ys - j/i a:;) j/a," - «„ a, = , 
aus welcher folgt: 
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Die Gr5s8en y haben nur scheinbar Einfluss auf den Werth dieses 
AnsdracUs ncd dienen nur dazu, gewissermassen alle Formen gleich- 
zeitig; darzustellen, welche die Auflösung amnnebmeu verm^; jede 
besondere Form derselbea erhält man, indem man den y specielle 
Werthe beilegt. Aber unter diesen Formen ist keine, welche vor der 
andern besondere Vorzöge hat. 

Die geometrische Betrachtung, durch welche diese Auflösung der 
quadratischen Gleichungen interpretirt werden kann, ist folgende. Die 
vier Elemente 

{xy)=fi (der Punkty), 
ip = 0, 

"2 ' 



9+(^ff)j/- 



/-?=«. 



von denen die beiden letzten die Factoren von f geben, bilden ein 
harmonisches System. Indem man also ein beliebiges Element y an- 
nimmt und zu ihm und denen, fttr welche /* verschwindet, das vierte 
harmonische sucht, erhält man das Element ^^0. Legt man diese 
beiden zu Grunde, indem man etwa 

setzt, so gehören die Elemente, für welche /"verschwindet, einer In- 
volution an, welche | = and t] = zu Doppelelemeuten hat (§25.), 
Diesem Dmstaod entspricht es, dass die Gleichung 9> = in die reine 
quadratische 

übei^eht, und indem man 

daraus findet, erhält man das besondere Elementenpaar der Involution, 
ftlr welche das Verschwinden von f eintritt. 

Bei positivem Werthe der Discriminante sind die Wurzeln einer 
quadratischen Gleichung mit reellen Goefficienten conjugiri imaginär, 
bei negativem reell. 

Die binären Formen zweiter Ordnung enthalten nur einen spe- 
ciellen Fall, den nämlich, in welchem die Discriminante verschwindet 
und f ein volles Quadrat wird. FOr die Auflösung tritt dann au SUille 
von /"=0 die lineare Gleichung 9) = 0, deren linke Seite mit /"in 
diesem Falle djirch die Gleichung '^ 

,-^ 

verbunden ist. .^ ^_ 

d fiGoot^lc 
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9 M. CoTU-ianteii und iBTarlantCB der enblsehen Fonneii. 

Eine cubische Form f besitzt nacli § 30. zunächst eine Form 
zweiten Grades in den Coel^cienten , welche zugleich von der zweitett 
Ordamm; ist, die Form 

(1) A = (o6)»a,6,. 

Bedenkt man, daas ans jeder einer Form (n— 1)"' Ordnung zu- 
gehörigen Covarimite oder . loTariante offenbar eine einer Form n*^ 
Ordnung zugehörige Covariante entsteht, indem man jedem Symbol 
entsprechend einen linearen Factor hinzufügt, so erkennt man, daas 
A sich aus der Invariante D der quadratischen Formen unmittelbar 
ableitet, indem man nur die Factoren a^e, b^ derselben hinzusetzt.* 

Bezeichnen wir symbolisch die quadratische Form A durch A«^ 
oder A'J, so hat die dieser zugehörige Invariante, welche zugleich 
Invariante von / ist, zunächst in den Symbolen A die Form 

(2) i!=(ai7.- 

Es ist nach §29. die Discriminante von f. 

Wollen wir in dieselbe die Symbole von f einföhren, so können' 
wir zunächst A' herausschaffen, indem wir davon ausgehen, dass R 
aus A'f^ entsteht, indem man 3, durch Aj, x^ durch — Aj ersetzt. 
Nimmt man nämlich ffir A'«' seinen Ausdruck in den Symbolen von f: 

AV = (a&)*ß-Jx, 
so findet man 

(3) Jt = {a6)*(aA)(&A). 

Will man auch die Symbole A beseitigen, so kann man sich die 
letzte Form von R entstanden denken, indem man in AiA^ fUr 
ij, 3^ die Symbole o^, — o,, fflr y,, y, die Symbole 6,, — b, setzt 
und dann mit (ßb)* mnltipliciri Sdireibt man nun mit Anwendung 
neuer Symbole; 

A,* = (cd)*Cxd„ 

so ist, indem man nach den x differenzirt, mit den y entsprechend 
multiphcirt und die halbe Snmme der Producte nimmt: 
A.,Ai,= i(cd)*(c,d, + (i,c,), 
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was Qbrigena, ds die beiden Tbeile der recbten Seite durcb die tm- 
weaentlicbe VertauBcbniig von e mit d in eiUaader übergeben, und 
also in Wirklichkeit gleich sind, durch 

(4) A.xA, = (cd)*c,d( 

ersetzt werden kann. Man bat also, wenn man nun die oben an- 
gedeuteten Operationen ausßlhrt, eodUch R in den ursprünglichen 
Symbolen ausgedrückt mittelst der Formel: 

(5) R = {aby (cd)» (ac) {bdj. 

Für die Berechnung von R hat die Formel (2) den Vorzug, dass 
man R aus den schon berechneten GoefRcienten von A einfach zu- 
eammeosetzt; aber auch für die theoretische Betrachtung ist der Aus- 
druck (2), welcher sich aus Symbolen einfacher zusammensetzt, wich- 
tiger als (3) und (5). Nicht auf die Endausdrücke durch die Coef- 
ficienten der ursprflnglichrn Form kommt es wesentlich an, sondern 
auf die einfachen und charakteristischen Zusammenhänge der verschie- 
denen Bildungen unter einander. 

Da A nur eine Invariante liefert, so können neue Formen zu- 
nächst nur durch Ueberschiebung von A und f hervorgehen. Es giebt 
solcher Ueberschiebungen zwei. Die erste ist die neue Fonn 

(6) e = (cA)c,*A..* 

Mau drückt sie durch Symbole von f allein aus, indem man wie- 
der von der Formel (4), jetzt in der Gestalt AxA, = (a&)»a«&,, aus- 
geht Setzt man in dieser ^^ = — c,, y, = Cj und multiplicirt mit (rA)^ 
so geht AxA, in Q über; man hat also c' 

(7) Q={ah)\cb)c,'»a^ 

Die zweite Ueberschiebang von f mit A verschwindet identisch 
und giebt dadurch eine charakteristische Eigenschaft von A an. Man 
hat nämlich noch (1) 

(cA)»c, = (o6)ä((tc)(6c)Cx; 
nun ändert aber das Product (aV) {ac) {bc) nur sein Zeichen, wenn 
man c mit a oder b vertauscht; es ist daher auch: 

■ (cA)*c^ = i(ab){ac){bc) \{ab)c,-{cb)a^~-{ac)b^l 
Da nun nach g 15. 1. der eingeklammerte Ausdruck identisch ver- 
schwindet, so hat man den zu beweisenden Satz: 

Die zweite Ueberschiebung von A mit f ver* 
schwindet identisch. 



Ausgeiührt: 

-3(aoO»a,-2o,»rt,-l-a,V)i^iV-(''e''»'-3<>i<»i''i + 2ii«^« " 
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Da ferner jeder symbolische Ausdruck, welcher den symboliscbea 
Factor (cÄ)^ enthült, durch Ueberschiebung der linearen Govanant« 
{cA)* Cx mit anderen Formen entatefat, so verschwindet aoch ein solcher 
Ausdruck immer, und ea gilt der Satz: 

Jeder den symbolischen Factor (cA)' enthaltende 
Ausdruck verschwindet identisch. 
Es wird sich zeigen, dass mit A, H, ^ der Kreis von Bildungen 
überhaupt abgeschlossen ist. 

I K. Die Covariute Q, 

Eine wichtige Eigenscbnfl; der Form Q tritt hervor, wenn man 
ihre erste Polare bildet. Es ist das Symbol Qr durch ' die Formel 
definirt: 

«,' = (cA)c/A„ 
daher hat man 

= (cA))3c/A, + 2c,{c,A.,-CxAb)1. 
Da nun c„ A^ - c, A, = (cA) («ff) [§15. (VII)], so enthält der 
zweite Theil rechts (c A)* als symbolischen Factor und verschwindet 
demnach identisch. Es ist also die erste Polare von Q in der ein- 
fachen symbolischen Form darstellbar: 

(1) «,'(?,=(«A)t.>a,. 

Aus dieser Fonnet flieasen die Ausdrücke der Ueberschiebungcn 
von Q mit f. Die erste ist 

{aQ)a/Qx' = [.cA){aA)cJaJ, oder nach § 15. (IT): 
= i c, a, J (c A)* aj + la A)» c,* - (a c)* £lJ J 
oder endlich, da die ersten beiden Theile rechts identisch ver- 
schwinden : 

(2) {aQ)aJQJ=~\A*. 

Femer ist, indem man in (1) x mit y vertauscht, und a,, — a, 
für y,, y^ setzt, die zweite Ueberschiebong: 

(o Qy o, e. = (c A) (fic)' o, Ar. 
Aber nadi § 34. (4) wird {oc)*a, (cA) aus AVA', erhalten, 
wenn man y, durch Aj, y^ durch ~A, ersetzt. Daher ist: 

(3) (a$)»o,fc = (A'A)A^A', = 0, 

identisch gleich Null, weil es durch die nichtssagende Yertanschung 
von A mit A' das Zeichen ändert. 

Endlich wird die dritte Ceherachi^ung: 

(4) (a«)»=(cA)(<.c)«(aÄ) = ü. ,,[§34.,(3)] 
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Diese Gleichung, zusammen mit (3) giebt den Satz: 

Jede Form, welche den symbolischen Factor 

(aQ)^ hat, besitzt den wirklichen Factor B. 

Denn nach § 31. Satz 6. entsteht jeder solcher Ausdruck durch 

Ueberschiebung anderer Formen Aber solche, welche den symbolischen 

Factor {a Q)* und kein anderes Symbol enthalten, also über (o Q]* a, Qx 

und {aQYi von diesen aber verschwindet die erste, die zweite giebt R. 

Ich bemerke, dase die Formel (2) als Folge eines allgemeinen 

Princips erscheint, wenn man den Satz beweist: 

Die Punctionaldeterminante (erste Ueberschie- 
bung) einer Function mit der Fnnctionaldeter- 
minante zweier anderen ist, wenn alle Formen von 
h&herer als der. ersten Ordnung sind, immer eine 
Summe von Producten niederer Formen. 
Seien, um dies zu beweisen, drei Formen von höherer als der 
ersten Ordnung gegeben: 

7 = 9'", i' = t^', l = U*- 
Die erste Ueberscliiehung der beiden ersten ist 

Q= {9; K-) y,— '*,—> = n,-+—^ 

Daher die erste Polare von Q 

n,-+-> %= J^f_^ ( (m - 1) Vx- V, *-— 
+ (n-l)'P*— 'i*-.'-* *■,},■ 
und also die erste Ueberecbiebang von S mit %, welches die gesuchte 
Form ist: 

NoD ist Dach § 15. (n) 

(«»«*, j) *. fc = 4 1 (T *)' X-' +'» »1' *-■- '"'i' » -'i 

(»V) Wz) <F-lx = ls\(*f)'t''-\ 
daLer, wenn man dies einführt: 

wo <t>, V, X die folgenden zweiten t 

* = «■ !)'♦..— 

(6) 'f = {l«U-' 

X = (»»)■ 5>.- 
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Dies ist die im Satze eprähnte Darstellung. In unserem Falle 
ist /* fitr 9i A für ^, also Q iOi Q, endlicli wieder /* fOr j zu setzen, 
und m = 3, n = 2, p = 3. Es ergiebt sich femer <1> = 0, X = 0, 
V^-Ä, und damit die Formel (2). 

Eine zweite Eigenschaft der Form Q besteht darin, dass ihr 
Quadrat sich durch A, f, R ausdrücken lässt. Da 

e = {fflA)a/A„ 
80 ist 

e»=(«A)(iA'}a.»VA,A',. 

Setzen wir hier zunächst für (ftA") a^ den Ausdruck [§ 15. {!)]: 
{oA')6,-{a6)A'„ 
so zerßillt ^ schon in das Aggregat zweier Producta: 

<? = {fl A) (o AO A, A', a, . f^ (ab) (a A) a, bj A, . A. 
Es ist femer nach § 15. (II): 

(aA)(«A')A.AV=il{aA)"AV^-(aA2^AJ«-^(AA7o.»}, 
wo das von den ersten IjeÖIenGUeijMm rechte herrührende wieder 
identisch Terschwindet, und daher ^C 

(o A) (a A') A, A', o, = - i B . f. 
Endlich, wenn man in 

{a6)(flA)o,J,*A, 
a mit i vertauscht und die halbe Summe beider Ausdrücke setst, 
hat man: 

(ab) (oA) a, V A^= i («6) a, &, A, i(aA} K - (bA) a,\ 
= i{a6)'o*6*.A.* = ^A». 
Die Formel für Q* wird also 
(7) (? = -i|i> + «/"| 

eine Formel, auf welcher, wie man sehen wird, die Auflösung der 
cubiachen Gleichungen beruht, und welche das Quadrat der einzigen 
Form ungeraden Charakters (§ 16.) durch die Formen geraden 
Charakters ausdrückt. 

Auch diese Eigenschaft von Q kann auf eine allgemeine 
;haft des Quadrats einer Functionaldeterminante 
geführt werden. Behalten wir die oben gebrauchten Be- 
llen bei, so ist das Quadrat der Fnuctionaldetermiuante Q von 

n* = {<p-if) 9*""' *.""' ■ (?'>') 9>*'" " ' W"~' ■ 

tzt man {<p' ^t') ^^ durch seinen Werth nach § 15. (1) : 
■ = (<!>' i') i>'x + (* i'') 9* ) 80 zerfSJlt Q^ in die Summe 
raducte : 

D.qit.zeaOvGoOt^lc 
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Q* = A.il>+B.9, 
■WO 

■4 = (9> V) (v» 9'*""' y*'""' *-■' * 

£ = (y ^) (^ts-) ,,,— i ^,— « ^y»-i. 

Man transfonuirt lerner A dorcli die Identität § 15. (II), nach 
welcher : 

iv i') (v' *) Vx 9 * = 4 1 ("p *)' v-"* + (9>' *)' v** - (9 vy tJ i , 

und erhält, indem zwei Glieder ala gleichbedeutend sich zusammen- 
ziehen [vgl. (6)]: 

(8) M = (9>9>79),--''9)x'"-'. 

D^egen vertanscht man in B ij/ mit t^' and ersetzt dann B durch 
die halb» Summe des ursprfloglichen AasdrucliB und des neuen; es 
ist dann: 

= -4 {**-')*«'»"-' *«'— ' • 9' = -4 N 9>, 
WMin 

(9) N = (*i/.Ti/',— '*,'-' 
gesetzt wird. 

JAan hat also endlich 

(10) Q» = -^(M«.»-2Xv^ + N9i*), 

ejne Formel, durch welche daa Quadrat der FunctioDaldeterraiDante 
auf die zweiten Ueberschiebungen M, X, N zurOckgefQhrt wird. 

Ganz ebenso erhält man fBr das Product zweier Functionaldeter- 
minanten die Formel 

(11) Qir = -^\Mjp»-PtX~Ttp» + N<pzi, 
wo 

flPi " ß = (9"C) 9*"-' !(•.-' 

und wo M, P, £, N die folgenden zweiten Deberschiebungen be- 
deuten: 

I Se. Die nBaBweDfeseUte Fnnctlon nf+lQ. 

Aus der Form f können wir, da die Covariante Q ebenfalls von 
der dritten Ordnung ist, eine Schaar von Formen dritter Ordnung, 
»f+X Q bilden. Die gemeinschaftlichen Eigenschaften dieser Schaar, 

I .,1 .1 CnOO^IC 
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welche mit der Auflösung der eubischen Gleichungeo in genauem 
Zusammenhange stehen, sollen jetzt untersncht werden. Es handelt 
sich darato, ^, Q, B {Qi diese zusammengesetzte Function zu bilden, 
AusdrQcIce, welche durch 

A«i, e»i, Ä-i 
bezeichnet werden sollen. Es wird sidi zeigen, dasa diese Formen 
sich aus den uns bereits bekannten zusammensetzen. 

Bezeichnen wir durch a,,, a,, o,, a^ die Coefficienten von f, durch 
"uj "i> "». ^3» ^'^ ""^ Q- ^^ Formen &»i, Q%i, R^i entstehen aus 
A, Q, B, indem man darin die Gr&ssen a,- durch die Grössen 
xdi + iut ersetzt. Daher ist Ä^j von der zweiten, Q^i von der drit- 
ten, Itgi von der vierten Ordnung in x, X. Setzt man 

Q^l = x' Q + x* lQ, + xl>Q, + X^ Q^ 

7i,i = X» fi + xU B, + X» i* ii, + Jc A^ fij + A* B., 

wo die ersten Coefficienten (fllr x = 1 , A = 0) offeübar wieder die 
ursprünglichen Bildungen sind, so werden insbesondere die zweiten 
Coefficienten durch die Formeln (vgl. § 3.) 

A T ^^ 

' öttj 

gegeben. Bezeichnen wir nun durch S ip die Anwendung der Opera- 
tion 1 a^ - — auf irgend eine Form tp, so dasa die obigen Ausdrücke 
dA, SQ, SR sind, und daas allgemein 

Es sollen zuerst die Ausdrücke $A, SQ, 8B untefsucht werden. 
Bemerken wir zu diesem Zwecke Folgendes. Wenn wir auf einen 
in symbolischer. Form gegebenen Ausdruck die Operation S anwen- 
den, so müssen wir den Ausdruck uns in seine wirkliche Form 
gebracht denken und dann die Operation ausführen. Die Differen- 
tiation nach den a aber können wir uns zusammengesetzt denken 
aus der Differentiation nach den verschiedenen Iteihen von a, die aus 
den verschiedenen Sjmbolreihen entspringen. Das GcEummtresultat 
ist die Summe der Ausdrücke, welche die Anwendung der Operation 
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auf die einzelnen Reihen liefert. Da nun jede Reihe linear anffcritt, 
so haben wir, um die einzelnen Ausdrucke zu erhalten, nur eine 
solche Beihe durch die a, d. h. die entsprechenden Symbole durch 
die Symbole von Q zn ersetzen. Es gilt also tblgende Regel: 

Das Resultat der Anwendung der Operation d 

auf einen symbolisch gegebenen Ausdruck q> ist die 

Summe der Ausdrücke, welche man erhält, wenn 

man immer für eines der ursprQnglichen Symbole 

ein Symbol von Q setzt. 

Symmetrisch auftretende Symbole liefern dabei genau dasselbe, 

die Summe der TOn ihnen herrührenden Terme kann daher sofort 

durch ein Vielfaches eines derselben ersetzt werden. 

Der Ausdruck 5/" ist Q selbst. Dagegen findet man nach der 
obigen Regel 

(1) dA = 2{a(?)»o.(?, = 

jsiehe § 35. (3)]. Die Coef^cienten von A also geben, der Operation S 
unterworfen, stets Null; daher kann man auch die Symbole von A, 
wo sie in einer der Operation 6 unterworfenen Form auftreten, un- 
berücksichtigt lassen. So ist denn ohne Weiteres 

(2) SR = 8{AA') = 0. 

Ferner wird 

tf^ = a[(oÄ)a/AJ 

Dies ist die erste Ueberschiehung von Q mit A. Setzt man also 
in den Formeln (5), (6) des vorigen Paragraphen 

fp = f, t = A, x = A, m = 3, « = 2, 
so ist nach den beiden vorigen Paragraphen 

Q = g, * = .B, V = 0, X=0, 
daher: 

(3) SQ = -^Rf. 

Die Functionen f und Q treten also vermöge der Operation d in 
die Wechselbeziehung, dass Sf auf Q, SQ wieder auf f führt 

Nachdem wir nun die Wirkung der Operation d auf alle Formen 
bestimmt haben, finden wir die Formen der zusammengesetzten 
Function x f+ l Q durch ein ein&Äes Verfahren. Sei 91 irgend eine 
Govariante oder Invariante, (i Btafä-GT&d in den Coefficienten von f, 
endlich ^91 eine bekannte Form, Irie wir es nach dem Vorbeigehenden 
für jede ganze Function von /", A, Q, R annehmen dürfen. Schrei- 

^""^- ' ' Google 
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(4) Vxl = V • x" + 9, . x"-' -l + 9, . X"-' K'..., 

80 sind die ersten beiden Coefficienten rechts, tp and' 91,^^9, be- 
kannt, die fibriKen findet man durch ein recurrentos Verfahren. 

Unterwerfen wir nämlich die identische Gleichung (4) der Opera- 
tion d, 80 a-halteu wir: 

(5) ^(p^i_ = ^lp.K'' + S<p^.x''~* l + dipj.xi^-'i.'... . 

Aber ipxX ist eine Function der Grössen xai + Aa^ ; daher hat man 

Da nnn durch die Operation d die Formen f,Qm Q, — -^Z 
übergehen, so hat man 

oai = ttt, öai = ~-^ ai, 
und die obige Formel geht also in folgende Über: 

oder es wird: 



dX 2 



(6) *9)»i = 

An Stelle der Fonnel (5) kann man daher jetzt folgende setzen : 

= *y .x''+*9, .x"-' A + tf9jX»-'A*+..., 
welche sich in das nachstehende System von Formeln auflöst, indem 
man die Coefficienten gleich hoher Potenzen von x und A auf beiden 
Seiten vergleicht: 

91, = dy 

CO u X .0*-!)^ 



Aus diesen Formeln kann man qo,, ip,... successtve berechnen. 
Wenden wir die Formeln (7) auf die Berechnung von A«^ an. 
Das System geht hier, da f* = 3, über in 

i:q,t7edi>G00t^lc 
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SO dasB man Ai = 0, A^ = -^A, und daher die Formel hat: 

(8) a.» = e.A, 



(9) e=«'+^j>. 

Da die Coefßcienten von ^^i sich tob denen von Ä nur am den 
Factor G onterscbeiden , so tritt bei R^it welches eine Function zwei- 
ten Grades in jenen Coef&cietiten ist, das Quadrat von 6 vor, und 
man hat also: 

(10) ü,i=e>.Ji. 

Es bleibt fibrig Q^i zu bestimmen. Man kann dies wieder durch 
die Formeln (7) erreichen; aber es ist kurzer, sich folgender Methode 
zu bedienen. Da Q die CoefGcienten von ^ enthält, ao muss auch 
Qxi den bei A,! auftretenden Factor 6 haben, es muss daher 

sein, und da nach (3) 
so hat man 

odta: 

<>,.=6.(«e-|v> 

Die oben erwähnte Wechselbeziehung zwischen Q und f tritt hier 
noch deutlicher hervor, indem es sich zeigt, dass Q, ftlr Q als Grund- 
form gebildet, wieder / giebt; denn, setzt man x = Q, 1 = 1, so wird 



Man kann in der Formel für ^^i auch den zweiten Factor rechts 
in einen Zusammenhang mit der Form 6 bringen, indem man der 
Formel die Gestalt giebt: 

(11) «—ik^H-'H;- ,. , 

i;q.i..cdi,tjOOi^le 
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Indem wir alle hier gefundenen Formeln vereinigen, 
a,l = 6.A, J!,, = 6'.K 



(12) 






tritt die Wichtigkeit der binüren Form zweiter Ordnung Q(x,X) her- 
vor, von welcher hier allca abhüogt. Wir werdeu dieser Form bei 
der Auflösung der cubiscbcn Gleichungen wieder begegnen. Bemerken 
wir nur, dass die Discriniinante von gleich li, der Discriminante der 
cubiscbea Form iat, sowie ferner, Jaas die Gleichung §35. (7), die 
Relation zwischen y, f, A, It, uun auch unter der Form dargestellt 
werden kann 

(13) . A* = -2QiQ,n. 

Zur algebraischen Definition der hier betrachteten zunammen- 
gesetzten Fuuctionen xf + i.<J füge ich noch den Satz hinzu: 

Die Form x/ + Ay umfasst alle diejenigen For- 
men, und nur diese, für welche A bis auf einen oon- 
stanten Factor eine gegebene quadratische Form ist. 
Dass alle Formen »f-i-XQ bis auf einen constanten Factor die- 
selbe Covariante A haben, zeigt die Formel (8). Daas umgekehrt nur 
Formen xf+XQ eine solche Covariante A ergeben, lehrt folgende 
Betrachtung. Sei 

Da die zweite Ueherschiebung von A sowohl mit / (§ 34.) als 
mit Q verschwindet, wie aus der Anwendung der Operation S auf die 
Gleichuug (cA)*Cj = hervorgeht, so hat man die Relationen: 
a„Pj — 2a^p^ + OjPo =0 
ajii — 2aiPi + "sPo = ^ 

Jede Form dritter Ordnung 93 aber, welche bis auf eine Constante 
dasselbe A liefern soll, muss, wenn nt^, m,, m^, m^ ihre Coefficienten 
sind, die Gleichungen befriedigen: 

ni^p^ — 2 Mip, + m^p,, ~ 

m,p^ — 2m^Pi + ni^p^ = 0. 

Aus diesen Gleichungen im Vergleiche mit den vorigen folgt: 



a, (Tjj «3 
= 0, tt, OL a, =0. 
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Nimmt man also, was, wcna die CoefficientGii von A nicht summt' 
licli verschwiDden, immer erlaubt ist, i^wei der Gleicbungen 

SD, 80 folgen die beidrai anderen, nnd es ist also 

was zu beweisen war. Der Fall, wo A identisch verschwindet, ent- 
zieht sich selbstverständlich der Fassung des obigen Satzes. 



f 87. Beweis, dass das Formen sjstem mit den Formen f, A, Q, B 
ab^MchloHBcn ist. 

Aus den im Vorigen entwickelten Formeln zeigt sich, dass alle 
Ueberschiebungen von f, A, Q üher sich selbst und über einander 
durch f, A, Q, R ausdröckbar sind; denn sie alle sind Glieder von 
AhI, Qii, i^l- Hierauf gestützt, werde ich jetzt beweisen, dass ausser 
ü Oberhaupt keine Invariante, ausser A, ^ keine neuen Covarianten 
von f eiistiren; dass also jede nur denkbare Covariante oder Invariante 
IT von f eine ganze Function von f, A, Q, R ist. 

Dieser Satz ist richtig für die Formen TT, welche in den Coef- 
ficienten von f vom ersten Grade sind. Denn diese enthalten in sym- 
bolischer Darstellung nur ein Symbol, können also von «j* nicht ver- 
schieden sein, so dass f die einzige Forin ersten Grades ist. 

Nehmen wir also an, der äatz sei für alle Formen TT bis zum 
(m— l)*"" Grade einschliesslich bewiesen und zeigen wir, dass er dann 
auch für den m^"" Grad gilt, so ist er überhaupt bewiesen. 

Sei also die allgemeinste Form TT, welche in den Coef£cientea 
von f vom (m— l)"" Grade ist, aus Termen von der Form 

(1) , /«Aßyj'il« 
zusammengesetzt, wo 

(2) a + 2ß + 3y + id = «i-i. 

Die Formen »»*" Grades entstehen, indem wir / ein-, zwei- oder 
dreimal Aber die Formen (m — l)*™ Grades schieben. Da hierbei B 
unverändert bleibt, so geben diejenigen Producte (1), filr welche tf > 0, 
wieder Formen niederen Grades, für welche der Satz schon besteht^ 
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Ea geaflgt also Ös^O zu setzen. Aach kann man 7 = oder y^l 
machen, da Q* durch /, R, A ausdrBckbar ist. 

Schieben wir / einmal über das Product (1), so erhalten wir ganze 
Functionen von f multiplicirt mit ersten Ueberschiebungen von f über 
/", A, y, also nichts Neues. 

Schieben wir f zweimal Ober (1) , indem wir den Process der Üeber- 
schiebung immer, wie in §30., durch eine DifFerentiations- Operation 
ersetzen, so erhalten wir theils Glieder, in denen Producte der f, A, Q 
mit zweiten üeberschiebungen ■ von f ttber /", A, $ multiplicirt sind, 
Uieils Terme der Form 

in denen ip, ^ iigend welche der Formen f, A, Q bedeuten. Die 
Terme erster Art fOhren auf niedere, also bekannte. Formen, die 
Terme letzter Art aber wQrden auf Neues führen können, wenn das 
Product (1) nur aus den Factoren ip, V bestanden hätte, sind also 
in diesem Fall zu untersuchen; in allen anderen Füllen würde (3) 
von niedererm Grade als (1) sein, mithin als durch f, A, Q, R aua- 
drückbar angesehen werden. 

Wenden wir aber auf (3) die Formel 

(4) (9 a) {t a) ?>* V-« = i t (9 »)* "C*' + (* «)* 9'' - (.9 *)* "'' t 
an, 80 geht (3) in das Product von 

mit Formen niederen Grades über, zerlegt sich also in lauter Theile, 
welche als bekannt angesehen werden. 

Schieben wir f dreimal über (1), so erbalten wir zum Theil Terme, 
welche aus Factoren f, A, Q und aus dritten üeberschiebungen von 
f mit f A, Q, also aus Bekanntem, besteben; theils Terme, die ausser 
f, A, Q noch Ausdrücke der Form 

(5) {ipay{to)<p.'--'i'.'-' 

(6) (y «) (*«) da) 9>»—' '('*'-' 2*'-' . 

enthalten, wo wieder 9), V, Z irgend welche der Formen f, A, Q sind. 
In dem Falle, wo q» . tf- das ganze Product (m-«!)'" Grades bildete, ist (5) 
zu untersuchen; in dem Falle, wo fp-^-X ^^ Product {m — l)"" Gra- 
des war, wird die Betrachtung von (6) nöthig. Aber (6) reducirt sich 
sofort mit Hilfe der Gleichung (4) auf ein Aggregat von Producten 
niederer Formen, kann also nichts Neues geben. 

Der Ausdruck (5) bleibt übrig. Er verschwindet, wenn <p=A, 
wegen des symbolischen Factors (« Af (§34.); wenn v = f, geht er in 
(«6)»(l/'a)6,*^-i = C(l'A)i(-,P-'A,, 



zweiter, dritter nnd vierter Ordnnng. — §§37, 38. 127 

&1bo in Bekanntes Über; wenn endlich ^=.Qj so ist der Ausdruck nach 
§ 36. das Product von B, mit einer niederen, also bekannten Form. 

Hiermit ist der geforderte Beweis YoUständig geliefert, nnd wir 
können den Satz aussprechen : 

Die Form dritter Ordnung ergiebt keine Cova- 
rianten ausser A, Q, and keine Invarianten ausser R. 



% 88. AuflSsnas der cnbliehon Olelcbnaffea. 
Schreiben wir die Gleichung § 35, (7) in der Form 



=-|«+^/-f!j*-^/=||, 



so haben wir links den Cubus einer Form zweiten Grades, recht« das 
Product zweier cubischen Formen. Im Allgemeinen haben nun die 
letzteren keinen Factor gemein, wie jedes Zahlenbeispiel lehrt Daher 
mnss jeder der cubischen AusdrQcke rechts an und fQr sich ein voll- 
ständiger Cubus sein, A. h. man mnss zwei lineare Functionen %, ij 
so bestimmen k&naeu, dass 






Die Functionen %, ij sind hierdurch bis auf dritte Wurzeln der 
Einheit völlig bestimmt. Wenn eine cubische Form gegeben ist. von 
welcher man weiss, dass sie der Cubus einer linearen Function ist: 
a^x^ ■\■Za^x^x^ -\-ZajX^x^ + a^x^ = (o,a:, + a^a;,)*, 

so findet man die Coefficienten der linearen Function, indem man 
beiderseits die Coefficienten einander gleich setzt: 

o,* Oj = a, 

ö, ö,* = «, 

V = «8- 

Man erhält a, durch die Cubikworzel aus a^, dann a^ rationtJ 

durch diese und «^-ausgedruckt ; die übrigen Gleichungen mQssen dann 

von selbst erfüllt sein. 

Hat man die beiden linearen Functionen |, ij ans (3) beatimmt, 
so folgt, indem man alles durch diese ausdrückt: ,-> ■ 

Google 
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A = -2g,). ■ 

Bei der Darstellung von A ist eine Cubikwurzel zu ziehen, and 
daher kSunte eine dritte Wüizel der Einheit rechts «la Factor hinzu- 
gefügt werden; indessen kann man sie ersparen, indem man die bni 
der Bestimmung von ij auftretende Cubikwurzel gehSrig bestimmt 
denkt; die bei | suftret^ide ist dann immer noch beliebig, aber auf 
diese Darstellungen ohne Einflnss. 

Die Gleichungen (3) geben sofort die Lösung der cubischen Gleich- 
ung /*= 0, sobald nur R von Null verschieden ist. Denn diese Gleich- 
ung kann dann ersetzt werden durch die Gleichung 

o=/-^^-(e-?)(s-.i)(i-.'i), 

vo t eine imaginSre Cubikwurzel der Einheit bedeutet: 

'- 2 • ' ™ 2 

Die drei Wurzeln der cubischen Gleichung f = findet man aus 
den drei linearen Gleichungen 

i- >1 = 
I-.11-0 

und /'ist durch die folgende Identität in seine drei Factoren zerlegt: 



Q+tP 



y-'4 ,ye-r/-f 



:^-/ 



Mau siebt, dass die Auflösung der cubischen Gleichung sich we- 
sentlich auf die Aufsuchung der linearen Factoren der quadratischen 
Form A stützt oder auf die Zerlegung von A^ in seine cubischen 
Factoren, d. h, auf die Auflösung der Gleichung 

i:q,t7edi>G00t^lc 
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weiche keine andere ist als 

Die Form 6 giebt also, gleich Null gesetzt, die quadratische Re- 
solvente der cubischen Gleichung. 

Sind die Coefficienten von /"reell und B negativ, so sind 6, rj 
reell, also von den drei linearen Factoren von /"einer reell, die an- 
deren, wegen t und £*, conjugirt und imaginär. Wenn dagegen R 
positiv ist, so werden i und i] selbst conjugirt imagii^, etwa 

i^p + qj/^, n=p-iV^^, 

und die linearen Factoren von fl/ — n- werden also die Factoren von 

(1) + 9 /=^)^ - tj> - 2 )/^ = 2 /^^ 13p'ff- 3»! , 
also {abgesehen von dem Factor fZ—X) gleich q, pj/3 + (/, pY^—q, 
mithin reell. Bei reellen Coefficienten hat also die cubische 
Gleichung drei reelle Wurzeln bei positivem, nur eine bei 
negativem R. — 

Die Gleichungen (3) liefern zugleich die Lösung des ganzen Sj- 
atems von cubischen Gleichungen, welches in der Form 

enthalten ist. Denn aus (3) hat man 



w 



./•+A®/^-P(«+j/^)-V(«-^/-|)i 



80 daas die Wurzeln dieser allgemeineren Gleichung aus den drei 
linearen Gleichungen gefunden werden: 



Ist R von Null verschieden, so sind auch die Factoren von A, 
also 6, 1) verschieden; mithin auch die Factoren von f. 

Ist dagegen }i-=0, so hat man | = t?, und A wird ein volles 
Quadrat, während nach (3) Q dem Cubus desselben linearen Ausdrucks 

proportional wird, so dass ^ diesen Ausdruck selbst, bis auf einen 
Constanten Factor, darstellt. 

Setzen wir in diesem Falle: r^ -*r^il:> 

Clalitcb, TliMtia doi bluiren ■Igelii. Fotmin. y O 
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80 dasB Ä für a;i = 6i, «, — 1» doppelt verschwindet. Nun liefert das 
identische Verschwinden der zweiten Ueberschiebung von f mit A: 

die beiden Relationen: ^ r^ m , -» < -\ 

oder, indem man für die p ihre Werthe aus (5) 

einsetzt : 

0=(a.|,' + 2»,S,|, + »,MI. = i(|^)_^^ o 

= (o,S,>+2»,|,6. + »!8>') 6i- i (i^)„(- 

Folglich hat in diesem Falle die Gleichung. f= einen Doppel- 
factor, was mit der Natur von R als Discriminante fibereinstimmt, 
und zwar ist dieser Doppel factor 

Dieser Factor, den man durch die Gleichung ^ =0 direct findet, 

ist zugleich Doppelfactor von f nnd A, dreifacher Factor von Q. 

Den ungleichen Factor von f findet man , indem man f durch A 
dividirt, also die ungleiche Wurzel der cubischen Gleichung f= aus 
der linearen Gleichung 

Man bemerkt, dass die Wurzeln von f hier durch blose Division, 
ohne Wurzelziehen, gefunden werden. 

Diese Betrachtung erleidet nur dann eine Ausnahme, wenn A 
identisch, d. h. mit allen seinen Coefficienten verschwindet. Dann ist: 

(7.g£Zj — flj* =0 

flprtj— fl,(ij = 

«!»»-< =0- 

Diese Gleichungen kann man durch die folgenden ersetzen: 



} giebt also zwei solche Grössen |, , ^, dass 
o, = S,'. 
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Man hat dann 

die gegebene Form ist also in diesem Falle ein vollstündiger Cubus, 
und dos Verschwinden der Coefficienten von A^ iBt die Bedingung, 
unter welcher dies eintritt. Denn da in diesem Falle die symbolischen 
Coefticienten von f zugleich «Is wirkliche Grossen angesehen werden 
können, so ist in dem vorliegenden Falle auch immer 

A=(j{)"y=o. 



I S9. fleometrlsehe iBlerpretatlon der cablichen formen. 

Durch die Gleichung 

xf+XQ = 

bestimmen sich drei Elemente, welche ich ein Tripel nennen will. 
Den verschiedenen Werthen von x, A entspricht eine einfach unend- 
liche Reihe von Tripeln, dergestalt, dass jedes Element Überhaupt 
nur einem Tripel angehören kann; denn soll xf+XQ fiir ein ge- 
wisses Element verschwinden, so bestimmt sich der Werth von -r-, 

also das betreffende Tripel , völlig ans der Gleichung xf+ IQ = 0, 
welches für die jenem Elemente zugehörige x bestehen ronss. 

Sucht man diejenigen Tripel, bei denen zwei ihrer Elemente zu- 
sammenfallen, so muss man y aus der Gleichung bestimmen: 

Nehmen wir an, es verschwinde B nicht; dann tritt dieser Fall 
nur ein, sobald 3 verschwindet, d. h. bei 

|-±/=|- . 

Stellen wir die Tripelschaar nach § 38, (4) in 6 und tj dar: 

(.+yI|)p_(._yi|)^_o, 

so zeigt sich, dass in diesen Füllen die Gleichung des Tripels in ^^i= 
oder t^~0 Übergeht, d.h. dass alle drei Elemente des Tripels zu- 
sammenfallen. Man hat also den Satz: 

In der Tripelschaar kommen nur zwei Tripel 
vor, bei welchen Elemente zusammenfallen; es fal- 
len dann jedesmal alle drei zusammen, und zwar 
geschieht dieses bei den Yerschwindnngselementen 
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Die Verschwindungselemente von A sind durch 1=0, ij = 
■gegeben, die einee Tripels durch 






Diese f^nf Elemente bilden ein eigenthümliches System, welches 
icb als cjclisch-projectivisch bezeichnen will.* Unter diesem 
Namen verstehe ich ein System, welches, indnn man gewisse zwei 
Elemente festhält, die fibrigen aber cyclisch permntirt, stets Sy- 
steme erzeugt, welche dem ursprünglichen projectivisch sind. Halten 
wir die Elemente 1 = und t)^0 fest, so bilden die Elementepaare, 
welche durch cyclische Vertauschung der Tripelelemente aas einander 
hervorgehen , 

1. % — ari =0 % — aBi\='0 * 

2. l-aei} =0 |-o*'i) = 

3. |-cj*i) = l-aij =0 

in der That mit den beiden festen Elementen zusammen immer das- 
selbe Doppelverhältoiss £. Die drei Punktreihen 

1. 1 = %-aii =0 l-aB-q =0 |-a£*i) = i) = 
2.1 = l~atii=0 |-o«'ij = g-aij =0 ij = 
3. 6=0 |-at«i? = l-ari =0 |-afij=0 g)=0 



* AUgemein veratehe ich unter cycliBch-projectiviBchen Elementen n Elemente 
Et, Ei...E., welche zu zwei anderen, A, B, bo liegen, daaa die Reihen 

Ä, E,', Et...E^; B 
projoctiviBch sind. Ea mfissen dann die Doppelverh&ltnieae 
A, E„ E,, B 
A,Et,E„B 

H&mmtlich einander gleich werden. Bezeichnet man den gemeinsamen Werth die- 
ser Doppelverhältnisse durch a, durch pi, j>t...p. die Abatandaverhältnisne der 
Elemente £,, Ef.E^ von A, B, so hat man die Gleichungen 

Pi = «Pi 

Pt = «Pt 

daher, wenn man alle Gleichungen multiplicirt und durch p,.pt...pt dividirt: 
o- = l. 
Eh musB daher a eine imaginäre n** Wurzel aus 1 sein, und man hat dann 

Pi:pi...:pm=l:a...if-'. 
Die Gruppe der cyclisch- projectivischen Element« entspricht also genau den 
r> Wertben, welche die n** Wurzel einer Zahl zoiawt. 

I ,1 I Goot^lc 



zweiter, dritter und vierter Ordnung. — § 39. 133 

sind also einander projectivisch, nnd die Elemente einander zugeord- 
net, wie sie hier unter einander stehen. Ich drücke dies durch den 
Satz aus: 

Die Elemente eines Tripels bilden mit den Ver- 
scbwindnngselementen von A ein cyclisch-projec- 
tivisches System. 
Betrachten wir nun ein zweites Tripel, för welches an Stelle der 
oben durch a bezeichneten Grösse der Ausdruck 






'y-f 



/-i 



tritt. Die Elemente 

welche zwei verschiedenen Tripeln angehören, haben mit den Ver- 
scbwindungspunkten von A zusammen ein Doppelverl^tuiss — . Die- 
ses Doppelverhältniss ändert sich nur um eine dritte Wur- 
zel der Einheit, wenn man zu anderen Elementen dersel- 
ben Tripel übergeht; nnd zwar kann man sich bei beliebi- 
ger Anordnung des ersten Tripels die Elemente des zwei- 
,ten so geordnet denken, dass das Doppelverh&ltniss un- 
geändert bleibt, wenn man die Elemente beider Tripel 
um gleichviel Stellen cjcliscb versetzt. 

Man kann denmach sich die Tripelschaar in drei projecti- 
vische Reihen aufgelöst denken, welche durch die Gleichungen 

l-at} =0 

i — sarj =0 

repräsentirt werden und bei welchen entsprechende Elemente durch 
denselben Werth von o reprfisentirt sind (vergl. § 25.). Diese projec- 
tivischen Keihen haben paarweise Doppelelemente gemein, und alle 
diese fallen in die Verschwindungselemente von A. 

Je zwei Tripel sind durch die charakteristische Constante -^ ver- 
bunden, welche immer dieselbe bleibt, welche Elemente der Tripel 
mau auch mit 6 = 0, i) = zur Herstellung des Doppelverhältnisses 
verbinde. Ein besonders bemerkenswerther Werth dieser Couatante 
ist —1, wo dann das Doppelverhältniss selbst — 1, — « oder — *' ist, 
so dass in solchem Falle zwei Elemente der Tripel mit den Verschwin- 
dungspunkten von A theils harmonisch, theila äquianharmouisch lie- 
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gen (§21.). Ich will diesen Fall kurz dadurch bezeichnen, dasa ich 
a^e, die Tripel liegen harmouiBch. Um dies auszudrücken, setzt man 

-y ^ — 1 , also 



^y-1 



iBt also das ursprüngliche Tripel 
so ist das zugehörige harmonische: 

Die linke Seite dieser Gleichung ist nichts anderes als Qg^. Daher 
wird die Beziehung zwischen den beiden Tripeln eine wechselsei- 
tige und man kann den Satz aussprechen: 

Die Paare xf-\-X Q = 0, Q%l=0 liegen harmonisch 
und sind die einzigen Systeme harmonischer Tripel. 

Wenn B = 0, so fallen die Verschwindungselemente von A zusam- 
men ; mit ihnen vereinigen sich auch sämmtliche Elemente des Tripels 
Q = 0; die Reihe ttf-\-i,QsxQ besteht nicht mehr aus einer Schaar 
von Tripeln, sondern aus einem festen Doppelelement und einer ein- 
fachen Punktreihe. Ist endlich A mit allen seinen Coefäcieuten iden- 
tisch Null, 80 entsteht Überhaupt keine Reihe mehr; Q verschwindet 
identisch, und f=0 giebt ein dreifaches Elemeut 



% 10. Farmen Tterter Ordnnnir. 
Die Form vierter Ordnung werde symbolisch durch 
/■=«/ = V... 
dargestellt. Sie giebt durch Ueberschiebung Ober sich selbst zu den 
beiden Formen 
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VeraDlassong, von tjeneii die eretere, H, wieder von der vierten 
Ordnung, die zweite, i, eine Invariante ist.* 

Um die Ueberschiebungen von f über H zu untersuchen, bilden 
wir zunächst die Polaren von H, Die erste ist 

BJ H,==^(aby {a/ K 6, + o- Oj ^'^ > 
oder da die beiden Theile der rechten Seite sich nur durch Ver- 
tauscbuQg von a mit h unterscheiden und demnach identisch sind: 
(1) H/Hy = {aJ)YaJh,b^. 

Die zweite Polare wird; 

i/,* ify* = i (o W {«.t* W + 2 a, flj 6, 6y | 

Nun ist nach § 15. (VII): 

a:,h,-h:,ay = {ah){xy); 
also 

(a h)- tti 6, («j 6, — hl a-g) = (a 6)* o^ ft, . (xy). 

Vertauscht man aber in («6)*nj&y die Symbole o nud 6, und 
set/.t tiir den ursprDDglicben Ausdruck die Hälfte seiner Summe mit 
dem neu gebildeten, so wird 

(rt ly a^ b, . {xij) = J (a bf (ö, &y — b^ og) (xy) 
= i{abyixyy^^{xyr, 
und der nymbulische Ausdruck für die zweite Polare von H ist ulao: 



(2) H.' H,< = (a S)' a.< h,< - j (X0, 



eine Formel, welche auch aus den allgemeinen Formeln am Ende des 
§ 8. folgt, wenn man darin /'durch {abyai^b^^ ersetzt. 

Die dritte und vierte Polare entsteht aus der ersten und aus H 
selbst, indem man die y mit den x vertauscht. 

Ersetzen wir nun in den Polaren y^, y, durch —c^, c,, und raul- 
tipliciren jedesmal mit der betreffenden Potenz von c,, so erhalten 
wir die folgenden Ueberschiebungen von H mit f: 

* Ist 

= 2 ( (Oo 1, - a,*) a;,' + 2 (a, a,*- o, o,) Xi' Ji + (a« o, + 2 a, «, - 3 a,*) «.»a:,» 
+ 3 (a, »4 - o, o.) », «,' + (o, a, - o,») a^*! 
i = 2Kfl,-4a,o, + 3a,'). 
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(3) I=(cB)c,'H,' =(a}ifii:V,a.'b,c,'=T.' 

(4) {cirfc.'B.' = {alf{ac)n.'c.'-^f 

(5) {oSfc.H.={ahf{ea)'lfl')h.c, 
7(6) i~(fHr -(o5)>(ac)'{6c)'. 

Von diesen' Bildungen geben nur die Formeln (3) und (6) neue 
Formen, eine Form' ö*"' Ordnung, Functionaldeterminante von f und 
H, und eine Invariante j; beide dritten Grades in den Coefficienten.' 

Die dritte Ueberschiebnng von c mit ZT verschwindet 
identisch, wie ^lan aus (5) sofort sieht; denn die rechte Seite von 
(5) ändert ihr Zeichen durch die unwesentliche Vertauechung von 
h mit c. 

Dagegen drOckt sich die zweite Ueberachiebung (4) 
durch die andern Formen aus. Lässt man nämlich in die 
Formel (IH) § 15. o, h, c Symbole einer biquadratischen Form f be- 
deuten, und zieht gleichbedeutende Terme zusammen, so erhält man: 

(7) {a hf iacf bj c,' = i o,* {bc)* = ^if. 

Die Formel (4) geht daher sofort in die folgende ober: 

(8) icff)UJE.» = ^f, 

eine Formel, von welcher weiterbin Gebrauch zu machen sein wird. 

Man kann aus den obigen Formeln folgende Sätze ableiten, deren 
wir uns später bedienen weiden: 

1. Eine Form, welche den symbolischen Factor 
{ab)* hat, besteht theils aus Ueberschiebungeu vou 
H mit Formen niedern Grades, theils aus Gliedern, 
welche den wirklichen Factor t besitzen. 

2. Eine Form, welcb^ den symbolischen Factor 
(flÄ)* hat, besitzt immer den wirklichen Factor i. 

3. Eine Form, welche den symbolischen Factor 
{aBy hat, zerfällt iuTheile, die entweder den wirk- 
lichen Factor i, oder den wirklichen Factor _;' haben. 



* Ausgeführt; 

(Oo* Ol — 3 Od a, a, + 2ai')3:,' + (Oi('oi-f-2ooa, Oj-anoOi' + öai'ai)«!'^ 
SlonO) 0| — ado"! ''i + 3nt*ai)3:|'i('-l-10(rti*a, — no«j')x.'*.' 
*,0(a4+3o,(i,Oi — 2a|aj')a;,'j,* + (0a,a,' — ai'oo — a 
o, »4 — a, 04' — 2 Oj') «,'. 

0, O] = 6 I Dg o, a4 + 2 a, Dt Oj — dt' ~ Oo dg* — O)' Ol t- 



5(— aoO(a4+3o,Ot04 — 2a|i'j')^,'j«* + (0a4ai' — "('oo — aaiOjOi— 6(i,'ai)j;|X^' 
n d, o, »4 — a, 04' — 2 Oj') «,'. 
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4. Eine Form, welche den syiuboli scheu Factor 
(afl)* hat, besitzt den wirklichen Factor j. 
Diese Sütze folgen sofort mit Hülfe des Satzes 6. § 3^. Deun 
von nichtversch windenden Formen enthalten kein anderes Symbol 
und den symbolischen Factor 

(ab)* nor H und i, 
(ab)^ nur i, 



{a By nur j. 
Die hier entwickelten Formen f, JS, T, i, j sind die einzigen, 
welche in der Theorie der b {quadratischen Formen auftreten, wie 
weiter unten bewiesen werden soll. 



I 41. Die sn^auBieiigegetite Function if+l IT. 

In ähnlicher Weise wie bei den Formen dritter Ordnung die 
cubische Covariante Q zur Bildung der zusamnieugesetzten Function 
xf+XQ ftlhrte, ist es hier die biqnadratische Covariante H, welche 
mit f zusammen eine zusammengesetzte Form xf+XH begründet, 
deren Covariant-en und Invarianten 

jetzt untersucht werden sollen. 

Bezeichnen wir durch a^ bis a^ die CoefBcieuten yon f, durch ff^ 
bis «4 die von H, Durch iStp bezeichnen wir hier die auf eine Co- 
variante oder Invariante anzuwendende Operation 

Es sollen zunächst, ganz analog der in §36. angewandten Me- 
thode, die Ausdrücke SB, Si, Sj gebildet werden. Nach den a. a. 0. 
entwickelten Regeln erhält man: 
(1, Sa=2^eHfe.>H.'=^^f 1140.(8).) 

ai = HcH)'-2j. ■ [8*1.(6).] 

Ferner ist, indem mEin die Formel für SH benutzt: 



-1 + {H-Hf. 
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Den Werth von (Ä^'if)^ = ta erhält man, wenn man in der 
Formel 

för Xif Xf die Symbole H^, — fl, setzt. Daher wird 
Aber diese Bildung entsteht wieder aus § 40. (8): 

wenn man a;,, x^ durch fc,, —6, ersetzt. Es ist also 

und somit endlich 

(2) «J = |. 

Die Form if steht, wie früher Q, mit der Grundform in 
einer Art von ReciprocitiitsverhÜltniss, indem Sfaui IT, 3 fi^ wieder 
auf f ftihrt. Man kann nun die in § 36. zur Berechnimg Ton ^xx 
angegebene Formel hier ohne Weiteres anwenden, nur dass an Stelle 

des dort auftretenden Factors — ^ , welcher S Q von / unterschied, 

hier der Factor -5^ auftritt, um welchen nach (1) ffHvon /"verschieden 

ist. Wenn also 9 eine Covariante oder Invariante p'»" Grades in den 
Coefficienten bedeutet, so ist 

91^ i =. 9) . X» + 9)1 . x^- ' A + 9), . x^-^ i* + . . ., 
und zugleich: 

Führt man also die Differentialquotienten von tp^i ein, so erhält 
man, wie a. a. 0., durch Ver gl eichung der Coefficienten die Formeln, 
welche zur successiven Berechnung von qo^, tp^ . . . dienen: 



4 OD . = d Ol 
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Wenden wir diese Formeln auf H an, wo ^ = 2. Das obige For- 
mebystem giebt: 

2»r 



und da 

so hat man 

(3) H, = i(2jf-iH). 
Der Ausdruck tob H^i wird also: 

Dieser Ausdruck stellt sich übersichtlicher dar, wenn man die 
cubische Form Q (x , A) durch die Gleichung 

(4) a=<t'-jx>.'-lp 

einfahrt; mit Hülfe derselben verwandelt die Darstellung von Hti sich 
in folgende: 

Nachdem diese Formel einmal gewonnen ist, braucht man für 
die anderen Bildungen nun nicht mehr denselben Weg einzuschlagen, 
sondeni kann sie direct aus der Formel (5) entwickeln. Was zu- 
nächst Tgi angeht, so ist seiner Entstehung nach 
rjxf+AH) dH.i 

_, *dx^'^ dXy ei 'ex, ex dx, 

i ^dx^"^ dXi 81 Zx^"^ dx 



T.X=^ 





dQ 




df df 




—u 




8Xi dx^ 


X 


BQ 




PH fH 




öx 




fX, CX.^ 



1 

^3.16 



Die Form T, für die zusammengesetzte Function gebildet, ist 
also der für die einfache Function gebildeten bis auf den Factor 
Q gleich: 
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Zur Ableitung der Formela für (Vj und j»i kann m&Q sich eines 
allgememeren Verfahrens bedienen, welches auf folgender Betrachtung 
beruht 

Sei tp irgend eine Covariante oder Invariante, 7.1 und {Sip)gi das- 
jenige, was aus ip und S<p entsteht, wenn man diese Formen fUr die 
zusammengesetzte Function x/'-f-<l .ff bildet Es ist dann, um {S^)^i 
zu bilden, nüthig, die Differentialquotienten von <p^i nach den Coef- 
ficieuten der zusammengesetzten Function mit den entsprechenden 
Coefficienten von H^^ zu multiplicirea und die Summe aller solcher 
Producte zu bilden. Aber die Coefficienten von H^i sind die Äus- 
dröeke 

daher hat man 

/rQ fB \ 



C) 






an ^<p^^ gn g 

ix gX H 



MaD erhält also den Ausdruck von «y 91 für die zusammen- 
gesetzte Fuuction, wenn man die Functionaldeterminante 
von Q und ip durch 3 dividirt. 

Setzen wir tp = H, so wird nach (1) d<p = -^f. Daher ist aus (7) : 



.„(»/■+ AS). 



?ß fÄJ 



Fahrt man hier iüT Hgi seinen Werth ein, und dröclit die ersten 
Differentialquotienten von Q durch die zweiten aus, so hat man: 



..1 (»/■+* ff) = J 



exu^ ex 



X a 

X -f 



i den Factor x/'+ AH beiderseits auslässt: 
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gxPl 


8^Q 

dxdx 


8X^ 



(8) i.l = -t 



Betracfaten wir nun ß als binäre Form dritter Ordnung in x, X, 
und bezeichnen durch A^ die ihr zugehörige Form A, so kann man 
dieser Gleichung auch die Form geben: 
(9) 4l = -3Aa. 

Endlich haben wir, um j,i «u bilden, nur die Formel (7) wieder 
anzuwenden, indem wir ip = i,^ also d<fi = 2j setzen. £a ist daraus: 

j'i— t\g^ gl gl g„j > 

oder nacb (9); 

80 e^a «0 *^a 






.und wenn wir nun auch ^a ähnlich wie oben A^ einfahren: 

(10) >i = -3ea. 
Ans der Gleichung (7) § 35. 

C--i(A- + Kn 
folgt noch, dasa eine gewisse Verbindung von t und j besonders ein- 
fache Eigenschaften besitzt; es ist die, welche B,^ wird. Man hat 
nämlich aus (10) 

(11) Aa=-iji«'+2i«i+|i'j, 
daher 

(12) Ji«=A(«'-6j')- 

Dieser Ausdruck, welcher bis auf einen ZahIenfa(!tor mit dem in 
§39. gefundenen Obereinstimmt, kann als die Oiscriminaute von/' 
betrachtet werden. 



* Aiuger«chiiet: 
•* AoHgerechnet: 
daher insbesondere für k = 0, 1 = 1: 

/»4-Ä ('»'S»"- ,, , 
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Setzt man die Werthe vou ^^ (10), A^ (9), Ba (12) durch 
jxl, ül ausgedrückt in die Relation zwischen Qq, ü^, Aq, Q, so 
ergiebt sich 

(13) t\l - 6.f ,i = Q» (i» - 6 ja). 

Die Verbindung i* — 6^' theilt also mit T die Eigenschaft, sich 
bis auf einen Factor zu reproduciren , wenn man sie für die zusam- 
mengesetzte Function bildet. 

Die Formeln 

(14) i«l = -3Aa 

umfassen die ganze Theorie der zusammengesetzten Function xf+XH. 



8 «. Die Form T. 

Wie bei den cubischen Formen das Quadrat von Q, so drückt 
sich hier das Quadrat von T durch die fibrigen Formen aus, also 
wieder das Quadrat der einzigen Form ungeraden Charakters (§ 16.) 
durch die Formen geraden Charakters. 

Man bedient sich, um diese Formel herzustellen, der Formel 
§ 35. (10) , durch weiche äaa Quadrat der Functionaldeterminante zweier 
Formen auf die zweiten Ueberschiebungen derselben Ober sich selbst 
und über einander zurQckgefUhrt ist. Nach jener Formel hat man für 
unsern Fall: 
3^ = - i I H^ . {abyajbj - 2 Hf. {HayHJa^' + p . {HHJH^HJ*). 

Von den drei hier auftretenden Bildungen ist die erste H selbst; 
die zweite ist nach § 40. (8) gleich ^ f. Die letzte endlich ist die 
entsteht aus H^i, wenn mau 



'orm 


H 


für 


H 


selbst 


gebildet; 


= 0; 


, >.= 


= 1 


set^t 


. Da 

i 


öS 



4*' 
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und indem maii dies in die Formel fUr T^ einführt, findet man: 

Der eingeklammerte Theil rechts geht aus der Formel tVir Q: 

hervor, indem man x = H, A = — /"setzt. Man kann also das' Quadrat 
von T durch die Function Q ausdrücken mittelst der Formel : 

(1) T^ = -^Q{H,-r)- 

Ich knüpfe hieran die Bestimmung der üeberschiebungen von T 
mit f und H. Man braucht übrigens nur erstere zu berechnen, und 
erhält dann die letztern durch die Operation S, indem man beachtet, 
dass dT^=f}, dass also die Coefficienten von T dieser Operation 
nicht unterworfen zu werden brauchen. 

Die erste Ueberschiebung von T über f und H lässt sieb auf 
mannigfache Weise ermitteln. Um den Zusammenhang des Resultats 
mit anderen Bildungen ku übersehen, geht man am Beaten von der 
Gleichung (1) aus, welche T^ durch /'und H ausdrückt: 

T'=-4 0(if, -/•)=-* Ja'- 4 Jfr+ifij. 

Indem man f oder H einmal Über diese "Gleichung schiebt, hat man: 
T . [HTj H.' T,' = 



also indem man den Factor T beiderseits auslässt; 

Die Darstellung der übrigen Üeberschiebungen von f und H mit 
T knüpft man am Beaten an die Entwickelung der Covariaute mit 
zwei Reihen von Veränderlichen 
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an. Mach der Tafel des § 8. hat mau fOr diese die nach Potenzen 
von [xy) fortschreitende Reihe: 

(3) aJ'H,*^a^*H.* = J*v + 2{xy)^tl>+\?(xyfJ'X 

+ i{xyfJ^-V\{xyfa. 
Die Formen ip, t^, %, &, et entateben aus der links befindlichen 
Form, indem man dieselbe 0, 1, 2, S, 4 mal der Operation Sl (§6.) 
unterwirft, und dann die y gleich den x setzt. Durch Anwendung 
der Operation Sl ergeben sich die Bildungen 

«/ H^' - 0/ fi,* ; {n H) («,» H^» + o/ Ä,') ; 

Man erhält also, indem man die y den x gleichsetzt: 
^ = 0, i>^2T, x = Q, * = 0, a=Ü, 
und es entsteht somit aus (3) die bemerkenswerthe Gleichung: 

(4) a^* Sg* - a/ H,* = 4 (xy) . TJ 3",'. 

Differenzirt mau diese Gleichung nach den y und multipHcirt mit 
den X, so ergeben sich daraus weiter die Gleichungen: 

(5) Hv'S, aJ--H^*a,^a^ ==5{xy)TJTy^ 

(6) Hg* UJ aj - HJ" o/ a,« = 2 {xy) TJ- T^,. 

Setzt man nun in (6) y^ — h^, j/j = — i^, so erhält man nochmals 
die erste Gleichung (2); ebenso aber erhält man aus (5) und (4) die 
Gleichungen : 

und indem man diese Gleichungen der Operation S unterwirft: 
{HTyHJT,* = 

Endlich hat man, da T^{aS)a/HJ ist, für die vierte Uebei*- 
schiebung von f mit T einen Ausdruck, welcher aus den folgenden 
Theilen besteht: 

{aS)(bH} {abfM,^ 
(aH)(bH)^ab) aj 
{aH){bHf{ahya^H^. 
Alle diese Theile verschwinden; der erste, weil er durch Ver- 
tanachung von a mit h das Zeichen ändert; der zweite als die zweite 
Ueherschiebung von f Über die verschwindende Covoriante 
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der ilrittc uIh iIHIIp lifbprsirhipbiinß von H nliT ("'»}^"j*''.r*, «lao 
flbr^r »ich Rpllist. Koiiaoh hat man: 

. («ry r:r' = 0, und also auch 

An diese Ueberschielmngen knüpfen sich folgende Sätze: 

1. Jede Form, welche den symbolischen Factor 
(iiTy hat, zer füllt in Glieder, welche theilsi, theils 
3 zum wirklichen Factor haben. 

2. Jede Form, welche den symbolischen Factor 
{HTy hat, zerfällt in Glieder, welche theils j", theils 
i* zum wirklichen Factor haben. 

3. Jede Form, welche den symbolischen Factor 
(flT)* oder {HTy hat, verschwindet identisch. 

Der Beweis dieser Satze folgt aus dem Satze 6, des § 30.; denn 
die einzigeil Formen, welche den symbolischen Factor {aTf haben 
und kein anderes Symbol enthalten, sind: 

Formen, die entweder verschwinden, oder theils den Factor i, theils 
den Factor j enthalten. Ebenso sind 

die einzigen Formen, welche den symbolischen Factor {HTy und 
kein anderes Symhpl enthalten; diese Formen aber verschwinden ent- 
weder oder sie enthalten theils j, theils i* als Factor. 



t48. Beweis» duH aiiSHer f, H, T, i,j helne Invarianten and CoTarlanten 
von /' extsliren. 

Die im Vorhergehenden entwickelten Resnltate genügen, um den 
Beweis zu liefern, daas ), j die einzigen Invarianten, /", H, Tdie eiL- 
zigen Covarianten von / sind. Dieser Satz wird wie der entsprechende 
über die cubiachen Formen (§ 37.) bewiesen. Er ist richtig Tür die 
Formen ersten Grades Wir nehmen ihn bis zu den Formen (m — 1)"" 
Grades einschliesslich als bewiesen an, und zeigen, dass er dann auch 
für die Formen m*™ Grades richtig ist. Wir benutzen dabei das im 
Vorhergehenden gewonnene Resultat, dass die Ueberschiebungen von 
f und H über sich selbst, über einander und über T auf keine neuen 
Bildungen führen. 

Man bat also zu zeigen, daas die Formen m*" Ordnung sich aus 
Producten von f, H, T, i, j zusammen setzen, wenn die. Formen 

ClabiDh, Tliaort» dei binircD ilgibi. Foraao. 10 -li^O^i^lC 
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(m — l)**' Ordnung diese Eigenschaft haben. Erelere entstehen aus 
diesen durch Ueberschieben von f. Man hat also die vier Ueber- 
schiebungen von f Qber die Formen 

(1) f" H^TT 

{a-\-2ß + By^nt—l) zu untersuchen; doch kann man, da T^ durch 
f, H, i,j ausdrUckbar ist, y immer gleich Null oder 1 annehmen. 

Die erste Ueberechiebnng von f über das Product (1) fahrt nur auf 
Prodncte der f, H, T, multiplicirt mit den ersten Ueberschiebungen 
von f aber die einzelneu Formen f, H, T, also auf nichts Neues. 

Die zweite Ueberschiebung führt auf Terme, die ausser f, H, T 
. noch zweite Ueberschiebangen von f über f oder H oder T enthalten 
und also bekannt sind, und auf Terme der Form 

(2) (yn) {i>a) Vx— ' (fr,"-" o>, 

multiplicirt mit Producten der f, H, T, wobei 9, i> irgend welche 
der Formen /", H, T bedeuten. Der Ausdruck (2) ist zu untersuchen, 
sobald er selbst vom Grade m ist; sobald also (1) nur aus den Factoren 
<p , i) bestand. Aber nach der Formel 

(3) {(pa) (*o) 9), i*-, = i Kv«)' *«* + (*«)* y»* — (y*)* a**! 

löst sich (2) in zerfallende Terme auf, also in Prodncte von Aus- 
drucken, welche bekannt sind. 

Die dritte Ueberschiebung fahrt auf Terme, die ausser f, S, T 
noch folgende drei Arten von Bildungen enthalten können: 

1. dritte Ueberschiebungen von f über f, H, T; 

2. Ausdrflcke der Form {>p<if {^a)ifi'~^ i)^~^ ax; 

3. Ausdrttcke der Form {qiaXV'O) (xa)?»^""' 0j^~' Ii'—' Oj, 
wo wieder tp, ir, % irgend welche der Formen f, H, T sind. Die 
Ausdrücke 1. sind bekannt, die Ausdracke 3. reduciren sich mit HOlfe 
der Gleichung (3). Die Ausdrücke 2. könnten Neues geben, sobald 
das Product (m—l)**° Grades nur qo-V w&-e, und mBssen also unter- 
sucht werden. Nach §§ 40. und 42. tritt aber in diesen Ausdrücken 
Folgendes ein: 

Ist 'p=f, so besteht der Ausdruck aus einer Ueberschiebung von 
S mit tf>, also BUS einer bekannten Covariante, und ans Theilen mit 
dem Factor t, die somit in ihren anderen Factoren von niederem 
Grade, also bekannt sind. Ist aber <p^=H oder ^ = T, so enthält der 
Ausdruck theils den Factor t, theils den Factor j, und besteht also 
gleichfalls aus Producten niederer Formen. 

Die dritten Ueberschiebungen k5nnen also nichts Neues geben. 

Eudlich fahren die vierten Ueberschiebungen, ausser auf Prodacte 
von /*, H, T, auf Ausdrücke folgender Art: 

i:q,t7edi>G00t^lc 
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1. Vierte Ueberaehiebung von f mit f, H, T\ 

2. Ausdrücke der Form {'pa)^{ifa)^i''~^ ^^~*; 

3. Ausdrücke der Form (9'o)^((('a)*«p*"~' ^r''"*; 

4. Ausdrücke der Form (9'a)'(i^ff)(i«)?ia^"'''V'*'~' 2»'~'; 

5. Ausdrücke der Form (ya){i('«){2'') C*«)?*!""' V'*''"' Z-''"'*^-'^^' » 
wo wieder 91, ^, Xt * irgtnd welcbe der Formen f, H, T sind. Die 
Formen unter 1. sind bekannt; die anderen konnten möglicherweise 
Neues geben, sobald das ganze Product nur aus den Factoren 9>.4>, 
bez. ^ .^1 .% oder «p . ;!' . 2 • # bestünde. Nun aber reducirt man die 
Äus<lrQcke 5. sofort mittelst der Gleichung (3), die Ausdrücke 4. mit- 
telst derselben, wenn man darin nur tli, % an Stelle von fp, ^ setzt. 
Es bleiben also noch die Ausdrücke 2., A. zu betrachten. 

Die Ausdrücke 2. enthalten immer, wegen der in §§ 40. 42. bewie 
senen Sätze, theils i, theils j als Factor Von den Ausdrücken 3. 
gilt dasselbe, ausser wenn tp — f; dann können sie zum Theil 
durch UebüTschiebungen von H Über Vi also Aber f, S oder T, 
entstanden sein. Da auch diese nur auf Bekanntes lUhren, so ist der 
Beweis des Satzes hiermit geliefert. 

Man erhält also in der That keine anderen Invarianten 
als i, j, keine anderen Covarianteu als f, H, T. — 

Ich werde diesen Satz bei den U eberseh iebun gen von T Ober sieh 
selbst, welche noch nicht gebildet wurden, benutzen. 

Bezeichnen wir, um die zweite Ueberschiebung von T Ober .sich 
selbst zu bilden, durch y/ die Form 

(4) ^,' = a,'H,>-a,'H,' = ~i{xy)T,>T,' |§ 42. (4)|. 
Setzt man darin tfj = 9>i, !f|== — 9>i) so kommt: 

(5) i,p = (9)9.')* = -4(9)r)»r,>,. 
Aber zugleich hat man aus (4): 

>p,^tp, = -^{xy)TJ>T,*, 
und daher, wenn man y^^^T^, y^^ — T^ setzt nnd mit TJ^ mul- 
tiplicirt: 

{ip Tf Tr'' <pr=^ T/ TJ* {TT'f. 

Die zweite Ueberschiebung von T über sieb selbst hat 
also den Ausdruck: 

(6) (TTfT/TJ^^-^^i^, 

oder, wenn man, um i zu bilden, in i*r+lii=ixi (§^10 ^ fr "> 
— /"für X setzt: 

ijQ* Goot^lc 
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Die vierte Ueberschiebung von ?* übe r^ sich selbst muss 
nothwendig versch winden. Dieselbe ist uämlich ' eine Form vierter 
Ordnung und sechsten Grades, muss also nach dem Vorigen die Ge- 
stalt haben: 

p.ijf+q.t^S, 

wo p, q Zohlencoefficienten sind. Da aber diese Form sieh aus den 
Coefficienteu von T zusammensetzt, so muss sie die Eigenschaft haben, 
zu verschwinden, wenn man sie der Operation Ö unterwirft. Daher 
muss man haben: 

O^p.Ö^ijn + q.Sii^H) 
= p(tjB + 2ff+*~f) + q(4ijH+tfj, 

daher p = 0, 2 = 0, was zu beweisen. Man hat sonach die Gleichung 

(8) {TTyT,^TJ' = 0. 

Endlich ist noch die sechste Ueberschiebuug von T über 
sich selbst zu bilden. Da 

so hat man: 

(TTJ = (aH) (a Tf (ET f. 

Dies kann als die vierte üeberachiebung von // aber die Form 

-{aTfa.TJ' = \(iH~jf) (6) 

angesehen werden. Da nun 

80 ist 

(9) (3T)' = i('^-/) = iJia; 

die sechste Ueberschiebung von T Ober sich selbst unterscheidet sich 
von der Discriminante nur um eiLcu numerischen Factor. Eine Con- 
trole liefert wieder der Umstand, daes der Ausdruck durch Anwendung 
der Operation S verschwinden muss. 

8 44. Die AuflSsnng der cubhcheu Slelchnng S = 0. 
Die Auflösung der biquadratischen Gleichungen f=0 und 
xf+kH'=0 knüpft sich an die Auflösung der cubischcn Gleichung 
Ö(x, A) = 0. 
Die Wurzeln dieser Gleichung seien 
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80 dass 

S r= (x - m A) (x - m' X) (x - m" A) 

gnsbtzt werden Ijuimi. Setzt man in diesem Ausdrucke H, —f fUr 
»,-X, so erhält man nach § 42. (!) — 27"*, und es ist also: 
(1) T*=^ - 4 (fl-+ mf) {H+ mf) (H+mj)- 

Was die Bestimmung der Grüssen m, m, m" angeht, so kann 
man, da in Q der erste Coefficient \, der zweite ist, sich der 
Oardano'achen Formel bedienen. Ich werde zeigen, wie dieselbe 
Auflösung auch auft derjenigen hervorgeht, welche für die allgemeine 
Form der cubischen Gleichung in § 38. gegeben ist. 
Man hat 

&— i[;»'+j«"+¥«'''+(^f-|)*'] 

Nach der in § 38. gegebenen Methode bildet man nun die linearen 
Ausdrücke 

J/'W^ V-— 731 |._ 



# 



2 

2 



1 



wo nur der Einfachheit wegen der Index Q Sberall ausgelassen ist. 
Bestimmt man nun den Sinn der Cubikwurzeln 



(2) ,. ^ 



, dass 



so kann man in den Formeln fOr % und -q 
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SfiiJ" 1 ; 


seUeii, uiij erliält also: 






i=xA->.B' 




7l = >'B-iÄ'. 



Die liueareii Factorea von Q {x, l) sind im« 

i-n, l-^n, i-^^n, 

e eine iiimgiiiüre dritte Wurzel der Einheit. AImu liut man, wenn 



1- 


.',. 


-Ob 


esetzt wird: 










odei 








-.'*) = 
-,'Jl- 


= l(IP-i'A' 
— i^A + i- 


) 






Die 


dre[ 


Wuraelu der 


cubiscb 


eli Gleidmng 
A+ B) 


ß = 


() 



lud ulsu: 

(3) m'^-iiÄ + ,'B) 
m"=-(,e'A + , B), 

wie die Ciirdauo'aclie Formel es angiebt. 

Die Gleiclmug (1) lehrt nun, dttss das Prodiiet 

(laa vollstiiudigu Quadrat eines Ausdrucks von der sechsten Ordnung 
ist. Aber keiner der drei biqitadratiscben Factoren hat im Allgemeinen 
[und die Formel § 42. (1) gilt immer] mit den anderen einen 
linearen Factor gemein, da sonst auch f und J7 denselben gemein 
haben milesten. Daher raues jeder der hiquadratischen Factoren an und 
für sich daa vollstUndige Quadrat eines Ausdrucks von der zweiten 
Ordnung sein, und man kann also drei quadratische Formen ip, il/, % 
tinilen, au ilass 

(4) H+mf = -2ili> 
H+m"f=-2x'. 

(6) T = 2,ftx- 

Um in jedem besonderen Falle die Coel'licienteik der Functionen 
^ asu bestimmen, kann man ähnlich verfahren, wie in § 38. bei der 
ßestimmuug der Coel'ficienteu von | und i). Ist K eine Form vierter 
Ordnung, von welcher wir wissen, dass sie das Quadrat einer qua- 
dratischen Form <p ist, und hat man 

^ = «u X|^ + 4 a, x^ x^ + G «j x^ x^ + 4 «3 j;, x^ + a^ x^* 

,, .1 Google 
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BO finden die Gleichuiigeu statt: 

«i = a^ «j 

«J = «1 «8 

man kunn also etwa aus der ersten a^ durch Wurzelziehen berechuen, 
nud findet dann aus der zweiten «,-, aus der dritten «^ rational durch 
«o und die Coefficienten von K ausgedrückt 
Wir dürfen also die Formeu 

(6) *-/-^,'^ 



-/- 



als bekannte quadratische Formeu auseheii. Die Vorzeichen sind bei 
zweien deraelbeu beliebig, bei der dritten dann durch die Gleichung 
(5) bestimmt. Es giebt also nur vier Arten, die Functionen tp, if>, % 
ihrem Vorzeichen nach zu bestimmen. Und es giebt keine zwei dieser 
Bestimmungsarten, welche durch Aenderung der Vorzeichen aller 
drei Functionen in einander übergehen, da die Gleichung (ö) dns Vor- 
zeichen des Products aller <f> unveränderlich giebt; vielmehr sind je 
zwei Systeme der ip, ^^ % durch die Vorzeichen zweier Functionen 
von eiuander verschieden. 



§ 4S. VIe «nadratlschen Factoren von T. 

Durch die Gleichungen (4), (5) des vorigen Paragraphen ist die 
Form T als eine sehr specielle Form sechster Ordnung cbarakterisirt. 
Denn die Form T hat die Eigenschaft, durch LSsung einer 
cubischen Gleichung (Q = 0) in drei quadratische Factoren 
aufgelüat zu werden. Die Gleichung T=0 ist also eine durch 
Wurzelziehen lösbare Gleichung sechsten Grades. 

Zwischen den quadratischen Functionen tp, i/i, % bestehen aber 
noch in Folge der Gleichungen §§ 42. 44. sehr bemerkenswerthe Rela- 
tionen. Bilden wir die Functionaldeterminante irgend zweier, z. B. der 
ersten beiden Gleichungen § 44. (4), dividirt durch 16, A. h. die erste 
Ueberschiebung der Formen rechts und links in diesen Gleichungen, 
so erhalten wir: /--- i 

i:q,t7r.d :..COO»^IC' 
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dH df 



= Cm'-m)T% 



= 4 qo . it'. (qn(i')9, iA^., 



m-)T. 



Setzen wir hier für T seinen Werth aus §44, (5), so kann man 
den Factor 2fp.il; auf beiden Seiten auslassen, und erhalt also die 
Functionaldeterminante zweier der Formen qn, ^, % durch 
die dritte ausgedrückt. So hat man die drei Gleichungen: 

^{'^X)i>iU = {m' — m") . tf 
(1) 2 {%<f) x,ip^=(m" - m) . 

Bilden wir jetzt die erste Ueberschiebung dieser Gleichungen mit 
7, ^, % selbst, ßechts entsteht Null, wenn die beiden Functionen 
bei der Ueberschiebung dieselben sind; sind beide Functionen ver- 
schieden, so kann man die entstehende Form durch die Gleichungen (I) 
wieder auf qo, 4') % selbst zurQckfUhren. Links benutzen wir die 
Gleichung § 35. (5), welche für die erste Ueberschiebung einer Form 
% über die erste Ueberschiebung von ^i und tf> gebildet ist, und welche 
hier in die folgende Gleicbung übergeht [Q s= (y v) fx ^^ '■ 

(ßa:)Q-z. = -it9'(V'z)*-«(y3:)'t- 

BezeichnuiL wir durch Ajt die 6 Invarianten von 91, 0, f. 

An = {tt'? ^0 = 1X9? 

A^ = {iiif Ai = i'Pi'y> 

30 erhalten wir nunmehr aus (1) folgende Gleichungen: 
Ü ^A^if-A^ti 

-- A^^,^—A,_f<p 

- AuX-Au'i' 
^-A,,.x,-A,^ip 



Int- 


2 


im- 


»-) K- m) 


(,„■- 


2 





Gooi^le 
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(m" — m) (m" — m') ' , , 

- 2 -V^A^^-Aol 

Da DUD im Allgemeinen nicht zwei der Formen <p, i', % einen 
Factor gemein hüben, den sonst auch f und H gemein haben müsste, 
Ro folgt hieraus: 

^«0 = - i ("' - »»') f « - "O ^„ -= 

(2) Ati = -\(m'-m"){vt'-m) ^ = 
-4^ = — i (»*"— m) (»»"— M*') -^1 = '*■ 

Endlich erhält ninn noch, indem man eine der Formen ip, ^, X 
zweimal über die entsprechende Gleichung (!) schiebt, den Werth 
der aus allen drei Formen <p, ^, f zusammengesetzten Invariante: 

Jt=-(vi('}(*x)(zv) 

_»i'-m" _m"~fn _«*~m' . 

= } {m — m') (m' — m") (»»" — «i). 
Ferner findet sich aus § 44. (;1) mit Berücksichtigung der 
Gleichung l + e + (» = 0: 

m -«!' = {«- l){-4-£(») 

m"-m={l-£^){A-li{), 
und daher hat man die Werthe: 

^«. = -^ (^4'+ Ali + B^ 

(3) ^„=-j*'(A»+fyi/; + £»Ä«) 

K=is{l-i)(A^-B% 
oder mit Benutzung der Werthe von A, li: 



(4) K=i,a-'l/-"- 



Die vorigen Betrachtungen fttQtzen sich wesentlich darauf, dass 
die cabiscfae Gleichung im allgemeinen Falle keine gleichen Wurzeln 
hat, dasB also Jt im Allgemeinen nicht verschwindet. Es ist leicht 
zu zeigen, dass die andere Voraussetzung, dasa nämlich H und f 
keinen gemeinschaftlichen Factor besitzen, hiermit zusammenßllt. 
Fragen wir, welche Itcdiuguug eintreten muss, damit B und f einen 
gemeinsaiueu Factor l>e^it/.v)l. Alsdann mG-ssen auch 97, i>, % deii- 
selbeu Factor haben; sobald er verschwindet, musa also aach tp^=^Qf 
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iri* = eeio, die Resultante roii t und i> musa verschwinden. Die 
Resultante zweier Formen <p,^^ von der zweiten Ordnung ist aber 
nach p. 8'J gleich 

iip^y. (^tf-')" - {ip ty ■ {^vy, 

oder hier 

Da. nun im vorliägeiideu Falle A„, ideutisch verschwindet, so 
müsste A^ oder ^4,, vi-rschwiiideii, d. h. es niüssteu zwei der m 
gleich werdeu und daher J{ = 0. Die Resultaute von f=0, ^=0 ist 
also eine Potenz voq R; und zwar, da sie die Coefficienten beider 
Fortneu biqiiailrutisch, also iui Gauzen die Uoefficienten von f zur 
zwölften Ordnung enthulteu muss, ist sie R^. 



i 46. AiflSinn; d«r blqnadratlscbeM filelchunKca. 

Unter der Voraussetzung, dnss ß von Null verschieden sei, fahren 
nun die Gleichungen § 44, (6j zur Lösung der Gleichung vierter Ordnung 
(1)" x/ + !LH={f. 

In Folge dieser Gleichung hat man 

und daher, weuu q eine uu bestimmte Grösse bezeichnet, im.» §44. (13): 
tp^=Qy x — mk 

x — ei/x-vt"X. 

In diesen Cileichungeu stehen links quadratische Functionen der 
jTj, Xji diese Gleichungen geben daher, indem sie nach j:,*, 1,3;^, x^^ 
aufgelöst werden, die Verhältnisse dieser Grössen und daher auch ein 

Verliiiltniss J) für welches die Gleichung (1) besteht. Auch sieht 
man sofort, dasa es vier Bestimm un^sarten dieses Verhältnisses giebt 
Denn die Vorzeichen von y^x'—mX, j/x—m'l, j/x — m'X gestatten 
im Ganzen acht Oombinationen. Von diesen führen aber immer solche 

zwei auf denselben Werth — , bei welchen alle Wurzeln entgegen- 
gesetzte Vorzeichen haben, ein UntcrscliieJ, der sich durch Aenderung^ 
der ganz willkQrlichen Grösse 9 sofort aufheben lässt. 

Bezeichnen wir den Werth des Verhältnisses — , für welchen 



und bezeichnen wir femer durch 
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"uj "i t «El /'«> ßii Pi> y«) /iJ y* ^^^ Coefficietiten 9, Vt Xt ^o werden die 
drei (ileivhuDgeu (2) folgende: 

t3) ^oy.' + 2|3,yiy, + /i,y,'=^(*/ x-«i'A 

nyi* + 2 y, yi if, + }-(?,' = pf^ x - m"X . 

Setzen wir die hieraus berechneten Werthe von y,*, y^ffi, y^ In 
die linke Seite der Identität: 

(4) a-^'y,' - •2.c^x,y,tj, + j:,'y/ = (xy)» 

ein, ao erhalten wir rechts das (jiiadrat eines linearen Factora von 
xf-\-J.H. Indem wir aber aus (3), (4) die_Grös8en y,*, Syij^, y,- ulimi- 
niren, erhalten wir die Gleichung 



oder geordnet: 

(5) <^' 



= /v: 



r, r, r. 



Qf 


-mi 










x./ — x^x 


-»u 


ß. ß^ 



Yi 



+ /x — »»'A x^*—T^x^x* +/x-m"X ß„ jj, ßt 

X* ~x^x^ 

Die drei Determinanten rechts entstehen aus der Determinante 
links, indem mau immer eine llcihe von Cucrticieuten durch x/, 
— X, Xj, x*, ersetzt. Die Determinante links ist, wenn man die Sym- 
bole von <p, tfi, X einfuhrt: 

I %* X, Xi xl 
ein Ausdruck, welcher offenbar mit jedem der Ausdrücke 

C<P*)j {^X), (X9) 
verschwindet, und also von dem Producte dieser Grossen nur nume- 
risch verschieden sein kanu; in der That lehrt die Bestimmung und 
. Vergleichung irgend eines Gliedes, duss jene Determinante gleich 
-i'Pt'){<i'l)iX'p) = K 
ist. 

Ersetzt man je eine Coefflcieutenreihe durch x^,~ x^Xi,x^'', oder 
je eine Art von Symbolen durch x^, — x,, so erhält man die Werthe 
der drei anderen Detemiinaatea: ' t^oolc 
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Man sieht also, dass in der That die Bestimmung des linearen 
Factors (xy) durch die Gleichung (5) immer möglieb ist, wenn nur 
K, d. h. li von Null verschieden; und dass dann (iudeni wir von 
einem gleichgültigen Factor abstrahireu) 

(ü) {xyy = (H('-m") <p yx-mk + {m'-m) M' j /x-ml . 
+ {m-m')xyx-m"l 

gesetzt werden kann, ein Ausdruck, dessen rechte Seite nothwendig 
das Quadrat einer linearen Function ist. 

Für die Auflösung der Gleichung xf+ IH = ist es hinreichend, 
das Quadrat dieses linearen Factors der Gleichung zu kennen, in- 
dem die Verhältnisse von «,-, w, (/.. V^' und also auch — dann 
bekannt sind. 

Man braucht also nur, indem man die linke Seite von (6) durch 
"ii ■*'!' + 2 f^i-i Xf X., + a^ x^ 
bezeichnet, aus (G) die Gleichungen 

abzuleiten; der Quotient 

»1 ^ _ «u 3^ _ ^ 

Vi "li «li 
ist dann eine Wurzel von /"= 0, 

Aber es ist von Interesse, die Auflösung der biquadratischen 
Gleichung xf+lH = auf eine Identität zurückzuführen, welche die 
linke Seite der Gleichung in ihre vier linearen Factoren zerlegt zeigt. 
Diese Ideutitüt ist nach dem Vorigen von der Form 

(7) M{xf+XH) 



^/(h('— w") ip /jt— »ti. + (»»" — wjj t i/x^mfJ + (m — m')xy'x~~^"lL 
■V{m'~m")fp j/x — ml — {iii"—m) f ^x — nfX + {m — m') j; j/ x — n*"^ 
■ V{m' - m") Ip yx—ml + (m"~m) * yiT^'J — (ni — m') % Yx~m"~i 
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wobei noch für tp, ^, x <'ie Werthe aus §44, (C) einzusetzen sind. 
. Es handelt sich nur noch um die Bestimmung der Conslante M. Die- 
selbe eri'olgt sehr leicht, wenn man in der obigen Gleichung ein 
Werthsjätem a;,, x^ einführt, für welches eiue der Formen <p, t, %, 
etwa 93, verschwindet. Für dieselbe reducirt sich die obige Gleichung auf 

(8) 3f(x/"+AiZ) = (m"— m)V(x — m'A) — («<-m')*x'(''— »«"^); 
zugleich wird nach § 44. (6) 

daher, wenn man dies in (8) einführt nnd durch f dividirt: 

Jlf(x-mA)^i{m~m')(m-»i")|(»«-m")(''-m'^) + (»»'-'»)(x-»»"^)! 

= \ (m— m') (»i— )«") (n»'— nt") (x— mA), 
oder 

(9) jtf=i('"-'»') («-»»")(»»'-»»") =-2i:=-äf (l-f)^-f- 

Aus dem Vorhergehenden sieht man, dass, sobald B. nicht ver- 
schwindet, die vier Lösungen der biquudratischeu Gleichung 

aus den vier Gleichungen 

(10) {m'—ni')<fYit. — mX±{m'~m)^^K—mX 

gefunden werden, deren linke Theile Quadrate linearer AuadrQcke in 
den X sind. 

In diesem Falle sind, ausgenommen wenn -r- einen der Werthe 

m, m', wt" annimmt, die vier Wurzeln der Gleichung immer verschie- 
den. Denn sollten zwei gleich werden, etwa die in (lU) durch die 
Zeichenfolgen 

+ + + 

+ 

repräaentirten, so müsaten zugleich die Gleichungen bestehen: 

(w"-Wi) * j/x-m'i + (m-m')zJ^x-m"A = 0, 

oder die Resultante dieser beiden Formen zweiten Grades mösste ver- 
schwinden. Nun ist die simultane Invariante dieser beiden Formen 
aus A^^ nnd Ä^ zusammengesetzt und daher identisch Null; die Resul- 
tante reducirt sich daher auf das Product der Invariante von f nc^ 
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der luvnriaute der zweiten quotlrati sehen Form. Erstere Terschwindet 
nicht, da sonst zwei m einander gleich sein mfissten, also Ü = 0. 
Die zweite ist die zweite Ueberschiebuqg der -zweiten qu&dratiecben 
Form über sieb selbst; aber die Form 
ail' + ßx 
zweimal Ober sich selbst geschobeu, giebt 

also hier 

{m"—tnf{x—m').) A,, + (m — m')* (x~m" i) A^ 

{m—m'){m'—m"){m"—m)., „ . . ,,, , , ,, , „,,, 

= ' ^-i g-^^i '-\(m -m) {x~m i.) + {m-m) {x-m i.)\ 

{m-m') {m"—m) (m' -m'y ,^ 
— 2 ~ [x—m/.). 

Auch dieser Ausdruck also kann nicht Verschwinden, da weder 

zwei m einander gleich sind, noch — = (» sein sollte. 



§ 47. Die qnadrattBchen Footoren tod f. 
Auf die cubische Itesolvente 

"■'-^"■-3-" 
wird man noch auf eine andere Art geführt, nämlich indem man 
direct die Aufgabe zu lösen versucht, eine biquadratische Form/" 
in zwei quadratische Factoren aufzulösen. 
Setzt mau nämlich 
/-= {«„ x^' + 2a^x,x^ + «, X,*) {ß„ x,^ + 2ß,x^x, + ß^ x/) , 
so erhiilt man durch Vcrgteichung der beiderseitigen Coefficieuten : 

2a, = a„ß, + ß,a, 

2 a, = K, /Jj + ß, «g 

Föhrt msin nun eine Grösse m ein, so dass die mittlere dieser 
Gleichungen in die beiden: 

a^ß^ + ß^tt^=2a^ — 2m 

zerlegt wird, so findet man m aua der Bemerkung, dass die Deter- 
minante 
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ä Iß, 47. 



1".*, + ^«. '•, ?, + />,", ",ß., + ß,«J 

"./<, + A,"i «:ß+ß,«, «.ß.+ß:',] 

l«„ft + A,«. ",». + />,". «,A + A"J 

I o, /i„ I \ß„ 1, 0\ 

= «, ß, o\ .\f, «, 

\a, ß, ll\ I (!, o, I 

iilentiach versctiwiiidet. Setzt mau hier für die Elemente derselben 

ihre Werthe aus {!) und dividirt ül>eraH durch 2, so erhält mau die 
Gleichung für tn: 



«i + ö «! 



«.- 



=-i(,».-|«-i), 



was wieder unsere cubiache ResolveDte ist. 

Die Zerlegung von f aber findea wir sodann ohne Weiteres aus 
den Gleichungen § 44. (4): 

S+m f=-2<p^ 
(2) ^+m'/'=-2K^ 

H+m'7=-2xS 
aus welchen sich die drei Zerlegungen ergeben: 



(3) 






— i'P-t)(9+X) 
-,(K.-(P) (*+».). 



(■1) 



Indem man diese Darstellung su Grunde legt, kann man die Auf- 
lösung der Gleichung vierten Grades f=0 so ausdrucken, dass die 
vier linearen Factoren von f die gemeinsamen linearen 
Factoren der folgenden vier Tripel von Gleichungen sind: 

1. H> — fp = 0, ip — x = 0, x — t = f> 

2. il)-tp = 0, qj + ]: = 0, x + i>=o 

3. it, + ip = 0, 9 — 2 = 0, x + t' = 

4. ^ + 9 = 0, ip + x = 0, ;(-^ = 0. 

Man benutzt diese Gleichungen bequem zur Discussion der Rea- 
lität der Wurzeln bei einer Gleichung mit reellen Coefficientcn. 

Hat in diesem Falle die cubisehe Resolvente eine reelle Wurzel m 
und zwei conjugirt imaginäre m', m" (was nach § 38. fDr negative 
Werthe von JJ^, also nach § 41. (12) fiir negaüve Werthe von t»— 6Ä ^ 
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eintritt), so niiul (!> und x il""pr Eiifstchnnfi nach cnniiififirt imapinÜr, 
also, wogen der (Jileichung 

(5) T=2(pil,i 

<p reell. Demnach kann man 

tf- = H + «(/^, j: = "-''/^ 
setzen, und die Gleichungen (4) verwandeln sich in: 

1. u —<p = 0, v = 

2. v/^ -<p = 0, " w = 

3. vy^ + tp = 0, « = 

4. M +(p = 0, v = 0. 

Da nun ^ und x keinen Fuctor gemein haben, so können u, v 
nicht zugleich verschwinden. Daher ist die gemeinsame Lösung der 
Systeme 2. oder 3. nothwendig imaginär; die von 1, oder 4, sind reell. 

Bei negativem Werthe von P — Gf hat die biquadra- 
tische Gleichung also zwei reelle und zwei imaginäre 
Wurzeln. 

Ist dagegen i^ — Gß positiv, so hat die cabische Resolvente drei 
reelle Wurzeln m, m', m". Daher sind 9*, ^, j^ reell, und es 
werden nun zwei Fülle möglich. Entweder sind tp, t, % selbst reell, 
und in diesem Falle also anch alle gemeinsamen Lösungen der Systeme 
4. und damit die Wurzeln der biquadratischen Gleichung. Oder zwei 
der Ausdrücke tp, (1), x erhalten den Factor j/—l, so dass etwa 

In diesem Falle verwandeln die Systeme (4) sich in folgende: 
i. ^' y^ -9 = 0, <p-x /^ = 0, x' - "'' = 

3. ii>'y'-l + <p = (t, fp-x /-i. = 0, x' + *' =*> 

4. ^■y'-i + <p'^o, , q? + x'V^ = o, -x'-t'=o. 

Daher sind in diesem Falle säinmtlictie gemeinsame Lösungen der 
Systeme 4. imaginär, und also auch alle Wurzeln von f—H imaginär. 

Ist also f — Gj' positiv, so hat die Gleichung f = ent- 
weder vier reelle, oder vier imaginäre Wurzeln. 

Die Unterscheidung der beiden letzten Fälle ergiebt sich sofort, 
wenn man eine cubiscbe Gleichung aufstellt, deren Wurzeln 9", tf--, 
X* sind. Diese Gleichung ist wegen der Gleichungen (2): 

Goot^lc 
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In (Ipm Falle, mit welchem wir es hier zu thmi hfihpn, hat diese 
Gleichung stets reelle Wurzeln; tintl zwar drei positive, wenn /"=<) 
lauter reolle, zwei negative und eine positive, wenn /"^O lauter 
imaginrLre Wimelii hat. Im ersten Falle muss alsu ^ H negativ, 

^H'—'^p positiv sein, im zweiten Falle müssen beide Ausdrücke 
gleiches Zeichen hahen. Und so haben wir folgenden Satz: 

Wenn t' — (ij*>0, so haben die Werthe der For- 
men H und i/* — -t/^ bei bcliebigGn reellen Werthen 

der X entweder stets verschiedene Vorzeichen, und 
dann hat die Gleichung fs=0 lauter reelle Wurzeln, 
oder dieselben haben stets gleiche Vorzeichen, und 
dann bat die Gleichung /= lauter imaginäre 
Wurzeln, 

I 48« Ansiiahnemie. 

Gehen wir nun zur Betrachtung des Falles Ober, in welchem 
K:=0, und zwar mi^e m"^m' werden. £s ist also m' eine Doppel- 
wurzel, t» eine einfache Wurzel von ß=0; m und m' eeiea noch 
verschieden. Wegen der Gleichung R = 0, d. h, P — 6j* = 0, wird 

also 

(1) m' = -i, »1 = 24-. 

Nach §44, (ö) ist in diesem Falle z=(!i; zugleich aber A„ = A^=0 
[§45. {2)], also der gemeiuschaftliebe Ausdruck von tfi und x ^^^ 
weder das Quadrat eines linearen Ausdrucks |, oder identisch Null. 
Beide Fälle sind getrennt zu behandeln. 

Ist ^ = 2 = 1^ von Null verschieden, so hat man nach § 44. (4) 

es ist also eine Verbindung von H und f die vierte Potenz eines 
linearen Ausdrucks. Aber ferner ist .^,=0, was hier in 

(vl)'=o 

Übergeht. Es verschwindet also ^, wenn man ;Cj = £,, Xi = — S, setzt; 
tp muss daher den Factor | besitzen, und man bat daher 

wo Ji ein von | verschiedener linearer Ausdruck ist. Die zweite Ueber- 
Bchiebung nämlich von 9> Ober sich selbst ist jetzt 

Clobleh, TiiKtils d« bin&nn idKebr. t'oniaa. 
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{9.|)(y^) = i((£|)(qij)-(6i?)«l = -4(IVA 

und daher 

also von Null verschieden. 

Die Gleichungen § 44. (4), (5) verwandeln sich sonach in die 
folgenden ; 

^^^ H + m'f=H- if=-2V 

Aus diesen Gleichungen erhält man: 

Durch das Verschwinden von H = -^ {^ — Gj^) erhält 
also f eine Doppelwurzel tl = 0); It ist also die Discrimi- 
nante, was auch in § 2^. gefunden wurde. Der Doppelfactor 
von ^ist auch ein solchervoni/, und eint'Qnffachervon T. 

Die Li5eung der biquadratischen Gleichung xf-\-lH'^0 erfolgt 
in diesem Falle dadurch, dass man zunächst aus der Gleichung 

H-Lf={),' 

deren linker Theil ein Biquadrat ist, die Doppelwurzel S = be- 
stimmt. Ist 

H-^f== \ X* + 4 6, a;,' ar, + . . . = (I, X, + 1, x^y, 
80 ist 
also 

k-h. 

und die Doppelwurzel ist daher — j~ . Die übrigbleibende quadra- 
tische Gleichung ist dann 



Bestimmt man also — aus der Oleichunir 
1 



MBiGooi^le 
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i^/Mh-"-" 



die beiden ungleichen Wurzeln von xf ■\-XH=0. — 

Ist zweitens ^ = z identisch Null, so sind H und f nur noch 
durch einen Factor verschieden, und swar ist aus § 44. (4), (5): 

H=if, 7=0. 

Das ganze System xf+lH=0 ist also, abgesehen von dem Falle 
-T- = — ^, in welchem der Ausdruck identisch verschwindet, auf/'=0 
reducirt. Zugleich liefert die erste Gleichung § 44. (4) 

Demnach wird f das Quadrat eines quadratischen Ausdrucks; 
f— hat zwei verschiedene Doppelwurzeln. Und zwar ist die Be- 
dingung, dass H von f nur durch einen Factor verschieden set, 
dafür in der That ausreichend, da die Gleichungen § 44. (4) dann 
immer dieses Resultat gebeli, und da dann auch immer Ji von selbst 
verscbwiudet , dessen Quadrat, wie oben gezeigt, die Resultante vou 
f und H ist. Man kann also den Satz aussprechen: 

Wenn H von f nur um einen constanten Factor 
verschieden ist, dann, und nur dann ist f das 
Quadrat eines Ausdrucks zweiter Ordnung. 

Die Bedingungen dafflr, dass /"zwei Doppelwurzeln besitze, 
werden also dadurch ausgedruckt, dass man die Coefficienten vou ff 
denen von /"proportional setzt. Es iuvolvirt dies zwei Beziehungen 
zwischen den Coefficionteu ; aber, wie in den meisten ähnlichen Füllen, 
wird dies nicht etwa durch das Verschwinden zweier Invarianten, 
Houderu durch Beziehungen zwischen den Coefticienten von Covarianten 
ausgedrückt, und zwar durch eine zu grosse Anzahl von Gleichungen, 
welche neben einander bestehen kitnnen, aber von denen keine über- 
flüssig ist. Auf solche Erscheinungen wurde auf p, 91 bereits hin- 
gewiesen; hier liegt ein weiteres Beispiel vor. — 

Wir kommen endlich zu dem Falle, wo alle drei Wurzeln »», «(', 
m" der cnbischen Gleichung Q = einander gleich werden. , Da der 

11* LnOOglC 
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zweite Coeffieient der Gleichung, die Summe der Wurzeln also, ver- 
schwindet, so ist nothwendig in diesem Falle 

m=m'=tn"=0, 
und die Gleichung ß=0 mu88 sich auf ä('=0 reduciren; man hat 
daher auch 

i = 0, 3^0. 

Aus den Gleichungen § 45. {2} sehen wir, dass ^„g, Ä^,, A^ ver- 
schwinden. Die quadratische Form ip:=^=^j[_ ist also entweder das 
Quadrat eines linearen Ausdrucks, oder identisch Null. Hiernach 
hfü>en wir zwei Fälle zu unterscheiden, die wir nach den Gleichungen 
§ 44. (4) auch so ausdrücken können : Entweder ist H das Biquadrat 
eines linearen Ausdrucks: 

oder es ist H identisch Null. 

Die Gleichungen i=^0, j = folgen umgekehrt wieder aus der 
Bedingung, dass H ein Biquadrat sei, und um so mehr, wenn es 
identisch verschwindet. Denn erstlich ist, wenn H=l*, die Invariante 
t, für H gebildet, gleich {||}*, also identisch Null; dieselbe ist aber 
der Coeffieient von A* in t^i [§ 41. (8)j, welcher bis auf einen Zahlen- 
factor gleich i* ist. Es verschwindet sonach i; und in Folge der 
Gleichung R = oder ^ — 6j* = auch j. 

Es verschwindet aber nach § 40. (8) mit i auch die zweite Ueber- 
schiebung von /"mit H, welche, wenn S=^*, den Ausdruck an- 
nimmt: 

(»l)'c,'.y=o. 

Setzen wir also den ersten Fall voraus, in welchem | nicht iden- 
tisch verschwindet, so muss identisch 

sein, also auch (c£)* = 0; es muss f den Factor | zu irgend einer 
Potenz enthalten. Setzen wir 

wo u eine Form dritter Ordnniig ist. Schieben wir dies zweimal 
über I, so bleibt der Factor $ immer ungeändert; es muss also die 
zweite Ueberschiebung von u mit | verschwinden, d. h, u muss wie- 
der den Factor | enthalten, 

wo Y von der zweiten Ordnung ist. Endlich, wenn wir g wiederum 
zweimal Ober dieses Prodact schieben und das Resultat gleich Null 
setzen, bleibt, dass die zweite Ueberschiebung von u mit £, welche 
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eine Constiuite ist, verschwindet. Man h&t also v = g.i;, und endlich 

r-i'-v- 

Diese Form hat in der Tliat eine Corariantc H, welche ein 
Biquadrat ist. Denn denken wir nos | und ri als neue Veränderliche 
eingeführt, 80 ist die Form H gleich der in Bezug auf die neuen 
Yeränderlichea gebildeten Form, multiplicirt mit dem Quadrate der 
SubstitutioDsdeterminante, also 



B = ^(.W 



IL- 
"-iCI-!)'-!'. 



8Y 

SIS, 

01)* 



Wenn also ^ ein Biquadrat ist, ohne identisch 
zu verschwinden, so hat man t = 0, j = 0, und / hat 
einen dreifachen Factor; so wie umgekehrt im letz- 
teren Falle immer H ein Biquadrat, und i = 0, 
j = ist. 
Ist endlich H idcDtisch gleich Null, so verschwinden alle seine 
Coefficienten ; es ist also (vgl. § 40.): 
a^ o, — Oj* = 
«u flj — o, Oj = 
Oij 0( + 2 Ol Oj — 3 o,* = 
o, O4 — dg o, = 
Oj dj — Oj* = 0. 

Ist hier o, = 0, so verschwindet auch öj, Oj, Oj und f wird x^*. 
Ist a„ TOQ Null verschieden, so ist 



«.("=.+sJ«.)'- 



Wenn H=0, so ist also f immer das Biquadrat eines 
linearen Ausdrucks. Dass umgekehrt in diesem Falle H und alle 
anderen Bildungen verschwinden, lehrt die symbolische Darstellung, 
welche fßr diesen Fall in die vrirkliche abergeht, und bei welcher 
daher alle symbolischen Determinanten verschwinden. 

Hiermit ist der Kreis der möglichen besonderen Fälle einer 
biquadratischen Form erschöpft. 

Kehren wir zu dem allgemeinen Falle zurQck, 

i:q,t7edi>G00t^lc 
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I 49. Kanonlgehe Dftrstellnng der blquadratlselien Form. 

Uoter einer kanonischen Dargtelluiig einer binärea Form ver- 
stehen wir eine Darstellung derselben durch Einführung neuer Ver- 
änderlichen, bei welcher die Zahl der nicht numerischeu CoefBcienten 
auf ein Minimum redncirt wird. Da die Anzahl der Constanten einer 
linearen Transformation nur 4 beträgt, so ist es klar, dasa die ka- 
nonische Darstellung hSchstens 4 nichtiiumcriBche Coefäcienten weniger 
enthalten kann, als die allgemeine Darstellung der Form. Die kano- 
nische Darstellung ist daher auch hauptsächlich bei niederen Formen 
von Interesse, wo diese Verminderung schon eine erwühnenswerthe 
ist. So ist die Darstellung der cnbiscben Formen durch den Ausdruck 
t' — tf als eine kanonische zu bezeichnen. Eine solche kanonische 
Darstellung soll nun fUr die Formen vierter Ordnung geliefert 
werden. 

Als neue Veränderliche dör kanonischen Darstellung empfiehlt es 
sich hier, die linearen Factoren einer der quadratischen Formen ip, 
^, X einzuführen, so dass eine kanonische Darstellung dieser Art auf 
drei verschiedene Arten möglich ist. 

Wenn wir etwa die' Factoren von % durch 6, ij bezeichnet, als neue 
Veränderliche einfuhren, so nehmen die Formen il/, % Gestalten an, 
welche dadurch cliarakterisirt werden, dass die simultanen Invarianten 
Xu, und A^ verschwinden. Eine solche Invariante hat, wenn %, «, , «^ 
die Coefficienten der einen, Og, a, , a^ die der anderen in ihr auftretenden 
Form bedeuten, den Ausdruck a(,ag— 2aia, -|- aja„ (vgl. p. 4.). Bilden 
wir daher .^„i und A^ für die neuen VerEnderlichen , in denen bei ip 
nur das mittlere Glied existirt, so reducirt der Ausdruck des Ver- 
schwindeus von A^i und A^ sich darauf, dass in der neuen Form die 
mittleren Coefficienten von it und i verschwinden. Die Formen ^, 
1 drücken sich also durch die Quadrate von | und ij aus. Benutzen 
wir nun die Gleichungen §44.(4), um i/, /" durch |, i? auszudrücken, 
so folgt, dass auch diese Formen nur gerade Potenzen von | und ?] 
enthalten können. 

In der kanonischen Form, deren Möglichkeit hierdorch bewiesen 
ist, können also nur noch die Biquadrate und das Product der Qua- 
drate von I und j/ vorkommen. Indem wir | und ij um passend ge- 
wSlilte Factoren ändern, können wir noch die Coefficienten von |* 
und 1/* (die, wenn keine Doppelwurzel von /'=0 existiren soll, nie- 
mals verNchwindeu können) gleich 1 macheu; indessen ist es zweck- 
niä.<<siger, sie nur gleich zu machen, und also die folgende kanonische 
Darstellung von /' anzunehmen: 

(!) '=^'«'+'''+««S"''- „„„„Google 
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Man bann uqd sich die Aufgabe stellen, direct diese kanonische 
Darstellung für eine gegebene Form f zu finden. Ks muss dieses 
nach dem Vorigen mit der Aufsuchung der Formen tp, t, X geaaii 
zuaammenhüngen ; dass es andererseits mit der Aufl5sung der biquo- 
dratischeu Gleichung /'=0 zuBammenhüngt, sitiht man schon daraus, 
doss, wenn die kanonische Darstellung einmal gelangen ist, zur Auf- 
lösung der Gleichung /■= nur noch Quadratwurzeln erfordert 
werden. In der That, ist f in der Form (1) gegeben, so bat man 
sofort aus f=0: 

{ff~ri^Vp = UV^^l^^ 
oder auch, indem man addirt oder abzieht und mit S oder ij dividirt: 



2 2iyp^ri (/ -6g + 2j> + ^ -6g-2f ) 

2vVp = i (/-6q+2p-y-Qq-2p). 

Diese Gleichungen geben in verschiedener Form dieselbe Lösung 
der biquadratischen Gleichung f=0; man erhält daraus die Übrigen, 
indem man die Vorzeichen der Quadratwurzeln ändert. 

Gehen wir von der kanonischen Form aus, so ist es sehr leicht, 
alle Covariantcn und Invariantea in Bezug auf die neuen Veränder- 
lichen I, T] zu bilden; wir wollen sie durch beigesetzte obere Striche 
bezeichnen; sie unterscheiden sich von den ursprünglichen Bildungen 
nur durch entsprechende Potenzen der Transformationsdeterminante ((i]). 

Zunächst hat man 

-(!,)■ 121.3 (|' + <^) + 2(p>-3s')|>,'l. 

Man sieht hier, dass die kanonische Form von H derjenigen von 
^ ganz analog ist. Denken wir uns p, q und den Werth von (^ij)* 
gefunden, so kann man aus (I) und (3) die AnsdrUi^e (l' + ij^f, 
(I*— if)* und 9g')}' bestimmen, und erhält dann die folgenden Glei- 
chungen, welche mit den oben § 44. (4) gegebenen Bestimmungen 
von (p*, i^, x' wesentlich identisch sind: 

H-2g avY f = (Uy (P* - 9 a») . 2 g* V 

(4) H+{q+p)(lf,?f={ivri.^p9+i^{i'+nV 

H+(q-p)iU)'f=iivn5pq~p')iV-n')\ 

and aus welchen man |* und ij' sofort ausdrücken kann. Die erhaltenen 
Ausdrücke für |', i)* sind bestimmt, abgesehen von einer möglichen 
VeitauschuBg und von einer gleichzeitigen Zeichenonderun^ beider, 

I .,1 .1 CnOO»^IC 
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waa auf die DarBtellimg (1) keiueii EinSuES liat uud daher gleich- 
gültig bleibt. 

Von den Grössen g, p iat eine, wie schon oben bemerkt, will- 

kilrlich. Das Yerhältniss -aber, sowie (|ij)S findet man, indem man 

die Werthe der Invarianten i und j in der kauouiacheu Darattllung 
bildet. Benutzt man die in § 40. gegebenen Ausreclinungen von i 
uud j, so erhält man: 

i = (t ,)<,-=. (I,)'. 2 (!,• + 3g') 
J = ({l)'/ = (l'i)'-l>ä(j''-«">- 
Aus diestiu Gleichungen folgt; 

y' + ag* 



(6) (ll)"' 

(6) ^- 



2fp' + 3g ')' 



Die eine dieser Gleichungen liefert den Werth von (lij)*, die 
andere eine cubische Gleichung aur Bestimmung von -^ . Dass nur 

das Quadrat dieser Grösse bestimmt wird, erklärt sich dadurch, 
dass die Gleichung (1) ung^indert bleibt, wenn j in — g verwan- 
delt wird, sobald nur gleichzeitig ^ ^—1 an Stelle von ■rj ge- 
setzt wird. 

Die cubische Gleichung (6) lässt sich durch eine einfache Sub- 
stitution in die cubische Gleichung Q = überfuhren. Setzt man 
nämlich 

''•' 2» 3im + 2j' 

so geht die Gleichung (6) in 



über. Die Gleichung (7) verbindet daher die drei Werthe von ^ mit 
den Wurzeln m, m', m" von Q = 0. 

Benutzt man die Gleichung (7), so verwandelt (5) sich in 

(8) ({.!)•.? — f. 

Durch die Gleichungen (7), (8) und (4) ist die kanonische Dar- 
stellung von f vollständig geliefert. 
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I 60. Die absolute luTarlante nnd das Doppel Terhlltnlas. 

Die in der Gleichung § 49. (6) auftretende Grösse -^ hat die 

Ei gen seil aft, sich hei linearer Transformation gar nicht zu ändern, 
und sie ist die einzige Invarianten?erbindung, welche diese Eigen- 
schaft haben kann. Sie ist daher eine absolute Invariante im 
Sinne des § 21., und theilt diese Eigenschaft mit dem Doppelverhült- 
niss, welches aus dea vier der biquadratischen Form zugeordneten 
Elementen gebildet wcrdeti kann. Ich werde jetzt die algebraische 
Beziehimg entwickeln, welche zwischen diesen beiden Grössen besteht. 
Setzt man in den Formeln (2) des vorigen Paragraphen ffir den 
Augenblick der Kürze wegen 



y-6q + 2p f/-P,q^2p 

2yp ' ^ 2/^ ' 

60 sind die vier linearen Factoren von f durch die Gleichungen dar- 
gestellt : 

i + {« + ß)ri = 

Eines der Doppel Verhältnisse, welche aus den entsprechenden 
vier Elementen einer Punktreihe oder eines Strahl bCtschels gebildet 
waden können, hat dann nach § 35. den Werth: 
(^a + ß) + {a-ß) 
(a + ß)-(^-ß) _^ 

-(» + W + («-W ■ ß" 

-(« + «-(«-« 
und es ist, wenn wir diesen Werth durch a bezeichnen. 



Das Verhältniss — steht also mit dem Doppelverhaltniss tf in 
einem linearen Zusammenhange. Drückt man — durch a aus: 

1= i + <L 

p 3Cl-ff)' 
und führt dies in die Gleichung § 49. (6) ein, ao erhält man die 
Beziehung zwischen der absoluten Invariante nnd dem 
Doppelverhältnisse: , - ■ 

tiOOglc 



170 Vierter Abschnitt. Theorie der Formen 

Dieses ist für a eine Gleichung sectsten Grades; ein Umstand, 
welcher Jer Thatsache entspricht, dasa aus vier Elementen sich sechs 
Doppel Verhältnisse bilden lassen. Die sechs Wurzeln dieser Gleichung 
mftssen daher so mit einander verbunden sein, dasa, wenn ff irgend 
eine derselben ist, die übrigen die Werthe annehmen: 
J. _ 1 ff-1 ff 



Man findet dies in der That bestätigt; denn die Gleichung (1) 
ändert sich nicht, wenn mau an.Stelle von ff eine dieser fünf Grössen 
einföhrt. 

Die Aut'lösut^ der Gleichung (1) erfolgt dadurch, dass miin 
dieselbe auf die cubische Gleichung ß = und auf quadratische 
Gleichungen zuriicklDhrt. Indem man nämlich den oben erhaltenen 

Werth von — in die Gleichung § 49. (7) einführt, kann man dieser 

die Form geben: 



''' " — 'Ti'-iA^^s- 

Die rechte Seite ändert sich nicht, wenn man 9 durch — ersetzt; 

man hat also, indem man für m die Wurzeln der cubischeu Gleichung 
ß = einfuhrt, drei quadratische Gleichungen in ff vor sich, welche 
drei Werthe paare dieses Doppelverhältnisses ergeben; und zwar stehen 
immer zwei Werthe eines Paares in der Beziehung zn einander, dass 

wenn ff der eine ist, — der andere wird. 

Umgekehrt erhält man, wenn man in (2) ff durch 1— ff oder 

durch ersetzt, die drei Wurzeln der cubischen Resolvente durch 

ein Doppel verhältni SS ff ausgerückt: 

-'j l-'H-^ 



(3) 



• 2-0.1-20 
2j l-o + o- 
•" i 1 + 0.1-20 
_2j 1-0+0» 

i ' 1 + 0.2-0 " 



Die Gleichung (1) erlaubt die Beantwortung der Frage, nnter 
welchen Umständen einer der ausgezeichneten Werthe des Doppel- 
Terhältnisses eintrete, welche in § 21. erwähnt sind. 

CjOO<^Ic 
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Der Werth ij=l, bei welchem zwei Factoreo von f zuBammen- 
fallen DiüaseD, fOhrt selbstveratÖDdlich auf das Verschwinden der 
Discrimiuante. In der That, setzt man = 1, so erlmlt man aus (1) 

Sollen die vier d^r Gleichung f= entsprechenden Elemente da- 
gegen harmonisch liegen , so hat man <t = _ 1 , 2 oder (. In allen 
diesen Fällen verschwindut in (1) der Nenner. Die Bedingung der 
harmonischen Lage ist also 

i-o. 

Soll endlich das Doppelverhältuisn äquianharmonisch werden, so 
muss ff eine imaginäre dritte Wurzel aus (1), also ff' — ff + 1 = sein j 
der Zähler iu (l) muss verschwinden. Die Bedingung der äqui- 
anharmunischen Lage ist also 
i=0. 

Diese beiden Fülle geben nicht su so grossen Modificationen in 
der Anf löeung von «/"-l-A/f^O Veranlassung, wie das Verschwinden 
der Discriminante. Doch ist die daboi auftretende Vereinfachung 
immerhin erheblich. Die Gleichung Q = (l verwandelt sich bei der 
harmonischeu Lage in 

so dass 

bei der Üquiauharmonisehen dagegen in 



Im ersten Falle wird also die cubische Gleichung reducibel, im 
zweiten geht sie in eine reine Ober. Im ersten Falle ist 



also die c 
ine Ober. 



H+f/^ 
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es ist also JET selbst ein Quadrat; und das Quadrat eines linearen 
Factors von xf+XH i&t: 



Im zweiten Folio hat man 






und das Quadrat eines linearen Factors von xf+lH ist; 



Indem wir das Vorhergehende auf die zasammengesetzte Form 
xf-\-XH anwenden, gelangen wir zu folgenden Resultaten. 

Unter den Formen xf+XH giebt es 6, bei denen ein 
Doppel verhiiltniss von gegebener Grösse eintritt. Die- 
selben bestimmen sich durch die Gleichung 

(4) .•■,l = c.f.i, 

WO nach (1) 

(1-g+oy 

''"''* (l + fff(2-ff)'(l-2ff)^' 

wenn ö das gegebene Doppelverhältniss ist. Nach § 41. (9), (10) kann 
man der Gleichung (4) auch die Form geben: 
(0) 3A»ft + c.^ß = 0, 

oder wenn man die Kelation zwischen den Covarianten cubischer For- 
men berflcksichtigt [§35. (7)]: 

Diese Gleichung sechsten Grades zerlegt sich also sofort in die beiden 
cubischen Factoren; 

(6) «^ = + = /-S- r I 

i;,.,cd,Google 
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Die sech» Lösungen der (ileJchuiiff (4) zerfallen altio 
in zwei Gruppen zu drei. IiisljeMOiirler« aber sind folgende Fülle 
hervorzuheben : 

1. För c=G, wo das DoppelverhSItnias I wird, geht {fl} in Q = 
über. Die sechs LiJsungen von (4) fallen in drei Düppel'lö:sungcn zu- 
sammen; und zwar sind dies keine anderen, als 

H + mf^O, H + m'f^C, B + m"f=0, 
oder 

p* = 0, ^» = 0, x^ = ^- 

In der Gleichung xf+XH = können also im Allgemei- 
nen nicht zwei Lösungen zusammenfallen, ohno daas auch 
die beiden anderen zusammenfallen. 

2. Für c = oo erhalten wir ^^^ = 0; wird also das gegebene 
Doppelverhältuisa —1, so fallen abermals die sechs Lösungen in drei 
Doppellösuugen zusammen. Die Gleichung xf+lU=0 giebtia 
drei Füllen ein harmonisches System. 

3. Für c = giebt (5) Afl = 0. Wird also das gegebene Doppel- 
rerhältniss äquianharmonisch , so giebt (5) zwei dreifache Lösungen. 
Die Gleichung xf-\-lH=0 giebt also nur in zwei Fällen 
ein äquianharmonisches System. 

Es ist bemerkenswerth , dass die Lösungen aller unter (4) oder 
(6) enthaltenen Fälle wieder im . Wesentlichen nur die Lösungen der 
Gleichung ß = erfordern, indem sie durch die Betiachtungen des 
§ 38. unter einander verbunden sind. — 

Die Gleichungen (3) geben noch bemerkenswcrthe Resultate, wenn 
man die Wurzeln der Gleichung f=0 einfahrt. Es seien a, ß, y, d 

die drei Werthe, welche -* fOr f=0 annimmt. Setzt man alsdann* 

(7) u^(u-ß){y~d), V = {a-Y){S-ß), w = {(,-S)(ß-y), 
so hat man 

(8) » + « + i« = 0, 

nnd wenn 

.S-ß I) 



(9) 



a~d.y~ß 



gesetzt wird, so verwandeln sich mit Hilfe von (8) die Gleichungen 
(3) in folgende: 



' Tsl- Hermite in ürelle'B Journal Bd. 52. ^-> ■ 
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(10) 
während (I) 'i^ 

(11) 

Übergeht. 

Theilt man nua die letzte Gleichung in die beiden: 

^ ■' i = 3x»{M-it)(«-w)(w-«), 

Bo überzeugt man sich leicht, indem man in der Gleichung 

die Coefficienten durch a^ und die sjmmetrisclien Functionen der u, 
j3, y, d ersetzt, doss eine Gleichung von der Form der ersten Gleich- 
ung (12) entsteht, und dass daher in dieser x nur um eine numerische 
Consünte von a^ verschieden ist. Setzt man, um diese zu finden, 

fl = a, y = 8 = 0, so erhält man f=^a^x^{Xi -kx^)*, also a^ = -~- , 

a, = 0, a^ = 0, daher 

aber eugleich m = 0, f = — o:*, «? = «*, also 

» = 6«*«*, j = -6x^efi, 
daher * = -^- ^^ Gleichungen (12) geben nun: 

i=^(u» + v^ + w») 
03) «3 

i=7| («-»)("-»)(«?-«). 

Sodann aber erhält man aus (10) die folgeudeu einfucbeD Be- 
ziehungen zwischen den Wurzeln der cubischeii Uesolveute und denen 
der Gleichung f=0 selbst: 

»» =-^ («--'■) 

(14) ,H'=.--^(M-W) 

m = -^(ti— m). 
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I fil. eeometrlBche Intorpretatlon. 

Die Gleicbimg f=0 bestimmt vier Elemente, welche ein Quadru- 
pel heissen mögen. Auch H = bestimmt ein Quadrupel, und die 
Gleichung xf+XH^O bestimmt eine einfach unendliche Schaar von 
Quadrupeln, wenn man dem Quotienten y allmälig alle möglichen 
Werthe beilegt. Jedes Element des geometrischen Gebildes (Puukt- 
■ reihe oder Strahlbüschel) gehört nur einem Quadrupel an, sobald R 
nicht verschwindet, was wir zunächst voraussetzen wollen. Denn siud 
Xi, x^ gegeben und haben f, H keinen gemeinsamen Factor, so ist 

j durch die Gleichung 

immer eindeutig bestimmt. 

Die Verschwindungselemente von T stehen zu den Elementen 
dieser Quadrupelschaar in einer festen und eigenthamlichen Besiehung. 
In § 49. haben wir gesehen, dass, wenn wir die Elemente eines der 
quadratischen Factoren von T als Grundelemente einführten, sowohl 
die andern Factoren von T ab xf+XH selbst nur gerade Potenzen 
der Veränderlichen enthielten. Die beiden anderen quadratischen 
Factoren von T haben also dann die Form 

(1) S*-P*ij* 

und in zwei eben solche Factoren zerlegt eich xf-\- Xff. Aber nach 
§ 25. (7) stellt diese Gleichung "ein Elementepaar einer Involution dar, 
welche | = und t; = zu Doppelementen haben. Daher können wir 
folgende Sätze aussprechen: 

Die drei quadratischen Factoreu von T reprü- 
sentiren drei Elementepaare, von denen je zwei zu 
einander harmonisch sind. 

In Bezug auf die Elemente eines jeden dieser 
Factoren zerlegt sich jedes Quadrupel der Schaar 
xf+lH=0 in zwei Elementepaare, welche zu jenen 
beiden harmonisch sind, so daes den drei quadra- 
tischen Factoren von T die drei Zerlegungen der 
vier Elemente von xf+ IH^O entsprechen. 

Betrachtet man also dieEIemente einesderdrei 
quadratischen Factoren von T als Doppelelemente 
einer Involution, so gehören derselben als Ele- 
mentepaare sowohl zweimal zwei Elemente jedes 
Quadrupels xf+i.H, als die der beiden anderen qua- 
dratischen Factoren von T an. 

i:q,t7edi>G00t^lc 
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Durch die Eiffciiscliaft, mit 7.wci Elementepaaren eines Quadru- 
pels harmonisch v,n sein, ist ein c|uadratischer Factor von T voli- 
konimen definirt. In der That giebt es immer nur ein Elemenlcjiaar, 
welches zu zwei gegebenen E lern eutepaa reu harmonisch ist. Sind 
nümlich die gegebenen Kleraentepaare durch die Gleichungen 
- «0 X* + 2 a^X^x^ + 0^x^ = 

^ ' ß^x,'+2ß,x,x, + ß,x,^ = 

bestimmt, so muss ein drittes, zu -beiden harmonisches Paar 

(3) y^ x,^ + 2y^x^x, + y, ^ = 

den beiden Bedingungen genügen: 

«(.y»— 2«,n+a,yo=o 

welche aussagen (vgl. § 49.}, dass, wenn man die Verschwinduugs- 
elemente von (3) als Grundelemente einführt, die Gleichungen (2) nur 
noch die Quadrate der neuen Veränderlichen enthalten. Durch die 
Gleichungen (4) aber sind die Verhältnisse der y eindeutig bestimmt. 
In Bezug auf jede Combination von vier Elementeu hat man also 
aus dem Vorigen den Satz: 

Theilt man auf die drei möglichen Arten vier 
' Elemente in zwei Paare, und sucht jedesmal das-zn 
beiden Paaren harmonische Paar, so sind die ent- 
stehenden drei Paare auch unter einander har- 
monisch. 
Bemerken wir femer, dass zur Charakterisirung von T die Eigen- 
schaft völlig ausreicht, dass je zwei seiner quadratischen Factoren ein 
harmonisches System geben. Für T= folgt aus § 49. (4) die Form 

wobei die Factoren eines seiner quadratischen Factoren zu Grunde 
gelegt sind. Auf die Form aber kann man jedes System von drei 
Elementepaaren bringen, von denen je zwei zusammen ein harmo- 
nisches System bilden. Nehmen wir nümlich eines als ^ij an, so 
werden die anderen durch 

a^' + bi' 

''V + ßv' 
do^estellt, und damit diese zusammen ein harmonisches System bilden, 
ist die Bedingung zu erfüllen: 

aß-i-ba = (i, 
also 

a = fia, ß = — f*6. 
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Db5 Product dieser beiden Factoren ist also, vod einer Constan- 
ten abgesehen, 

oder, wenn man —=, -~i= an Stelle von g und t} treten ISest, £*— ij*, 

f/a yb 
wie es sein sollte. 

Ist ein System von drei zu einander harmo- 
nischen Elementenpaaren gegeben, so bilden alle 
Quadrupel, deren verschiedene Zerlegungen jedes- 
mal zwei zu einem der gegebenen harmonischen 
Paare liefern, eine Schaar x/"+Aif=0, für welche 
die zugehörige Gleichung T=0 die gegebenen drei 
Paare giebt. 
Dass nämlich das Prodnct der die gegebenen drei Paare dar- 
stellenden quadratischen Formen als eine Form T betrachtet werden 
könne, ist schon oben gezeigt. Um nun einzusehen, dass ausser der 
Quadrupelschsar xf+XS keine anderen Quadrupel existiren, welche 
der obigen Bedingütig genügen, braucht man nur zu zeigen, dass 
jedes Element nur in einem Quadrupel vorkommen kann; da sodann 
ein Quadrupel xf-\-XH existirt, welchem dies Element angeh&rt, so 
kann es keine anderen Quadrupel geben. Nun ist aber in der That 
ein den obigen Bedingungen genügendes Quadrupel durch eines seiner 
Elemente völlig bestimmt; die drei anderen findet man, wenn man zu 
ihm und einem der drei gegebenen Paare das vierte harmonische Ele- 
ment sucht. Damit ist der obige Satz bewiesen. 

Aus den Sätzen des vorigen Paragraphen folgt nun weiter: 

Unter den Quadrupeln, welche zu drei gegebe- 
nen gegenseitig harmonischen Elementenpaaren in 
der Beziehung des vorigen Satzes stehen, giebt es 
keines als die doppelt gerechneten Paare selbst, für 
welches zwei Elemente zusammenfallen, zwei die 
äquianharmonisch, drei welche harmonisch sind-, 
endlich sechs, welche ein irgendwie gegebenes 
anderes Doppelverhältniss besitzen. 
Hierbei ist immer vorausgesetzt, dass R, nicht verschwindet. 
Tritt dieses ein, so fallen nach § 48. zwei der drei Paare von T in 
ein Paar zusammen, und die dieses Doppelpaar bildenden Kiemente 
vereinigen sich zugleich. Das hierdurch ausgezeichnete Element 
(1 = 0) ist zugleich Doppelelement aller Quadrupel xf+kH, so dass 
von jedem Quadrupel nur zwei Elemente übrig bleiben; sie bilden 
eine Involution, deren Doppelelemente durch den ungleichen quadra- 
tischen Factor von T gegeben werden. 
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Insbesondere kuin aber das Doppelpaar identisch Terschwinden, 
so dass nur ein Paar von T flbrig bleibt. In diesem Falle werden 
alle Quadrupel xf+ X3=0 identisch; und zwar fallen sie mit jenem 
Paar, doppelt gerechnet, zusammen. 

Ist nicht blos -B = 0, sondern verschwinden i und j identisch, so 
enthält die Schaar xf-\-i.S=0 ein festes dreifaches Element und 
ein bewegliches einfaches. Ist endlich zugleidi H identisch Mull, so 
besteht f &va einem vier^h zu rechnenden Elemente, und alle Ele- 
mente der Schaar xf+lH=0 fallen mit demselben zusammen. — 

Ich bemerke noch, dass der in § 39. eingeführte Begriff der 
cyclischen Projectiritüt hier wiederum auftritt. Ist nämlich j = 0, so 
kann man dem Doppelverbältniss in § 50. den Werth — 1 geben, 
und es wird datier för die kanonische Form 2 = 0, so dass . 

gesetzt werden kann. Da die hieraus fSr fss folgenden Werthe 

von — die vierten Wurzeln ans einer Zahl {hier —1) sind, so bilden 
V ...... 

die der Form f zugeordneten Elemente ein cycHBch-projectivischeB 
System in Bezug auf die festen Elemente 1^0, ij ^= 0, d. h. in Braug 
anf eines der Elementepaare von T=0. 

Dagegen zeigt die oben gegebene Form von T, dass immer zwei 
Paare von T=0 ein cyclisch-projecüvisches System bilden in Bezug 
auf die Elemente des dritten Paares. 
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Simultane Grundformen. 



I S2. CoTarianten nnd Inviu-lkiiteii simnltaner Systeine. . 
Schon in g 31. wurde bewiesen, dass di6 Covarianten und Inra- 
ri&nten simultaner Formen durch Ueberschiebusg der Covarianten 
der einzelnen Formen entstehen, denen dann nar noch die Invarianten 
der einzebien Formen hinzuzufügen sind. Auch bei diesen Bildungen 
tritt der Begriff eineB voHstündigen Systems von Invarianten 
nnd Covarianten auf, indem wir durch diesen Ausdruck wieder ein 
System von Formen bezeichnen, durch welche alle nur denkbaren 
simultanen Bildungen sich als ganze Functionen mit numerischen 
Goeflicienten ausdrücken lassen. 

In dem Vorigen zeigte sich wenigstens in den Beispielen die 
Richtigkeit <1es früher angedeuteteh Satzes, dass nämlich bei den 
Covarianten und Invarianten einer einzelnen Form ein endliches voll- 
ständiges System existire. , So führten die Formen zweiter Ordnung 
nur auf Combinationen von / und D, die Formen dritter Ordnung 
nur auf Combinationen von f, A, Q, S, die Formen vierter Ordnung 
nur auf C!ombinationen von f, -ET, T, i, j. 

Wir werden nun den folgenden Satx beweisen: 

Wenn zwei simultane Formensysteme, f, <p, f... 
und F, <t>, M* ... jedes für sich auf ein endliches voll- 
, ständiges System simultaner Covarianten und In- 

varianten führen, so sind auch die simultanen Co- 
varianten und Invarianten aller dieser Formen zu- 
sammen als ganze Functionen eines endlichen 
vollständigen Systems ansdrückbar.* 

• Dieeen Satz, sowie im Wesentlichen den Gang der folgenden Untersnchungen 
gab Hr. Gordan im 2, Bd. der math. Annalen. Dass alle Invarianten einer 
Form ab ganze Functionen einer gawisaeD Anzahl ausgedrückt werden können, 
wurde mit Hülfe ganz anderer Methoden in einzelnen Fällen achon HOnst bewiesen; 
für eine biquadraÜBche Form, vgl. Salmon, LeHsons, 2* ed. p. iö9; für die 
Form fünfter Ordnung, vgl, Hermife, sur la rösolntion de l'^quation du 
cinqni&me d^gr&; fQr einige simultane Systeme, vgl. Beasel, math. Annalen, 
Bd. I. p. 173. 
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Da wir im Vorigen die Existenz eines endlichen vollständigen 
Systems bei den einzelnen Formen zweiter, dritter und vierter Ordnung 
nachgewiesen haben, da sie ferner bei Formen erster Ordnung wegen 
des in § 5. Bewiesenen selbstverständlich ist, so folgt zunächst aus 
dem obigen Satze, dass auch noch Combinationen irgend zweier For- 
men der ersten vier Ordnungen auf endliche vollständige Systeme 
fuhren, und durch fortgesetzte Anwendung des Satzes erkennt man, 
d&as überhaupt jedes System simultaner Formen ein endliches voll- 
ständiges System von Invarianten und Covarianten besitzt, sobald in 
dem Systeme nur Formen der ersten vier Ordnungen vorkommen. 

Um den Satz zu beweisen, schlage ich folgenden Weg ein. Das 
vollständige System, welches aus den Formen f, tp, ^ . .. hervorgeht^ 
m^ durch die Formen 

dai^estellt werden, unter denen die Ä Covarianten, die B Invarianten 
bedeuten. Ebenso sei das aus F, <l>, V . . . hervorgehende vollstän- 
dige System: 

6',, a... CV; D,, A--- -Öo. 
■wo wieder die C Covarianten, die D Invarianten bedeuten. Nach § 31. 
erhält man nun alle ausser diesen aus dem simultanen System 

f, <p, i>...\ f , «, V . . . 
hervorgehenden Formen, wenn man auf alle Arten die IJeber- 
schiebungen von Producten 

A,"' . A,"' . . . J/" 
über Product« 

C,''.C,'-...C/» 
bildet. Die Anzahl dieser Bildungen ist unendlich gross, da zunächst 
flir die Grösse der Zahlen a und y keine Grenze vorliegt. Nur 
bezüglich der Höhe der anzuwendenden Ueberschiebungen stellt sich 
eine untere Grenze heraus, welche eingehalten werden muss, wenn 
man nicht zerfallende Formen erhalten will. Ist x die Höhe der * 
U eher schieb ung , so hat man von beiden Producten die x^"" Polaren 
zu bilden ; ist also in einem der beiden Producte die Anzahl von 
Factoren («, + Oj . . . + «^ und yi + yj ■ . . + yp) grösser als x, so zer- 
lallt die betreffende Polare in Theile, welche einige C oder A als 
Factoren enthalten, indem durch die zur Polarenbildung nöthige 
Differentiation immer höchstens x Factoren afücirt werden können. Es 
zerfallt also dann auch die Ueberschiebung in Theile, welche einzelne 
C oder A zu Factoren haben, und das Resultat kann daher aus 
niedrigeren Bildungen zusammengesetzt werden. Man braucht also 
auf die obigen Producte nur Ueberschiebungen anzuwen- 
den, welche wenigstens so hoch sind, wie die höchste der 
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Zahlen a, + «j.,. + au und yi + j'^ + )'*■ Andererseita ist eine 

obere Grenze filr x immer dadurch gegeben, dass x die Ordnung des 
niedrigsten der ttberzuBchiebenden Producte nicht überschreiten kann. 

Dennoch würde das ans diesen Ueberschiebungen hervorgehende 
combinirte System unendlich Tiele Formen enthalten. Aber es wird 
gezeigt werden, dass mau an Stelle der Ueberschiebungen, yon denen 
die Bede war, gewisse Theile derselben setzen kann, welche man noch 
in mannigfach verschiedener Weise wählen dart Indem man eine 
Ueberechiebung durch einen solchen weiterhin zu definirendeu Theil 
ersetzt, erhält man bei geschickter Wahl derselben in der grossen 
Mehrzahl der T'iille an Stelle der Ueberschiebung eine Bildung, welche 
das Product niedere^ Formen ist, daher nichts Neues giebt und aus- 
gelassen werden darf. Die übrigbleibenden Bildungen sind dann nur 
noch in endlicher Zahl vorhanden und sind das gesuchte combinirte 
System, dessen Endlichkeit damit bewiesen ist. 

Um den hier angedeuteten Weg verfolgen zu können, ist es zu- 
nächst erforderlich, die Operation des Ueberschiebens für den Fall 
genauer zu betrachten, in welchem beide Über einander zu schiebende 
Formen als irgend welche wirkliche oder symbolische Producte gegeben 
siud, und die oben erwähnten Theile von Ueberschiebungen zu de- 
fiuiren. Dies soll im folgenden Par^raphen geschehen. 

I BS> Ueberseklebangea symbolischer Prodiete und Tkelle derselben. 

Es seien a^, b^ . . , die symbolischen linearen Facteren der einen 
Form, welche theils gleich, theils verschieden imd theils Symbdle von 
Grundformen, theils solche von Covarianten sein können. Zum Zwecke 
der x*" Ueberscbiebung wird zunächst die x" Polare gebildet {§ 30.); 
es wird also in dem gegebeneu Ausdruck überall statt x, , x^ gesetzt 
a;, + iy,, x^ + iy^, und, von einem gewissen numerischen Facter 
abgesehen, der Goefficient von i' genommen. Derselbe besteht aus 
einer Summe von Termen, welche mit positiven Zahlen multiplicirt 
sind und welche sämmtlich aus dem ursprünglichen symbolischen 
Producte dadurch hervorgehen, dass man in x linearen Factoren des- 
selben Xi, x^ durch y^, j/, ersetzt. 

Ist Bodann 6^™ die zweite gegebene Form, mag diese ein Pro- 
duct mehrerer Formen sein oder nidit, so hat man in jedem einzelnen 
Gliede der beschriebenen Polare y^, y, durch 6,, — Öj zu ersetzen 
und mit Ö,"-" zu multipliciren. 

Die Ueberschiebung ist also hierdurch auf eine erste Art in eine 
Reihe von Gliedern zerlegt, welche alle, abgesehen von positiven 
numerischen Factoren, aus dem ursprünglichen Ausdrucke der ersten 
Form entstehen, indem man x der Grössen . , 
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dnreli 

((10), (60)... 
ersetzt, uod mit O,""* multipliciri 

Nach den Sätzen des § 31. [Formel (3)| kann man eiu solches 
Glied der Ueberschiebucg durch die Ueberschiebuug selbst 
und niedere Ueberscbiebungen ausdrücken, indem die dort 
durch (p bezeichnete Form von selbst immer wieder diejenige erste 
Form wird, von der wir ausgingen, und von deren Polare ein Ghed 
zur Bildung des fraglichen Gliedes der Ueberschiebnng benutzt wurde. 
Man erhält sie nach den dort angegebenen Regeln, wenn man in dem 
fraglichen Theil der Polare die y durch die x ersetzt, wodurch man 
in der That zu der nrsprnngljchen Function zurückkehrt. Sprechen 
wir also den Satz aus: 

1. Wenn man, statt eine Ueberschiebung 

(ve)-9,«-''e,— - 

zu bilden, in einem Gliede der x*" Polare von qo die 
Vii Vi durch 0,, —0, ersetzt und mit O,"-' multipli- 
ciri, so unterscheidet sich die entstehende Form 
von der betreffenden Ueberschiebung nur durch 
Glieder, welche niedrigere Ueberechiebungen (kIs 
die x'") Ton0 mit anderen Formen sind. 
Wenn wir nun auf diese Weise die Ueberschiebung in eine An- 
zahl von Gliedern zerlegten, indem wir an Stelle der einen von 
beiden Functionen ihren Ausdruck als symbolisches oder wirkliches 
Froduct setzten, so können wir zweitens jedes der erhaltenen Glieder 
weiter zerlegen, indem wir auch die zweite Function durch ihren 
Ausdruck, als wirkliches oder symbolisches Product ersetzen. Eines - 
der oben erhaltenen Glieder entsteht aus 0^" auf folgende Weise. 
Bilden wir mit Hilfe von » Reihen von Veränderlichen y, e ... die 
x" Polare 

0,— «0J0, ... 

und setzen wir nun an Stelle von y,, y^; e,, s^ . . . beziehungsweise 
a,, —a^; h^, —&,..., multipliciren wir endlich mit demjenigen sym- 
bolischen Ausdrucke, welcher in dem Gliede der Ueberschiebung alle 
nicht enthaltenden Factoren umfasst, so erhalten wir das gegebene 
- Glied der Ueberschiebung. 

Bilden wir nun diese Polare 0,"~''0j0i .... Zu diesem Zwecke 
nehmen wir in 

ö"+lB+«--.. 

den CoefScienten von i.n .. . . Setzen wir an Stelle von den 
Ausdruck dieser Form durch andere Symbole, und seien 

. Goot^lc 
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die dabei auftretenden linearen Factoren, welche theils gleJch, tkeils 
verschiedeti und theils ursprOngliche Symbole, theils Symbole von 
. Coyarianten sein k&nnen, so besteht diese Polare wieder aus einer 
Anzahl von Gliedern, welche mit positiven Zahlen multiplicirt sind, 
and deren jedes entsteht, ind^ wir in irgend k der symbolischen 
Factoren a^, ß^, yx... von 6 die x beEiehnngsweise durch die 
y, s . . , ersetzen. 

Wenn man also irgend zwei als- symbolische Froducte gegebene 
Formen ip, 6 Ober einander schiebt, so erhält man eine Summe 
symbolischer Producte, welche einzeln dadurch entstehen, dass man 
X der linearen symbolischen Factoren 

TOD 9> gewissen x linearen symbolischen Factoren 

a^, ßx... 
von 6 einzeln zuordnet, aas entsprechenden immer die Determinanten 

(»"). (»«•■■ 

bildet, und das Product derselben mit den übrigen symbolischen 
Factoren von tp und 6 multipliciit. Die x** Ueberschiebung von ip 
mit 6 ist das Aggregat der beschriebenen einzelnen Theile, jeder mit 
einer positiven Z^l multiplicirt Solche symbolische Producte, 
wie sie eben beschrieben wurden, sollen schlechthin Theile 
der Ueberschiebung heissen. 

Ein solcher Theil einer Ueberschiebung besteht aus drei Gruppen 
Ton Factoren; erstens aas einer Keihe von Factoren, welche ^ ent- 
hielt, zweitens aus einer Reihe von Factoren, welche 6 enthielt, drit- 
tens aus den X Factoren 

(0«), {hß), (ey)... . 

Die letzteren sind die einzigen, welche die in 9) und die iu 6 
vorkommenden Symbole gleichzeitig enthalten. 

Ist umgekehrt ein symbolischer Ausdruck 
M.N.Xaa){bß){CY)... 
gegeben, in welchem M die Symbole a, ß, y .. . nicht enthält, und 

N die Symbole a, h, c nicht enthält, so kann derselbe immer als 

Theil der x**" Ueberschiebung der beiden Formen 

angesehen werden. 

. 2. Die Summe der positiven Zahlen, mit denen 
dieTheile der Ueberschiebung multiplicirt werden 
mOssen, um die ganze Ueberschiebung zu erhalten, 
ist gleich 1. 

i:q,t7edi>G00t^lc 
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Dieser Satz ist sehr leicbt zu beweisen. Denn diese positiven 
Zahlen sind von der Natur der symboliaclien in 91, 3 auftretenden 
Symbole unabhängig und hängen allein von den Ordnungen der- 
selben und der Zahl x ab. Nimmt man nun ip = a/, 9s=a," an, . 
so werden alle Theile der Ueberschiebung einander gleich und man 
erhält also die ganze Ueberschiebung gleich einem Theile derselben, 
multiplicirt mit der Summe jener positiven Zahlen. Aber jeder Theil 
der Ueberschiebung ist such ihr selbst gleich, uümlicb gleich 

(aii:)'ffl^-»ax""''; 
daher muss die Samme jener positiven Zahlen gleich 1 sein. 

Hieran knfipft sich sofort der folgende wichtige Satz, der ge- 
wissermassen eine Fortsetzung des Satzes 1. ist. 

3. Die Differenz zwischen der x'™ Ueberschieb- 
ung von fp und 3 und einem der oben beschriebenen 
Theile derselben setzt sich aus niederen Ueber- 
schiebungen verschiedener Functionenpaare tp', 6'-, 
9>", 6" ... zusammen, von denen die einen {tp', fp" . . .) 
nur die in 91 auftretenden, die anderen (6', 6"...) 
nur die in 3 auftretenden Symbole enthalten. 

Sind nämlich P, P^, P, . , . die Theile der Ueberschiebung, U 
diese selbst, so hat man 

0"=cP+c,P, + c,P,... 
und c + «, + c, . . . = 1 , daher 

U-P= U- {c-\-c^ + c, . .".) P= c, (P, - P) + e, (Pj - P) . . . . 

Die Differenz, von welcher in dem Satze gesprochen wird, setzt 
sich also aus Differenzen je zweier Theile der Ueberschiebungen zu- 
sammen. Der ZQ beweisende Satz ist daher auf den folgenden zurQck- 
gefahrt: 

4. Die Differenz zwischen zwei Theilen der x*" 
Ueberschiebung von tp und 8 lässt sich immer aus 
niederen Ueberschiebungen von Fucctionenpaaren 
9', 0'; ip" , &'... zusammensetzen, von denen die <p', 
9" nur die Symbole enthalten, weichein ip, dagegen 
6', 0" nur diejenigen, welche in vorkommen. 

Die verschiedenen Theile der Ueberschiebung unterscheiden sich 
nämlich nur durch die Art, wie unter den verschiedenen linearen 
Factoren 

diM, hx, Cx . . . 
einerseits und 

tx, ßx, yx... 

i:q,t7edi>G00t^lc 
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andererseits je x ausgewählt imd einaiider zugeordnet sind. Durch 
EinschaltuDg anderer Tbeile der Ueberschiebung kann man also die 
Differenz 

i*,- P=P, - Pl + P," Pf . . . . + P,- P 

immer in solche Differenzen zerlegen, die sich nur dorch verschie- 
dene Benutzung eines Buchstabenpaar^ unterscheiden; es ist also 
nur nöthig, fflr solche Differenzen den Satz zu beweisen. Nun 
kann dieser Unterschied bei einer Differenz Pi — Pf auf dreierlei Art 
eintreten, nämlich: 

1. Bei Pi gehört ein Symbol a zu den herausgehobenen, ein 
Symbol b nicht, während dies bei Pf umgekehrt ist. Man hat also 
eine Oleichung folgender Form, in welcher Af den gemeinschaftlichen 
symbolischen Factor von P^ und Pf bedeutet: 

l'l - Pf=M. [6, {aa)-a,(b«)].' 
Dies giebt aber 

Pl-Pf^Miab)a^. 

Die Differenz P^ — Pf enthillt also Symbole a, b ... mit Symbolen 
a, ß . . . nur noch in x — 1 symbolischen Factoren verbunden, ist also 
Theil der (x— l)*™ Ueberschiebung einer Function g>' über eine 
Function 6'. 

2. Derselbe Unterschied tritt in Bezog auf zwei Factoren cijc, ß^ 
ein; dieser Fall wird genau wie der vorige behandelt, und fährt zu 
demselben Resultat. 

3. Die herausgehobenen Factoren sind beidemal dieselben, es 
ist aber einmal a mit c, b mit ß, das andere Mal a mit ß, b mit 
a verbunden. Man hat also : 

Pl-Pf = M.\ {au) {bß) - (aß) {ba)l 
= M.iab)iaß); 
was wieder auf denselben Scbluss führt. 

Bewiesen ist hierdurch ohne Weiteres folgender Satz: 

5. Die Differenz zwischen zwei Theilen der x**° 
Ueberschiebung von ip mit 3 setzt sich aus Theilen 
der (x — l)**" Ueberschiebungen von 93', 9; (p", Q" etc. 
zusammen (die Charakterisirung der letztern Fun- 
ctionen wie bei Satz 3. und 4.). 
Hieraus folgt aber auch endlich die Richtigkeit von Satz 3. 
Denn in Satz 5. kann man die Tbeile der (x — 1)"" Ueberschiebung 
durch diese selbst und Differenzen ihrer Theile ersetzen. Mebmen 
wir also an, der Satz 3., dass solche Differenzen durch niedere 
Ueberschiebungen ausdrückbar sind, sei fflr Theile der (x — l)*" 
Uuberschiebungen bewiesenj der Satz 5. lehrt dann, dass 3. auch 
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für Theüe der x**" Ueberechiebung richtig sei. Für Theile der ersten 
Ueberschiebung aber ist der Satz 3. richtig; denn die Theile der 
uullten, auf welche 5 ftir dicseu Fall führen würde, sind nallte 
Ueberschiebungeu , d. h. Producte ip' , Ö'; f" , Ö" . . . selbst. Die 
Bichtigkeit des Satzes 3. ist also hierdurch allgemein dargethan. 



% 64. Slmnltaiifl Sjsleme besitien ein endliches TollHtEadlrea FormeiurKtem, 
wenn die einzelnen Formen ein solches besitzen. 

Die vorstehenden Untersuchungen führen nun von selbst dazu, 
wie die Covarianten und Invarianten simultaner Systeme anzuordnen 
sind. Der Allgemeinheit wegen nehme ich wie oben an, daas die 
Covarianten bez. Invarianten 

ein vollständiges Formensjstem für die simultanen Grundformen 

f,tp,'^..., 
und ebenso 

C„ Q ... Cp; i>„ i>, ... Da 

ein solches für die simultanen Grundformen 
F, *, V . . . 

bilden. Die Covarianten und Invarianten , welche bei dem vereinigteo 
System 

f,if,i>...S F, *, V... 

zu den vorigen noch hinzutreten, erhält mau nach § 31. durch die 
Ueberachiebungen der Formen 

A^'.Ä^' ... A^i' 
über die Formen: 

C/'.C/'... C^K 

Diese Ueberschiebungen, deren Zahl unendlich gross ist, und 
denen ich die Formen Ä, B, C, D selbst zugeselle, ordne ich zu- 
nächst nach der Gesammtdimension , welche dieselben in Bezug auf 
die Coefficienten sämmtlicher zu Grunde gelegten Formen besitzen. 

Formen gleicher Gesammtdimension ordne ich weiter unter sich 
nach der Höhe der IJeberschtebung , mittelst deren sie aus den oben 
ai^efÜhrten Producten entstanden sind, wobei die nullte (Prodnct) 
nicht ausgeschlossen ist. 

Wie endlich die Anordnung der Bildungen in diesen untergeord- 
neten Gruppen stattfindet, ist gleichgütig. 

i:q,t7edi>G00<:^lc 
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Bezeichnen wir der Deutlichkeit wegen die Ordnungen der 
Formen 

durch 

Ui, a, . ..; c,, Cj ..., 

ihre Geaiuniatdimeneion in den Coefficienten der Grundformen durch 



Dann hängt die Stellung der v*** Ueberschiebung der Producte 

A-.^,"...; C/'.C,'-... 

über einander von deu beiden Zahlen v und 

ft = r. a, + r, o, + . . . + s, c, + Sj c, + . . . 
ab, und die ganze Anordnui^ der Ueberschiebungen geschieht der 
folgenden Tafel gemäss, in welcher die jeder Gruppe angeh&rigen 
Formen durch 

fuv, V'fi', V'V» ■■• 
bezeichnet sind: 



p_ 


. 





F»» 


»: 


1 





9m, 


T'io. 


T",a ■ 


2 


(1 


»». 


¥ta> 


f"« ■ 




1 


f.„ 


<P'.i, 


V"„ ■ 




2 


f». 


'P'ii, 


9""« ■ 


3 





fM> 


V's» 


V"k 




1 


9«, 


v',„ 


9"„ ■ 




2 


Vsi, 


v'^, 


9"ii ■ 









Dase in der ersten Abtheilung dieser Xi^fel neben ^ == 1 nur der 
einzige Werth f = steht, begründet sich leicht; denn unter ft=l 
können Oberhaupt nur die Grundformen selbst enthalten sein, die 
dann durch Ueberschiebung nicht entstanden sein können; doch 
können sie fflglich unter die nallten Ueberschiebungen gerechnet 
werden, wie im Folgenden geschehen soll. Ebenso soll jede der 
Formen Ä, B, C, D in der Tafel bei den nullten Ueberschiebungen 
mit autgezählt werden. Sie haben mit diesen insofern gemeinsame 
Natur, als auch diese als ganze Functionen der A, B,C, D unmittel- 
bar ausdrQckbar werden. 

Man Qbersieht nun sofort, dass die Vollständigkeit dieses Systems 
in keiner Weise leidet, weun man jede Form der TaCal um eine 



188 Fünfter Abschnitt. Simnltene 

ganze mit nameriaclieii Coefficienten versehene Function solcher For- 
men vermehrt, welche in früheren Gruppen vorkommen; wenn 'man 
also an Stelle von ip^y^^' die Form setzt: 

wo O eine ganze Function solcher Formen <// bedeutet, bei denen 
entweder der erste Index kleiner als ft, oder der erste gleich ft, der 
zweite aber kleiner als v ist. Man kann nämlich, wenn die ^ so 
definirt sind, auch umgekehrt die Formen ip successive als ganze 
Functionen der t ausdrücken; und wenn man also davon ausging, 
dass alle nur deukboren simultanen Covarianfen und Invarianten der 
combinirten Systeme sich als ganze Functionender ip ausdrücken las- 
sen, so folgt, dass sie auch als ganze Functionen der ^ ausdrück- 
bar sind. 

Nach den Sätzen des vorigen Paragraphen erhält man aber ein 
System der ip, wenn man jede üeberschiebung tp durch einen ihrer 
dort beschriebenen Theile ersetzt. Es ist dabei gleichgiltig, ob bei 
der Bildung dieser Theile die Symbole der A, bez. C, erbalten bleiben, 
oder ob dieselben theilweise oder ganz in Symbole früherer A, bez. 
C, aufgelöst werdeu. Immer uaterschcidet sich nach dem FrHhern 
ein solcher Theil von der Uebei^chiebung <p nur um Glieder, welche 
durch niedere Ueberschiebungen von nur Symbole der A enthaltenden 
Formen Ober solche entstehen, welche nur Symbole der C enthalten. 
Da nun die A, B und die C, D vollständige Formensysteme bilden, 
so zerfallen diese niederen Ueberschiebungen in solche von Producten 
der A, B über Producte der G, D. Sind hierbei wirkliche Factoren 
S, D vorhanden, so zerfUllt eine solche niedere Üeberschiebung in 
.Producte von fi, D mit Formen von niederem [t; ist keinJFactor 
B, D vorhanden, so hat doch die üeberschiebung ein niederes v, 
während der Werth von fi derselbe wie bei g> geblieben ist. Ein 
Theil der Üeberschiebung ip unterscheidet sich also von tp nur 
um eine ganze Function früherer tp, und hat daher den Charakter 
einer Form f. 

Somit kann man den Satz aussprechen: 

]. Alle simultanen Invarianten und Covarianten 
des combinirten Systems lassen sich als ganzeFun- 
ctioneu desjenigen Formensystems V darstellen, 
welches man erhält, indem man von jeder Üeber- 
schiebung eines Productes von Ä fiber ein Product 
von C irgend einen Theil wählt, und die so erhal- 
tenen Formen ^ den Formen A, B, C, D hinzufügt. 
Auch das System der ^ ist noch unendlich gross. Aber wenn 
es sich nur darum handelt, ein System von Fonnen zu finden, durch 

I ,1 I Goot^lc 
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welches alle Invarianten und Covarianten des combinirten Systems 
sich als ganze Functionen ausdrficken lassen, so kann man in dem 
Systeme der ^ jede Form übergeben, welche als ganze Function von 
^üher in diesem System auftretenden Formen ausdrückbar ist. 

Ezistirt nun in irgend einer Ueberschiebung qc ein Theil, welcher 
in Factoren zerfüllt, so kann dieser als das betreffende 4' gewählt 
werden. Dasselbe zerfällt in das Product zweier Formen von niede- 
rem Gesamnitgrade ; jeder dieser Factoren aber ist durch Formen tf' 
darstellbar, und diese Formen ii gehören also niederem Zahlen fi an, 
kommen daher in der Tafel früher vor. Sonach ist ein solches V 
durch frühere ^ ausdrückbar, und darf demnach ausgelassen werden. 

Durch diesen Umstand wird das Übrigbleibende System der li- 
ausserordentlich beschränkt; es lüsst sich zeigen, dass es immer ein 
endliches ist, während das ursprüngliche unendlich gross war; womit 
denn die Existenz endlicher simultaner Systeme von Invarianten und 
Covarianten f^r ein solches combinirtes Formensystem nachgewiesen ist. 

Sprechen wir zunächst den Satz aus: 

2. Alle Covarianten und Invarianten derSysteme 
A^, A^...; B„ B,.,.; C,, ft...; D,, D, ■ ■ - lassen sich 
aus Producten der A, B, C, D und aus solchen 
Ueberschiebungen von Producten der A über Pro- 
ducte der C {od er Theilenderselben)zuBammensetzen, 
in denen kein zerfallender Theil vorkommt. 

Um nun hieraus die Endlichkeit des combinirten Systems abzu- 
leiten, kann man folgenden Satz aufstellen: 

3. Wenn in einer Ueberschiebung der Producte 

A,''-.A/'..,, C/' . C,*'' . . .■ 

kein zerfallendes Glied vorkommen soll, so darf 

keines der a grösser sein als die Summe der Ord- 

nunK^n r,, c^ . . . aller Functionen C, nnd umgekehrt 

darf keines der y grösser sein als die Summe der 

Ordnungen 0^,0^... aller Functionen A. 

Nehmen wir, um diesen Satz zu beweisen, an, es sei eines der a, 

etwa R,, grösser als die Summe der c (also, .da jedes c wenigstens 

1 ist, nothwendig a, > I), nnd zeigen wir, dass dann nothwendig ein 

zerfallendes Glied in der Ueberschiebung vorkommt. Ist in diesem 

Falle die Höhe v der Ueberschiebung nicht grösser als a^ (a, — 1), 

so tritt ohne Weiteres ein zerfallendes Glied auf; denn man kann 

alsdann die v" Ueberschiebung schon auf den Factor A^"-—' des 

ersten Productes anwenden, so dass auf diese Weise ein Theil der 

Ueberschiebung entsteht, welcher A^ . A^ ... als Factor enthält. Es 
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ist also nar noch der Fall zu betrachteii, wo die Höhe v der Ueber- 
schiebang grosser ist als a, (n, — 1), also gleich oder grosser als 

a, (C| + C|...)) da a^ wenigstens um 1 grösser als c^ + c, ist. 

Andererseits ist, damit die UeberscliiebuDg überhaupt möglich sei, v 
gleich oder kleiner als die Ordnung des zweiten Produfit«, daher 
gleich oder kleiner als c, /j + c, y^ . , . . Man hat somit, indem man 
die Grenzen vergleicht, in weldie v eingeschlossen ist: 

Ci7i + (^Yf- >«iCci + "*■■•). 
oder 

c, (y, - o,) + Cü (y» -«,) + ■■ > ^■ 
Mindestens eine der Zahlen y,— «,, }■» — Oi ■•■, ni'isa also >0 
sein. Sei y, — a, eine-solche, dann ist 
Yi><h> 
und zugleich wegen der Voraussetzung 

Die beiden Über einander zu schiebenden Producte liaben also die 
Form 

^.'■.af.und C''.N. 
Die Höhe v der Ueberschiebung ist nach dem Vorigen wenigstens 
gleich Aj (C| + c, . ..)r ^>o auch wenigstens gleich (ijC,, und man hat 
also etwa 

v = a,c, + Ä, 

wo h Null oder positiv ist. Nun kann man ein Glied dieser Ueber- 
schiebung dadurch bilden,- dass man zunächst Ä^'- und C'' fOr sich 
üf.c^ mal Ober einander schiebt, wodurch eine Invariante J entsteht, 
und ausserdem M und N noch /( mal über einander schiebt, was 
immer möglich sein muss, wenn eine Ueberschiebung von der gefor- 
derten Höhe Oberhaupt stattfinden konnte. Man hat also ein Glied 
der Ueberschiebung gebildet, welches eine Invariante J ab Factor 
enthält. 

Hierdurch ist einmal der Satz 3. bewiesen, andererseits aber 
auch gezeigt, daas, um alle Invarianten und Covariantcn des com- 
binjrten Systems zu erhalten, es nur nöthig ist, eine endliche 
Anzahl von Producteu über einander zu. schieben, insofern die Zahlen 
a, f bestimmte endlich gegebene obere Grenzen nicht Überschreiten 
dürfen. Und so kann man folgende Satze aussprechen: 

4. Wenn zwei Formensjsteme f, <p,^ . . . und F, <1>, 
V... jedes fKr sich auf ein endliches vollständiges 
System simultaner Govarianten und Invarianten 
führen, so sind auch die simultanen Oovarianten 
und Invarianten aller dieser Formen zusammen als 
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ganze FunctioDen eines endlichen voll stand igen 
Systems aasdrückbar. 

5. Sind Äf, Ä^... die Covarianteu, B^, B^... die 
Invarianten des ersten, C^, C^... die CoTarianten 
nnd i>,, Dj . .. die Invarianten des zweiten Systems, 
so erbält man alle zurYervollständigung des gemein- 
samen vollständigen Systems erforderlichen For- 
men, wenn man die Ueberschiebungen derProducte 

A,".A,'-...; C.''.C,''... 
[bez. die oben (S. 183) definirten Theile von solchen] 
bildet, wobei keines der -a grösser als die Summe 
der Ordnungen aller C, keines der y grösser als 
die Summe der Ordnungen aller A sein darf. 
Es ist hervorzuheben, dass das anf solche Weise constmirie 
System simultaner Formen noch OberflQBsige Formen enthalten kann, 
welche sich als ganze nnd rationale FanctioneD der übrigen ausdrücken 
lassen. Der zweite der obigen Sätze giebt also ftlr die Grösse des 
entstehenden Systems von Invarianten und Covarianten nur eine obere 
Grenze. 

Wenn man die Sätze 4. 5. wiederholt anwendet, so kann man 
von einzelnen Grundformen zu demjenigen System fortschreiten, 
bei welchem alle zugleich za Grunde gelegt sind. Man hat also 
den Satz: 

6. Wenn die Formen f, tp, ii ... einzeln endliche 
vollständige Systeme von Invarianten und Cova- 
rianten besitzen, so fahrt auch die Combination 
dieser Formen auf ein endliches System. 

Insbesondere ist durch die Untersuchungen des vierten Abschnitts 
schon folgender Satz erwiesen: 

7. Simultane Formen, deren keine die vierte Ord- 
nung überschreitet, haben ein endliches vollstän- 
diges System von Invarianten und Covarianten. 

Einige solcher Systeme aollen jetzt etwas genauer betrachtet 
werden. 

I 56> Simultane Systeme, In denen ausser andern auch lineare Oruitd- 
formen auftreten. 

Denken wir Uns ein System von Covarianten und Invarianten 

A;, Aj...; £„ £,..., 

welche für gewisse Grundformen q>, ifi... ein vollständiges System 

bilden. Nehmen wir an, es trete zu diesen Grundformen eine weitercL 



iOZ Fanfter Abichnitt. Simulliuie 

lineare, hinzu, nnd uoterBucheii wir, welche Erweitening das voll- 
Bföndige System der Corarianten uud InvariaDten Bunmehr erfah- 
ren miiBs. 

Die hinzutretende lineare Grundform sei 
/■= a^Xi + a,x^. 

Noch dem Vorigen darf hier keine der Zahlen a^ grösser als 1 
angenommen werden; man erhält also alle Formen des neuen simul- 
tuien Systems, wenn man die Ueherschiebungen, oder Theile der Ueber- 
schiebnngen, der Producte verachiedener j1 über Potenzen von /" bildet. 
Hierbei ist erstlich klar, daas die H&he der Ueberschiebung immer 
gleich dem Exponenten der Potenz von /" genommen 'werden muss, 
wenn nicht eine Potenz ron f als Factor übrig bleiben soll. Man 
hat also nur f* p mal über Producte von A zu schieben. Nun erhült 
man die Glieder dieser Ueberschiebung, indem man in g symbolischen 
Factoren des Productes x^ und x^ durch a^ und — a, ersetzt. Daher 
entsteht aus einem Product mehrerer A immer wieder ein Product 
solcher Formen, die ans den einzelnen A hervorgehen, und man sieht 
also, dass man nur die einzelnen A aber Potenzen von f, 
oder, was hier dasselbe sagen will, wiederholt über /'zu 
schieben hat. * 

Ist also A^Ajr" irgend eines der Ai, so gehen hieraus durch 
Ueberschiebung mit f die Formen hervor: 

A^-'-'^Aa), A^-'-^iAay, A^--' {Aa)' . . . . 
Alle diese Formen entstehen aus den Polaren 

indem man darin y„ y^ durch a^, — a, ersetzt Man kann also fol- 
genden Satz aussprechen: 

Bilden die Formen 

^„ ^...; B„ Bf.. 
das Tollständige System der Corarianten und In- 
varianten der Grundformen tf>, ^•■■, und wird das 
tjyatem der Grundformen um eine lineare Form 

f=a,x, + a,x, 
erweitert, so treten zu dem vollständigen Systeme 
ausser f nur diejenigen Formen hinzu, welche ent- 
stehen, wenn man in den Polaren der A die y,, y^ 
durch a,, — a^ ersetzt 
Es ist hiemach leicht, auch die Vergrüsserung anzugeben, welche 
durch HinzufUgung einer beliebig grossen Zahl linearer Formen bei 
dem voUsl&idigen System eintritt. 

D.qit.zeaOvGoOt^lc 
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Waren unter den Formen ip, i>... schon lineare enthalten, so 
f^eben diese bei Anwendung des obigen Satzes nur immer zu einer 
Polare, also auch nur zu einer Bildung Veranlassung, nämlich zu 
der Determinante der frDhem und der neuen linearen Form. Waren 
aber femer unter den A schon Formen enthalten, welche durch Hin- 
znfdgung einer linearen Form zu früheren entstanden waren, also 
Formen, welche mittelst des obigen Satzes aus Polarea herrorgehen, 
Bo geben diese bei ZufQgung einer weitem linearen Form zu erneuer- 
ter Polarenbildung Veranlassung, d. h. sie ßlhren auf Bildungen, 
welche aus Polaren mit mehreren Reihen von Veränderlichen entstehen, 
indem man statt derselben die Coefficienten verschiedener linearen 
Formen einfahrt. (Wegen des erweiterten Begriffs der Polare vgl. § 10.) 
Setzt man also tp, tl>... als nicht linear voraus, und bilden die 
Formen 

A„ A,..., B„ Bf. 

das vollständige System ihrer Covarianten und Invarianten, so er- 
weitert nach ZufQgung einer Anzahl linearer Formen sich das voll- 
ständige System um folgende Bildungen: 

1. Die linearen Formen selbst. 

2. Die zwischen je zweien gebildeten Determinanten. 

3. Die Formen, welche aus den mit mehreren Reihen von Yer- 
Underlichen p,, j/jj ä,, b^... gebildeten Polaren von .4,, A^... ent- 
stehen, indem man y,, y,; e,, ^, ... durch die Coefficienten o,, — o,; 
6,, — 6[ . . . der hinzugefügten linearen Formen ersetzt. 

Nach der Entstehungsweise der Polaren kann man die letzteren 
Bildungen auch dadurch ableiten, dass man in A^, A^ . . . statt a?,,a^ 
die Gr&ssen 

x, + la^ + ft\. .., Xg — i.a, — iihi ... 

setzt, und die Coefficienten der verschiedenen Potenzen von i, ft... 
einzeln bildet. 

Wenn insbesondere nur lineare Formen gegeben sind, kommt 
man auf die Sätze des § 9. zurUck. 



ibfl. Simnltane Srsteme, In deien ansstr anderen OmniforateB eine 
quadratisehe vorkommt. 

In ganz ähnlicher Weise kann man die Erweiterung angeben, 
welche das vollständige Sjrstem der simultanen Covarianten und In- 
varianten <p, iji . . . durch den Zutritt einer neuen Grundform zweite r 
Ordnung 

CKbaeh, TbMrie dar blaliCD algabi. Form«. i: qit -r-dJgVjOOglt. 
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er^rt. Sind wieder A„ A^ . . . die CoTarianteii des Tollständigen 
Systems, so hat man Dur Ä^"' A^"^ . . . Aber Potenzen Ton fzn schieben, 
da f selbst keine weiteren Covariauten mit sich fflhrt. 

Soll die Deberschiebung keinen zerfallenden Theil enthalten, so 
moBS ihre Höhe v von der Gesammtordnung jedes der überzuschieben- 
den Producte am weniger unterschieden sein, als die Ordnung des 
niedrigsten Factors desselben betrügt. Daher kann die Höhe der 
Ueberschiebnng von Aj°' A^"^ .. . Über nur f^ 2p oder 2p — 1 sein. 

Sei nun Ä irgend eine Covariante gerader Ordnung 2h, und 
A»^Ä^o^...=A.M; 

betrachten wir die (2 p — 1)" und die (Zp)** Ueberschiebung dieses 
Ausdrucks mit f^. Ist p kleiner als h, so existirt immer ein Theil 
der Ueberschiebung, bei welchem /* nur über den Factor A geschoben 
ist; wird aber p gleich oder grösser als Ic, etwa 

ff = h + h, 
und bilden wir nun die {2p— !)*•, beK. (2p)*« Ueberschiebung von 
A . M mit /"*+*, so musB A . M wenigstens von , der Ordnung 
2p— 1 = 2Ä + 2A-1, bez. 2p = 2it + 2A, also Jf wenigstens von der 
Ordnung 2A — 1, bez. 2h sein. Es existirt daher immer ein Theil 
der Ueberschiebung, welcher in das Product der (2it)"" Ueberschiebung 
von .4 mit /», und der (2A — l)*", bez. (2A)'«', von Jlf über /"* zerfallt. 
Man erhält also durch Ueberschieben von ff Ober das Product 
mehrerer Formen, deren eine wenigstens von gerader Ordnung ist, 
nie etwas neues; Formen gerader Ordnung also, welche in dem 
System der A enthalten sind, geben nur folgende Bildungen, welche 
aus der Ueberschiebung von /^ Ober diese Formen selbst entstehen: 

A von der Ordnung 2^': 
erste und zweite Uebersohiebui^ von f über A 

dritte und vierte Ueberschiebung von f über A 



(2k— ly und {2ky* Ueberschiebung von /■' aber A. 

Betrachten wir nun statt einer Form A von gerader Ordnung 
eine Form ungerader Ordnung, und schieben wieder f^ über ein Pro- 
duct Ä . M, welches aus lauter Factoren von ungerader Ordnung 
besteht. 

Die Ordnung von A sei 2i — 1. Ist nun p gleich 1, 2 . , , h-~\, 
oder p = fc und die Höhe der Ueberschiebung 2k— \, so existirt wie- 
der immer ein Theil der Ueberschiebung, in welchem nur A Ober f^ 
geschoben ist, ein Theil, welcher also zerfallt, sobald M von 1 ver- 
scbieden ist. ,, , 

i: ,1 ,1 GoOt^lc 
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Ist dagegen q = }c and die Höhe der Ueberschiebung 2k, oder 
ist o^kf so müssen wir einen zweiten Factor A' des Products zu 
Hilfe iiebmen, dessen Ordnung 2k'— \ sein muss. Da das Product 
AA gerade ist, so enthalten nach dem Yorigen alle Ueberschiebun- 
gen Theile, welche in Factoren zerfallen, sobald das Product AM 
ans mehr als diesen beiden Factoren besteht Wir haben also nur 
noch Feberschiebungen von f^ über Producte zweier ungerader Formen 
zu untersuchen. 

Ist nun p kleiner also & + A:'— 1, etwa Ai + Z^ — l — A, als auch die 
H5he der Ueberschiebung 2* + 2it' — 2A — 3 oder 2k^-2h' -2h-2, 
so kann man immer einen Theil der Uebenchiebung bilden, dessen 
einer Factor die (2i — 2)*» Ueberschiebang von A Ober /"*-' ist, wäh- 
rend der andere aus der (2ft'-2A- 1)'", bez. (2f-2A}'" Ueber- 
schiebung Ton A Qber f*'~* besteht. Jede solche Ueberschiebung giebt 
also nichts neues; ea bleibt also nur die (t-(-V— 1)** Potenz von f 
noch 2Jt-|-2Ä:'— 3, bez. 2*;-t-2i' — 2mal über A.A su schieben. 
Aber auch von diesen beiden Ueberachiebungen enthält die erstere 
einen zerfallenden Theil , dessen Factoren die (2ft — 2)** Ueberschiebung 
von /■*-' Aber A und die (2F-1)" von /"*" ober A ist. Es bleibt 
also nur die eine (2A-f2ft' — 2)** Ueberschiebung fibrig. 

Von den ungeraden Formen rühren also nnnmelur folgende Bil- 
dungen her: 

l. A von der Ordnung 2k — X: 

erste und zweite Ueberschiebung vda f Ober A 
dritte und vierte Ueberschiebung von f* Dber A 



{2k— 1)" UeberscbiebuBg von /"* über A. 

2. A von der Ordnung 2k— 1, A von der Ordnung 2i' — 1 (wo- 
bei A und A auch identisch sein können): 

(2A-|-2A-'-2)f Ueberschiebung von /•*+*'-' ober AA. 

Die letzten Bildungen sind ausschliesslich Invarianten. Von die- 
sen abgesehen, erhSlt man also alles, indem man Potenzen von f 
über die einzelnen Formen des Systems schiebt. 

Es ist nicht bewiesen, dass unter den hier aufgezählten Formen 
nicht einige in Folge der besonderen Eigenschaften des Systems der 
A durch die anderen ausdrückbar und daher auszulassen seien. Dies 
tritt vielmehr oft wirklich ein. Ein solcher Fall, der eine weitgehende 
Bedeutung hat, ist folgender: _ 

Wenn eine Form A die erste Ueberschiebung 
zweier Formen ^l = ^s', lf' = ll'a-* ist. und /"* eine Po- 
tenz von f, deren Ordnung • "ht tlber« 

i:q,t7r.d :..GOO<^IC 
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trifft, 80 enthält die (2ft— 1)" Ueberschiebung von 
f' mit A einen zerfallenden Theil, und ist daher 
auaznlasBen. Nur wenn r und s gerade sind, muss 
die Ordnung von f kleiner als die von ^ sein, damit 
dies eintrete. 
£b ist nämlich 

Schiebt man hier&ber /'* = flj*, ä,*. c,* .. ., wo 2i^r + s — 2, 
and zwar 2i — 1 mal, so bleibt erstlich ein aymboliecher Factor a, 
zurück; in einem Theile der Deberschiebung können wir dann das 
andere Ui mit einem tpx zu {<pa) Tereinigen; denn wenigstens eine der 
Zahlen r, s muss grösser als 1 sein, wenn nicht k = sein soll. So- 
dann bleibt noch dus symbolische Product 'Pic'~^M>i'~* Qbrig, welches 
2^ — 2 mal über /''~' zu schieben ist. Dabei ist nnn die Ordnni^, 
r-(-s — 3 des Products jedenfalls grösser als 2£ — 2, die Ordnung von 
/■*—', und zwar, wenn r + s— 3 gerade, wenigstens um 2 grösser. 
In Folge dessen kann man bei einem Theile der Ueberschiebung die 
Factoren J,*, c j* , . . so aiif y^,'"* ^x'~* vertheilen, das's dasselbe der 
Symbole b, c auch immer mit demselben der Symbole tp, tfi vereinigt 
wird. Denn ist eine der Zahlen r — 2, s—l gerade, die andere un- 
gerade, so ist ihre Summe wenigstens um 1 grösser als die Zahl der 
symbolischen Factoren b^, c^..., und man kann in derjenigen 
der Potenzen qj^""-*, ^.t'~', welche von ungerader Ordnung ist, 
einen Factor bei Seite setzen, und auf die eine der Übrigbleiben- 
den jetzt geraden Potenzen eine gewisse Zahl der quadratischen 
Factoren &,', c,^..,, auf die andere die Obrigen vertheilen. Sind 
beide Potenzen von ungerader Ordnung, so ist ihre Summe um 2 
grösser als die der zu vertheilenden Factoren bz, Cx---, und man 
kann also einen Factor <pj- so wie einen Factor tx absondern, und 
dann wie oben verfahren; endlich, wenn beide Potenzen gerade sind, 
kann dasselbe ohne Weiteres geschehen, nachdem noch ein Factor 
px* abgesondert ist. 

Der auf diese Weise entotandene Theil der Ueberschiebung hat 
also die Form 

{9>*)(v«)«..*.T, 
wo <t> das Symbol ^ nicht enthält, H* das Symbol <p nicht enthalt, 
und wo <l> und V keines der Symbole b, c . . . gemein haben. Aber 
wenn s gerade, s—l ungerade war, so wurde noch ein synibolischer 
Factor i^x abgesondert; war s ungerade und r gerade, sogar V'^'. Nur 
in dem Falle war dies nicht der Fall, wo r und s gleichzeitig ungerade 
waren; denn in diesem Falle musste oben 91^ abgesondert werden. 
Wollen wir also den Factor ^^ hervorrufen, so müssen .wir uns, wie 
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in dem Satze vorgesehen, bei gleichzeitig ungeradem r und s aaf den 
Fall beschränken, wo 2it<;r + s — 2, also 2A<r+s — 4, wodurch 
denn wieder ein Factor li-,' frei wird. Unter dieser Beachränkung 
nimmt also der betrachtete Ausdruck die symbolische Form 

an; und wegen der identischen Gleichang 

geht dies in die zerfallende Form 

it/'.(v*)'*H' + {?.a)»<t).*,»V-{*o)»V.9>,»*| 
über, wodurch der Satz bewiesen ist. 

§ 67. Slmalluies System sweter quadratischer Formen. 
Besieht insbesondere das gegebene System aus einer quadratischen 
Form 

9) = 6,* = JV ■ ■ ■ , 
welche nur zu der einen Invariante 

Veranlassung giebt, und wird nun die ebenfalls quadratische Form 

f=ai^ = a'J .. . 
mit ihrer Invariante 

D"=(an')* 

hinzugefügt, so besteht das System der simultanen Covarianten beider 

Formen nach dem Vorigen noch aus den folgenden weiteren Bildungen: 

Erste und zweite Ueberschiebung von f ober 93: 

Das ganze vollständige System enthält also nur die drei Invarian- 
ten D, D', I/' und ausser den Grundformen f, ip eine weitere qnadrsr 
tische Covariante, ihre Functionaldeterminante &. Zwischen diesen 
Formen besteht eine Relation, welche aus der Gleichung (10) des § 35. 
abzuschreiben ist; vermöge derselben kann das Quadrat der Functio- 
naldeterminante susgedrOckt werden durch die Gleichung: 

(1) . 9'^-iiDr-2D'fv + iy'<p^, 

so dass auch hier, wie früher schon, das Quadrat der einzigen Form 
ungeraden Charakters (§ 16.) sich als ganze Function der Formen 
geraden Charakters darstellt. 

Die Bedeutungen der Invarianten D, If, ly sind im Vorhergehen- 
den schon gelegentlich festgestellt worden. Bedeuten /■== 0, y = 
zwei Elementepaare der geometrischen Interpretation, so ist i) = 
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die Bedingung dafür, dasa die Elemente von 91 = zusammeufallen, 
i)"=0 dieselbe Bedingung fflr die Elemente von f=0. 1/ = sagt 
aus, dass die Elemente von f=0 zn denen von q) = harmo- 
nisck liegen (vgl. 8. 166, 176). Ein Beweis daftlr, welcher aus der 
Betrachtung des Doppelverhältnisses der Elemente von f=0 und 
ip = äiesst, wird unten gegeben werden. Man Übersieht diese Be- 
deutung von IX aber sofort, wenn man eich etwa die Yerschwindungs- 
elemente von tp als Grundelemente eingeführt denkt. Dann hat in ip 
Dur der mittlere CoefScient einen von Null verschiedenen Werth und 
ly reducirt sich in der ausgerechneten Form bis auf einen coustanten 
Factor auf den mittleren CoefBcienten von f. Mit ZX verschwindet 
also dieser (wenn 9 nicht identisch Null ist) und umgekehrt Dass 
aber f bei dieser Wahl der Gnmdelemente nur die Quadrate enthält 
ist die Bedingung der hacmonischen Lage [§ 25. (7)]. 

Die Gleichung # = stellt, wenn 9 nicht ein 
Quadrat ist, ein Elementepaar dar, welches zn den 
TerachwindungBelemeten sowohl von f, als von <p 
harmoinacb ist 
Um dies sni beweisen, braucht man nur zu zeigen, dass die simul- 
tane Invariante toq &■ und f, sowie die von # gegen 9 verschwindet. 
Der Symmetrie wegen ist nur das eine nöthig zu beweisen. Die 
simultane Invariante von # und /"entsteht, wenn man in = (a i) a, 6, 
die Grössen a;,, x^ durch die Symbole a\, — «', von f ersetzt; sie 
ist also 

iab)(aa'){ba), 
was durch Vertauschung von a mit a' das Zeichen lindert und aUo in 
der Tbat identisch verschwindet 

In § 27. wurde aber gezeigt, dass die Discriminaute von * zu- 
gleich die Resultante von f und ip ist. Die oben Über &■ gemachte 
Voraussetzung ist also mit der andern identisch, dass /"und ip keinen 
gemeinsamen linearen Factor besitzen. 

Wählt man die Verachwindungselemeote von # zu Grundpunkten, 
so enthalten sowohl f aXs tp nur noch die Qnadrate der Vet^derlichen, 
was die Lösung der bekannten Aufgabe ergiebt, zwei quadratische 
Formen f und qo gleichzeitig als Aggregate zweier Quadrate darzu- 
stellen. Dass diese Aufgabe nur eine Lösung zulässt, folgt hier auch 
daraus, dass durch die Bedingung der harmonischen Lage zu f und tp 
die Verhältnisse der Coefficienten von # vollkommen and eindeutig 
bestimmt sind. 

Bezeichnet man die Verschwindungselemente von 9 durch | = 0, 
>; = 0, und setzt 

(2) <> = l''-"-in, 

i;q.i..cdi,Gooi^le 
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80 kann man der Gleichung (1) die Form geben: 

(3) i'i'={r+>-'p){f+i''p), 

wo X, i.' die Wurzeln der quadratischen Gleichung 

(4) D^^ + 2I>'J.-\-D"=^0 

aind. Da non in diesem Falle, wie gezeigt, f und ip keinen gemein- 
schaftlichen Factor haben, so folgt aus (3), dass f+i.<p und f-\-l'ip 
jedes für sich Quadrate linearer Ausdrücke sein mOBsen, und dass man 
also setzen kann 

... Z+^V^I' 

(5) fJt.x-tp = n\ 

wodurch denn die Coefficienten von |, i] bis auf das Vorzeichen völlig 
bestimmt sind. Die Bestimmung der Verschwindungselemente von # 
geschieht also so, dass man zunächst die quadratische Gleichung (4) 
\ftsi, und dann ans den Gleichungen 

die Ausdrflcke £, ij selbst findet. 
Aus (5) folgt weiter 

(8) 



was die Darstellung der Formen / and 91 durch Aggregate von Quadra- 
ten ist. Diese Darstellung ist immer möglich, sobald X — k' nicht 
verschwindet, d. h. sobald die Discriminante 

Biy - ly* 

Äfft Gleichung (4) nicht gleich Null ist. Diese aber ist nach § 27. 
(29) zugleich die Resultante von /'und 91, deren Verschwinden oben 
schon ausgeschlossen wurde. 
Aus (6) folgt auch 

Die ganze durch Z'+^^i — dargestellte Reibe von Elemente- 
paaren ist also durch die Quadrate von % und ij ausgedrQckt, d. h. diese 
Reihe bildet die Involution, deren Doppelelemente durch ffs={) be- 
stimmt werden; wie denn aucb umgekehrt jedes Paar dieser Reihe 

in der Form 

D.qit.zeaOvGoOt^lc 





-4 




l'S" 


■-i 


IV 
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enthalten ist, wobei 

*~ n-i" **" i + x ■ 

Nimmt man f nnd g> in der Form (ti), so sind die Terschwin- 
dongeelemente beider Functionen dorch die Gleicbungea g^eben: 



{-, = S-^i-1 = " 

{ + 1=0 1 + ^^,1 = 0. 

Ein Doppelrerhältniss dieser Paare ist (§25.): 

7-1 



/?- 









T+' 

sollen die Elemente der Paare nicht getrennt werden, so giebt es 
ausser — keinen Werth dieses Doppelverbältuisses mehr. Die Grösse a 

muss sich also direct dnrch eine reciproke quadratische tileicbuiig 
darstellen lassen. Bemerkt man, dass nach (4) 

l:l + k':iX'=D:~2ir:iy', 



) erhält i 



,, i_ (yT-y Ty+(,yT+yTy 

_ (i + «'ll+ÜJ' _ „ IT'+D D- 

~ ^l + i■r-4^v^'I/'-IlIr■' 



oder 
(7) i)^(«-l)«-i)ir(K+l)» = 0. 

Diese Gleichung bestätigt das im Eingänge Ober die Bedeutung 
von D, ly, JD" Gesagte; denn mit a = l wird D oder IT' za Null, 
zwei Elemente eines Paares fallen zusamroen; fOr 0; = — l wird D'=0, 
und dadurch wird also die harmonisobe Lage der Elementepaare 
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angezeigt. Denkt taan eich aber unter a irgend einen beliebig ge- 
gebenen Constanten Werth, so entbält die Formel [7) folgenden Satz: 
Die Bedingung dafDr, dass zwei Punktepaare 
ein DoppelTerbültnias tt bilden sollen, ist durchdie 
Invariantenrelation (7) gegeben. 
Ich scbliesse dem Obigen noch folgende oft zu benutzende 
algebraische Sätze an: 

Die erste Ueberachiebung der Functionaldeter- 
minante 

d — - (ab) a^ b^ 

Ober eine der sie constituirenden Functionen ist: 
{9a)»,a^ = ^{D<p-iyf). 
Man hat nämlich: 

{»a') d, a'^ = i a'^ (ah) | (««') 6, + {boT) a, | , 
oder wenn man im ersten Gliede aa vertauscht, im zweiten die Iden- 
tität II. anwendet: 

{*o')*-«'- = i(««7V-iUoftr«V-i(aoTV! 

wie oben. 

Die zweite TJeberschiebung von /"oder (p mit fr 
verschwindet, wie oben schon bewiesen wurde. 
Die Invariante von fr ist 

(frfr'f=i{DD"-l>''). 
Die hierzu gehörige Rechnung ist in § 27. gegeben worden, in- 
dem beide Ausdrücke der negativen durch 2 dividirten Resultante B 
der beiden Formen gleich ge^nden wurden. 



I && Slmnltone iBTariaDten nnd CovArlaoten einer beliebigen Ansakl 
quadratischer Formen, 

Im Vorigen wurde gezeigt, dass das vollständige System von 
Invarianten und Covarianten zweier simultanen quadratischen Formen 
f = Ux* = oV ■ • . 

ausser den Grundformen selbst nnr noch die Covariante 

fr = (a6)o,6„ 
nnd ausserdem die Invarianten 



("')' „„„„Google 
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sothält. Ftlgt man oim eine weitere quadratische Grundform liinzu: 

^ = c*' = c'J . . . , 
so tritt zunächst die Invariante 

("T 

auf, Bodonn aber sind nach § 56. die ersten und zweiten Ueber- 
echiebungen von f, (p, & mit li» zu bilden. Was die ersten üeber- 
Schiebuugen betrifft, so sind die von f oder ip mit ^ der Form # 
analog; die erste Ueberschiebung von i^ mit & aber kann übergangen 
werden, da sie nach § 35. {51 sich durch /", <p, if- und deren zweite 
Ueberschiebungea ausdrückt. Von den zweiten Ueberschiebungen 
sind die ersten beiden analog zu {ahf, nämlich {ac)* und (6c)'; die 
zweite Ueberschiebung von V niit & aber liefert die Invariante 

(afr)(ac){ic), 
welche linear für die Coefficienten aller darin auftretenden Functionen 
ist, und durch Vertauschung der Coefficienten irgend zweier dieser 
Functionen nur das Zeichen ändert. 

Man sieht, dass hierbei Covarianten von neuem Charakter nicht 
entstanden sind, und man schliesst daher, dass bei der HinzufQgung 
weiterer quadratischer Grundformen solche auch nicht mehr auftreten 
können. 

Ein beliebiges System quadratischer Grundformen 

f^ = hj =b'J ... 



führt daher ausser diesen Formen selbst auf folgende Bildungen, mit 
denen das vollständige System ihrer Invarianten und Covarianten ab- 
geschlossen ist: 

1. Die — ^-g — Functionaldeterminanten D,*, deren Typus ist: 
»,^ = (afc)a, 6^. 

i auch gleich k sein kann), 

(aby. 
Invarianten Rha, deren Typus ist: 

iab)(bc){ca). 

Von diesen Formen sind die unter 1, und 3. aufgefBhrten un- 
geraden Charakters, die anderen geraden Charakters. Ea tritt aber 




L~nOO<^lc 
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ancb hier, ähnlich wie in frühern Füllen, der Umstand binzn, doss 
ein Product zweier ungeraden Formen immer durch gerade Formen 
ausdrückbar ist, so dass in dem Auadracke irgend einer Covariante 
oder Invariante durch die Formen des vollständigen Systems diese 
ungeraden Formen schlieaslich nur linear auftreten. 

Um die in Frage stehenden Relationen abzuleiten, kann man sich 
der Bemerkung bedienen, dass sowohl ^n als Rh,/, in Form einer 
Determinante darstellbar ist. Man hat 



(1) 



ßi«t = 






<*.' 


't' n' 


2d,d, 


-2e,e, iy,y. 


d,' 


«■' >.' 



und 6s entsteht also B,jj aus #,j, wenn man x^, x^ durch Cj, — c, 
ersetzt. Betrachten wir nun das Product 



Wenn man die beiden Determinanten nach der gewöhnlichen 
Regel multiplicirt, und zwar, indem man die Vertikalreihen com- 
binirt, so erhält man: 

I -ö,. As /;(y.,!'.)l 

Diese Formel giebt ihrer Ableitung nach ganz allgemein: 

-Dxp -D.« /.{y„!/,)j 

(2) 2*,i (a:., 3^) . *,« (j,„ 1/,) = Z)ij Du fl(l/i, ».) ' 

/eC^i.^i) faix^.x^ {xyf \ 
und zwar ist es dabei offenbar gleichgiltig , ob unter den Indices 
X, l, p, a sich gleiche befinden oder nicht. Setzen wir yi = i„ 
jf, = :e,, so verwandelt sich, indem wir die Argumente jetzt auslassen, 
die Formel (2) in 

(3) 2*«i*p,= Dip flu A - 

I /i A o| 

Mit Hilfe dieser Formel drQckt sich das Product irgend zweier 

, # durch gerade Formen aus; die im vorigen Par^rapben benutzte 

Formel für ** ist ein specieller Fall derselben. Vgl. auch § 35. (11). 
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Setzt man in (2) fflr y,, y^ die Symbole p^, — j), ii^end einer 
Form fx, 80 verwandelt sieh f^iy^yi) iß -Dxr etc., und '&pa(y,,y,) 
geht in lifez über; man bat also: 



(4j 



2»,iS„ 



! Dl, Dl, 
I f. /i 



D:.| 
/. ! 



Setzt mim endlich hierin auch noch för a:,, x^ die Symbole 
9»> — «1 einer Form Z"^, so geben f,, ft, tz, *k1 in Bp,^, D^a, i)^„ 
~ ^111 Aber, und mnn hat: 

\D., D., D„ 

. (6) 2j;,i„j;,,.= a, d,, a, 

Ib,, b,, d,,. 

Die drei Gleicbnngen (3), (4), (5) liefern die Relationen, nm 
welche es sich handelt. 

Ausser dieseu Relationen kann man noch eine grosse Anzahl 
anderer aufstellen, welche zwar als Folgen derselben aufgefasst wer- 
den köunen, aber sich durch ihre einfache Form auszeichnen und 
leicht direct ableitbar sind. Die Identität 



(6) 



I (^ Ci Cj* I 

itzten Vertikalreih^ geordnet, die Relation: 



liefert, nacb der '. 

0) 

welche in Bezug auf die f einerseits und die entsprechenden & anderer- 
seits linear ist. Die Identität 

I o,* «jdj fl^* a,*| 

liefert, nach der letzten Vertibalreibe geordnet, die lineare Relation, 
welche zwischen je vier Formen f besteht, und deren CoefGcienten 
die R sind: 

Endlich giebt die Identität: 






<*.' 


-2d,d, 


V 





0, 


«.' 


-2c, e. 


«.' 





(. 1 ■ 

' 


9i' 


2 1,1, 








.oo<^lc 
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indem man die beiden Determinanten durch Combination der Horizon- 
talreihen multiplicirt, Relationen zwischen den geraden For- 
men allein, welche quadratisch in den f sind und deren Coef&cieu- 
ten sich aus den D sasammensetzen. Diese Relationen haben, wie 
man durch die Aust^hrung der Multiplication sofort sieht, die Gestalt: 

i)x« J.a -ö-r U 
Dt» i^io »i, fx . 

Dflq Dpa IfflT ffi 

u r. f. 

Die Relation (7) kann man aber auch aus (3) ableiten, (8) aus 
(4), (9) aus (3) und (4) zusammen. We^butlich neue Beziehungen 
geben also diese Gleichungen nicht. 

Doch ist es von Interesse, die Gleichungen (7), (9) in folgender 
Weise nochmals abzuleiten. 

Betrachtet man an Stelle der rechten Seite von (6) den Ausdruck 

\h. b,b. V -/■.(!/)»w+/l(!')»..+/i(»)».l, 
so kann man denselben in die Factoren zerlegen: 

und es besteht also die Gleichung: 

(10) U(y)9i.^+fiin)K* + U(y)».i = Ii^tp.(xy)K 

Setzt man in dieser x^y, so kommt man auf (7) zurück. Setzt 
man aber der Reihe nach für y,, —y^ die Symbole Ton fq, fa, fx ein, 
SD findet man die drei Gleichungen: 

(11) ü,if../iT = -Z>«a»l/' + -Oi<f^M- + i>*.«*«j 
ÜMllt.fv = Ar »i-ß + BXtQp^ + D^r *xi . 

Eliminirt man aus diesen Gleichungen und (7) die Gr^en S^Xii^ 
*i«j *u»i *-l) 80 erhält man wieder die Gleichung (9). — 

Die weiteren, aus den gegebenen Formen entstehenden Bildungen, 
mflssen sich durch die Formöü des vollständigen Systems ausdrücken.. 
Es sind nun von Interesse dabei zunächst diejenigen Formen, welche' 
aus den durch 0^, ßti, Rnk bezeichneten Bildungen entstehen, 
wenn man in denselben eine oder mehrere der constituirenden Fun- 
ctionen durch Functionaldeterminanten ersetzt. Wir wollen dies da- 
durch BusdrüdceD, dass wir an Stelle des ^ ' ' -. ersetzenden 
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Function die lodices setzen, welche den constituirenden Functi<Haea 
der Fonctionaldeterminante entaprecben, bo dass z. 6. Da, /, die Iq- 
rariante bedeutet, welche aus Combination der Functionaldetermi- 
naote d'.t, mit der Function f/, entsteht. Es sind also folgende Bil- 
dangen zu untersuchen: 

*i?, »; *ii,S4; -Dij.j; i)ii,3j; Än.a,*; ßn.M,»; -Bii.ai.sa- 

Die Symbole der mit den Indices 1 , 2 ... bezeichneten Fauctio- 
neu sollen durh a, h,.. in alphabetischer Ordnung bezeichnet wer- 
den. Nach der Fonnel (5) des § 35. hat mau zunächst: 

(12) V«=i(/'»A,-/;-D«); 
femer hat man nach der Definition der # und R: 

(13) P^»,» = (ah)(ac)ibc) = R,„. 

Ersetzt man nun in (12) die Function f^ durch die Functiooal- 
determinante ^g^, so kommt: 

m »^..,=nf,D,.„-r,J>,.^)=nf,it,„-f,M^- 

Der Ausdruck kann nur sein Zeichen ändern, wenn man 1, 2 mit 
3, 4 vertauscht; die Qleichsetzung der beiden so erhaltenen AnsdrOcke 
Ton *„, j4 führt auf die Gleichung (8) zurück. 

Den Ausdruck ß,^^ ,, ^ könneD wir als die zweite Ueberschiebnng 
von frjj, j mit f^ betrachten. In Folge der Gleichung (12) hat 
man also: 

(15) S„, !. ,=1(A,B,.-A.A,)- 

Hieraus findet man nun auch sofort den Werth von Ujj, 34; denn 
es ist nach (13) : 

(16) A,. M = -Ki, ., M = i(AB A4--D» AJ- 

Setat mau nun in (15) d,^ für f^, f^ fßr f^, bo erhält man mit 
Hilfe von (13); 
(H) B„, „, ,~i(D„D„ „-i),.A, J = i(B«i!,«-A.«m)- 

Auch dieser Ausdruck kann nur das Zeichen ändern, wenn man 
1, 2 mit 3, 4 Tertauscht. Indem man die beiden so erhaltenen Ausdrücke 
von Ai. »4. i em&>i<l6r gleich setzt, erhält man die zwischen den I> 
und R stattfindende Beziehung 

(18) A« ^ - -D«. -BiM + ^s& Ai. - -0« Ai.= 0, 

weldie auch aus (8) abgeleitet werden kann, indem man ein /'zwei- 
mal fiber jene Gleichung schiebt. 

Endlich erhält man, indem man in (17) /^ durch &^ ersetzt und 
(13) benutet: 

liqit'cdyGoOt^lC 
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Durch Vertauachung der Paare 12, 34, 56, wobei Bu. „, ^ nur 
dos Zeichen ändert, erhält man zwei mit der obigeo gleichberech- 
tigte Darstellungen; die Gleichset/.ung der rechten Seiten fQhrt anf 
quadratische Relationen zwischen den R von der Form: 

(20) R,^ R^ — R^^ R,^ + R^ R,^, - R^^ Ü,„ = 0, 

welche auch abgeleitet werden können, indem man ein & zweimal 
aber (8) schiebt, und welche identisch erfHllt werden, wenn man fflr 
die Producte der R ihre Ausdrücke in den D (5) setzt. 

Setzen wir fOr den Augenblick voraus, was später bewiesen wer- 
den wird, dass die Zahl der von einander unabhängigen Invarianten 
des Systems um 'ä kleiner ist als die Zahl aller GoeEficienten, so sind 
■ w + I . 



von den - 



- Formen D 



3 n — 3 völlig unabhängig von 



einander, und es müssen Relationen zwischen den D bestehen, von 
welchen 

n. n+l „ „. _ n— 2. n — 3 

von einander unabhängig sind. Es ist nun leicht zu zeigen, doss diese 
wirklich existiren, and dass man sogar durch die 3n — 3 Invarianten 

I>n As -Dw 

D^ ß^ ^« 

- (21) 2>,, D„ D^ 



alle übrigen rational ausdrücken kann. Aus der Multiplication der 
beiden verschwindenden Determinanten: 



o,* OiO, Oj* 
V c,e, c,' 


Oj* -~2a,a 
:V -2b,b 

V -2»,« 
IV -2»,i 


V 






ö 


folgt nämlich identisch: 
(22) = 


A. 

A. 
A. 

D,, 


A, As Aa 

D„ B„ Du 
Il„ Z>„ D„ 
A„ A. A,j 







In dieser Gleichung kommen nur Invarianten des Systems (21)- 
Tor, ausgenommen Di,j,, welches linear auftritt, und nmn kann also 
dieses immer durch jene Grössen ausdrücken, vorausgesetzt natürlich, 
was bei der allgemeinen Betrachtung gestattet ist, dass der Coeffiäent 
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von Dkk nicht verschwindet. Dieser Cdefficient aber ist nach (5) 
2 Ü^,,,; eine solobe Art, die D auszudrücken, ist also immer gestattet, 
sobald nur eine einzige der Invarianten E von Null verschieden ist, 
d. h sobald sich nur nicht das ganze System der Functionen f aus 
nur zweien derselben linear zusammensetzt. 

Da die geometrische Bedeutung der Sbrigen Formen schon oben 
entwickelt ist, so bleibt nur noch Ctbrig, von der geometrischen Be- 
deutung der Gleichung 

■BiM = 
zu handeln, welche, wenn sie besteht, eine Beziehung zwischen drei 
quadratischen Formen aussagt. Nun ist nach dem Vorigen #„ eine 
Form, deren VerschwinduUgselemente zu denen von /j und f^ har- 
monisch sind; ferner entstand B^^^ als zweite Ueberschiebung von 
■fr,j mit fy Verschwindet also dieser Ausdruck, so sind die Ver- 
echwindungselemente von #,j auch harmonisch zu denen von f^ 
d. h. die Verschwindungselemente von f,, /",, f^ sind gleichzeitig har- 
monisch zu einem Elementepaar, sind also Paare einer Involution, 
deren Doppelelemente das letztere giebt. Die Gleichung 

bedeutet also, dass /j, f^, f^ Pnnktepaare der nämlichen 
Involution geben. 

Dieser Satz lässt sich auch umkehren. Denn sind die aus f,=^0, 
f^ = 0, fi = erhaltenen Elementepaare Glieder einer Involution, so 
kann man den drei Functionen /",, f^, f^ die Form geben: 

dass aber für diese Annahme ü,;j verschwindet, lehrt die Determi- 
nantenform (1) augenblicklich, da in dieser die Coeffieienten einer 
Reihe sämmtlich gleich Null sind, sobald mau B^^^ in Bezug auf die 
neuen Veränderlichen |, rj bildet. 



8 K9. SInnttane Covartanten nnd loTarianten einer qnitdr atiseben nnd 
einer cublsclien Fsrm. 

Wendet man die Principieu des § 56. auf die Combinat^jn einer 
quadratischen und einer cubischen Form an, so erhält man Fol- 
gendes. 

Dos System einer cubischen Form <f> besteht aus den Govorianten 
A (quadratisch), Q (cubisch) und der Invariante R (§ 34.). Man hat 
also nur die eine Covariante A, welche von gerader Ordutmg ia^ 

Hxwrc 
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and nach dem angefahrten Paragraphen erhält man daraas snnächst 
zwei simultane Bildungen, die beiden üeberschiebongen von f mit A. 
Ist symbolisch 

/■ = o.* = 6«' ■ ■ . 

V^a/=ßJ ... 

A = A,» = AV--. 

Q = QJ = <^,'-..> 
so sind diese beiden Bildungen durch 

(1) («A)«^A„ (aA)« 
g^eben. 

Nächst diesen hat man die erste und zweite Ueberschiebung von 
f aber ip und Q, sowie die dritte von f* über 9> und Q zu bilden; 
von diesen ist nur die erste Ueberschiebung von /'Aber Q anszulossea, 
da Q eine Functionaldeterminante ist (§ 35.). Man hat also zwei- 
tens die Bildungen: 

(2) (rt«)a,a.», (aa)*a„ {aQ^Q^, (aa)»(Ja)i., {aQf{hQ)K. 
£ndlich hat man noch die sechsten Ueberachiebnngen von 9)*, ip Q, 

(^ Ober f^ va bilden, drei Invarianten. Aber von diesen kann die 
letzte flbergangen werden; denn da ^ sich durch A, R, tp ausdrackt 
(§ 35.), so setzt sich diese Ueberschiebung aus den sechsten lieber- 
Schiebungen von /^ Über tp^ und A' zusammen. Von diesen ist die 
erstere schon eine der noch zu behondeluden ; die zweite ist auszu- 
lassen, da sie einen zerfallenden Theil besitzt, der entsteht, indem 
man jeden Factor f zweimal Ober einen der Factoren A schiebt. Wählt 
man statt der sechsten Ueberscbiebungen von 9', tp Q über f* noch 
passende Theile derselben, so hat man endlich folgende Bildungen 
vor sich; 

(3) {aay {bßy (ca) (cß) , {aaf (b Q)* (ca) {cQ). 

Hiemach besteht das vollständige System der Invarianten und 
Covarianten ans 15 Formen. Einige derselben stellen sich einfacher 
dar, wenn man die Coefficienten der unter (2) entwickelten linearen 
Covarianten 

p=j), = (««)««, 
r = r, = (««)»<>, 
einfahrt. Alsdann werden diese 15 Formen folgende: 

Invarianten: D = (ahy, B = (AA')*, JS:=(oA)*, F={ap)*, 
M={ap){ar), darunter die letzte eine Form ungeraden Charakters. 

Lineare Covarianten: p, r, g^{ap)ar, s = (or)(i,. Darun- 
ter sind r und q Formen ungeraden Charakters, die letztere als 
Functionaldeterminante voi ~ 'den Charakters, die erste, 

weil Q eine Form nngeradi ^ ^ GoOqIc 

Clabicb, Theoria dar Mnlraa klg l4 >^' 
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Quftdra tische CoTariauteD: /", A, Q = {a^)a^A^, das letzt« 
eine Form ungeraden Charakters. 

Cubische CoTarianten: p, Q, 0- = {att)atai*, die letzten 
beiden Formen oogeraden Charakters. 

Es ist sehr leicht, Relationen anzugeben, welche zwischen diesen 
15 Formen eintreten, z. B. indem man die Quadrate und Producte 
der Formen ungeraden Charakters durch Formen geraden Charakters 
ausdrQckt. Ich werde mich späterer Anwendung wegen hier mit den 
Beziehungen beschäftigen, welche zwischen den Invarianten und 
zwischen den linearen Covarianten eintreten. Die letzteren Beziehongen 
erhält man dadurch, dass man die Determinanten unteraudit, welche 
ans den CoefBcienten je zweier gebildet werden. Es sind die fol- 
genden : 

ipq)^-{ap)*=^-F-, (j)r) = L; 

,4^ ips) = - {ar) (ap) = -M; [qr) = (ap) (ar) = M; 

^^' (36) = iap)(br){ab) =^(ahy (pr)= \DL; 

{rs) = -{ary = -N. 

Es bleibt also Übrig, die hier nea eingefabrten luTwiaaten 
L = {pr)i N={ar)* 

durch D, R, E, F, M auszudrücken. Wird dann schliesslich noch 
M* durch die lavarianten JO, R, E, F dargestellt, so hat man alle 
Inrariantenr^ationen vor sich. 

Die Darstellung von L, N knüpft sich an eine von der oben 
gegebenen abweichuide Darstellung der Covariante r an. Es war 

>•=(»«•«-, «-(«a)«-'a.. C§3*.(6).i 

Aber die Form Q hat nach § 35. die Eigenscbaft, daas 

(5) 8,'e, = («Ä)«,'A,. 

Setzt man also o^, — o, an Stelle ron y,, y^, so hat mau: 

(6) r = (cA)(a«)»_A,, 
oder wenn man p = a,(o«)* einführt: 

(7) r = (pA)A,. 

Nimmt man nun r in der Form (6), so hat man 
L = (pr) = («A){oa)*(ijA) 

= («A)C^A){o«)»{W, 
oder wenn man das Prodact iatt)(hß) mittdat der Identität § 16. (IT) 
traastormirt: 

L - C«A) (/JA) (..J (i« I (»!>)(».) + (at)(F«|Q^^ 1^, 
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Im zweiten Theile dieses Ausdrucks vertauacht man a mit b und 
nimmt die halbe Summe der alten und neuen Gestalt; man er- 
hält dann 

^(a^)(ß^)(ab){aß)iiaa)(bß)~iaß){ba)\ 

= ^{aA){ß^){abnaß)' = kDR. 

Im ent&n Theile wendet man die IdentitSt an [9 15. (V)] : 

C«Ä)OJA)(«a)(^«}-i[(«A)>(^a)* + (ao)»C^A)'-(aA)« («/))« j, 

and beachtet, dass alles mit (aA)' oder (ßA)* Multiplicirte nach der 

Theorie der cubischen Formen rerschwindet (§34.)} es bleibt dann 

- i (a A)« . {6 o) {b'ß) {aß)* = - i £», 
also 

(8) L,M^. 

Sodann ist, mit Benutzung der Form (7): 

jr=(or)» = {pA)(i)A')(aA)(oA'), 
oder nach der Identität (V): 

2f=^[CpA)»(aA')» + (pA7(aA)*-Caii)»(AA')»t, 
das heisst 

(9) N = EL-iFB. 

Die Determinanten (4] der linearen Corariwt^i si^id aUq umq 
dnrch die Inrarianten der Tafel ausgedrückt. Aber man hat auch, 
indem man in die Identität 

- ips) iqr) = ipq) (TS) - (pr) {q$) 
die Ausdrücke (4) einsetzt: 

oder mit Hilfe des Ausdrucks fOr N: 

(10) M^=~^\DI^~2EIF+BF*\. 

Auf anderem W^e gelangt man zu dieser Formel, wenn man 
Ton dem Ausdruck der Functionaldeterminante Q durch f und A 
ausgeht : 

Q» = -|(i)A»-2i7A + Bn- [S.57. (1).] 

Setzt man in dieser Gleichung Xi^p,, «» = — l>i, «o geht /"jn F, 
A in Zj Ober, und Ü verwandelt sich in 

{aA)(op)(Ap)*-(ap)(«r) = -Jf, 
so doss sich die Gleichung (10) unmittelbar ergiebt. 

Die in § 27. gegebene Resultante der cubischen und der quiflra- 
tJAchcsL Form wird ,-. , 
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(pa)*-2 D (Aay = F~ 2 DE. — 
Sehen wir, was aus den Formen des oben angegebenen vollstän- 
digen Systems wird , wenn man darin die cnbiaehe Form q> dnrch die 
in § 36. ontersncbte zusammengesetzte Form x<p + XQ ersetzt.* Die 
hierbei entstehenden Formen bezeichse ich durch angelangte Indices 
X i. Nur auf f und D hat diese Vet^derung keinen EinflilBB; dagegen 
ist nach § 36. 

y.l = X 9 + A <> 

wobei 6 die in X, A quadratische Form 



bezeichnet. Nach den DeGnitionen von p, q, r, s wird nun sofort 
in Folge dieser Gleichungen: 

p., = xp+lr, r,i = ^(r--j,-j 

.1 0/36 9e\ 

Ebenso erhält man fOr dieh5heren simultanen Covarianten dieÄusdrtlcke : 

oder wenn man die erste Ueberschiebung von f Ober die Functional- 
determinante Q nach § 35. (5) behandelt: 

»^l = x»+^iE<p~p^). 
Endlich werden die noch fehlenden Invarianten: 

E,i = Q .E, F.j = x'F+2xA M+X^N 

"^~ 2 |3x dX dX dx )' 

I 40. Forme ngfstem elaer quadraÜBCken nad einer biquadratlschea Fora. 

Das vollständige System einer quadratischen und einer biquadra- 
tiscben Form** ist verhaltnissmäusig leicht zu bilden, weil nach 
§ 56. dabei / niemals fiber Frodncte von Covarianten der biquadrs- 

* Vgl. die Abh. dea Verfassen, Borcliardt'a Journal Bd. 68, 8. ICi. 
** üeber die Theorie dieser Formen vgl. die Arbeiten von Bessel nnd von 
Harbordt im 1. Bd. der matfaem. Annalen, rawie von Brioschi, ebenda Bd. QI. 
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Ijscben Form zu schieben ist, da letztere säminÜich von gerader Ord- 
uoDg sind. Das System umfasst also folgende Bildungen: 

Die quadratische Form f mit ihm Invariante i>; 

die biquadratische Form 9 mit ihren Covarianten H, T und ihren 
luTarianten t, j; 

die erste und zweite Ueberschiebung von f, die dritte und vierte 
Ton f* über ip und H\ 

die zweite Ueberschiebung von f, die dritte und vierte von f*, 
die fünfte und sechste von f* Ober T. 

Dass von diesen Formen noch einige au^elassen werden k&nneo, 
zeigt sich sofort, wenn wir, wie es erlaubt ist, einige der Ueber- 
schiebungen durch passend gewShlte Tbeile derselben ersetzen. Da 

r={aB) «,»£,•, 
BO können wir an Stelle der eweiten Ueberschiebung von T mit f 
demjenigen Theil der Ueberschiebung setzen, welcher die Form 

(«J)(aa)»«,fl.» 

hat; oder, wenn die zweiten Ueberschiebungen von tf und H mit /' durch 

* = (a «)* «** 

bezeichnet werden, die Form 

also die Functioualdeterminante von <f> mit H. An Stelle der dritten 
und vierten Ueberschiebiing von T mit f kann man die Theile setzen: 

(«fl)(«o)'(S6)6ia,'«, = (*ff) {Hh)h.t.H,> 

(«H)(»o)'(if6)'Ä,«; =(»i)».j.. 
Da nach der Identität (II) des § 16. 

(♦S) (fli) d, «■, a.'=. - i ff,' KS»)' ♦-•+(*«■».'-(**)' .ff.'l, 

so bestellt die erste dieser beiden Formen ans lauter zerfallenden 
Theileu und kann daher fibergangen werden; die zweite 

ist die Functionaldeterminante von V und ]>. — An Btelle der fflniten 

und sechsten Ueberschiebung von Tüber /*" kann man die Theile setzen ; 

(. B) (. a)> (S-J)' (. c)c.H. = {.t i) «, c) c. X, 

(« B) (« «)■ (,Bb)' (« c) (.Bc) = (» z) (* c) Cz c). 

Von dieser Form ist wieder wegen der Gleichong 

(* X) (*c) c. X- = i ! (* Z)* c,» + (#- c)» au' ~ (X c)» *,» t 
die erstere aus lauter zerfallenden Theilen zosammengesetzt und daher 
aoszolassen. Die zweite ist die simultane Invariante der drei quadra- 
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tistheti Formen /, <*> Xt o^^^i ^f^ daaselbe ist, die zweite Ueber- 

schiebung von t Über f. 

Und so untfasst denn das Formeneysteai folgende 18 Bildnngen: 
6 Invarianten,' nämlich ausser i und j die 4 Invarianten der 

quadratischen Formen f, lit, %: 

C = CV.j;)(*a}(za) = («.)». 
6 qnftdratische Covarianten, nSmlicli /', d) , 2 <iiid ihre ersten 
UeberschiebDDgen 

5 biqnadratische Covariattten, nänilich 7, ^ und die Fun- 
ctiönaldetenni nant^ 

£ = (««)«,»«,,, M^iffajHJa^, K = (^M)^^aj'. , 
1 Covariante sechster Ordnung, T. 

Ton di«sea sind C, T, X, t, L, M, K, T ungeraden ChanUiterR. 
An Stelle von (^H) tftx SJ hätte auch die gleichberechtigte Form 

eingefnbrt werden kSnnen; denn es ist 

(*ff) «>, HJ + {xa) x^ a,» = (a(()»C«fi") ä, B.," - (off)* («■ß') -ff» «^' 

= _(aff)»a,ff,l(a«)ff,-|-(aff)a,| a^ 
gleich der ersten ITeberschiebung von / Aber {aSy aj Hi^, multiplicirt 
mit 2; und da nach § 40. (8) 

■ («ff/a,^fl,» = ^y, 
80 hat man 

{^ ff) i<>^ HJ' + {%a)tx aj' = -^ (oö) «.' «- = -J £ 
durch andere Formen des Systems ausgedruckt. Mau fQhrt daher am 
passendsten die Differenz 

A-=(V'ff)*,ff.»-(x«)z,«.» 
ein. 

Man ertölt leicht eine grosse Anzahl von Beziehungen zwischen 
den 18 Formen des Systous, indem man die Quadrate nnd Producte der 
Formen ungeraden Charakters durch die Formen geraden Charakters aus- 
drückt. Ich will nur die lovariontenbeziehung entwickeln, welche C* durch 
h J) ^t -^1 ^ ausdrDckt, und werde die Invarianten darstellen, welche 
durch zweite Ueberschiebung der 6 quadratischen Covarianten über 
sich selbst und Ob«: einander entstehen. Nach Analogie mit Früherem 
würden diese durch D/f, B/y . . . eu bezeichnen sein, während C die 
Invariante . > , 
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wäre. Aai letzterem Umstände ergiebt sich sofort nacb § 58. (&): 
<D„D,^D„\ 

Nun ist ferner 

(2) Jifr = I>> -»/V^^, Df^t=B. 

Die anderen drei constituirenden Elemente der Determinante (1) er- 
hält man aus I^^f mit Hilfe der hier wiedqrom anzuwendenden Opera- 
tion d des § 41, In Folge derselben ist (vgl. die Formeln des § 41.) 

Nun ist 

Df^^itty ==(aay {bß)* (aß)*, 

und da nach g 40. (2) 

iaß)^ «,' ß,* = H,* S,' + jixyy, 
80 erhält man, indem man a:i = a,,2^ = — a^, yi = &t' 3'i*^~ ^i setzt: 

D^^ = iHay {Sby + -^(«6)», 
oder 

(3) V,v^B + '-S. 

Untenrirtl mau ann diesen Aoedrack der OperMion 8, so hat man 

also 

and fem«': 

aD,i =I>zz -H^J*, = -3-+-g--H-g- . 
also 

^«-¥-^^^• 

Der Auedfucb von C* ist also durch die Fonnel gegeben: 
DA B I 

(6) t"-iP "+36+3 |. 

--« 8 T+w; Google 
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Was die zweiten Uebeirachiebungen von f, tf), x Ober 'C, X, X 
angeht, so bat man nach § 58.: 

(7) D,^=<S, l>,x=0, i),y = 0, Dix=0, i)»t = n, Dj.-O, 
und femer nach der Definition; 

(8) C = i)^ = -D,,=B«. 
Endlich hat man nach § 58. (16): 

l>vx=HB*iD„-Ilt, Dt,) 
Dl, =i{D,,D„-D'„) 
Dv, =i(DflDx,-D„D,i,) 
Dx, -HD-nDir-D^D,,) 
D„ =i{D„D„-D'ti); 

die mit ^ multiplicirten Klammern sind die UnterdetenDinantea der 
in (6) gleich 2 C* gefundenea Deteiminoiite. 

Ich bemerke noch, dass die in § 37. gebildete Resultante der 
biquadratischen und der quadratischen Form hier die Gestalt annimmt: 

Die Invariante C, welche allein unter den Invarianten eine Form 
ungeraden Charakters ist, giebt, wenn sie verschwindet, eine einfache 
Beziehung zwischen f ani tp an; eine Eigenschaft, welche C bis auf 
einen numerischeu Factor definirt. &fan kann nämlich folgenden Satz 
aussprechen : 

Wenn C verschwindet, so existirt (und nur 
dann) eine solche quadratische Form g, dass 7 als 
quadratische Function von f und g ausgedrückt 
werden kann.* 
Ist' nämlich tp eine quadratische Function von /"und g, so kann 
man ip in zwei quadratische Factoren zerlegen, welche lineare Fun- 
ctionen von f und g sind. Diese Zerlegung muss mit einer derjeni- 
gen tibereinstimmen, welche aus den Gleichungen (3) des § 47. hervor- 
gehen, und bei welcher die' Form vierter Ordnung auf drei verschie- 
dene Weisen so in quadratische Factoren zerlegt wird, dass diese linear 
sich aus zweien der irrationalen quadratischen Covarianten von 9 zu- 
sammensetzen. Seien diese irrationalen quadratischen Covarianten 
^> 4') V*") Bt' h^^ '''All demnach entweder 

f=tt^ + ß^/, oder f=aii>' + ß^", oder f=^at" + ßif. 



Vgl. uine Note des Verfhsaen im 3. Band der mathen 
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Scbiflbt man Ober jede dieser Gleichangen zweimal diejenige der 
Formen i>, welche nicht in ihr vorkommt, so verschwindet nach § 45, 
(2) jedesmal die rechte Seite; man hat also fQr f die Bedingung 

Die Form links ist jetzt rational ; sie entbSlt die Coef^cienten von f 
cabisch, die von ip, da die it von der Dimension yH sind, ebenfalls 
cnbisch; sie ist also von C nur durch einen numerischen Factor ver- 
schieden. Man kann nümlich die betrachtete Form als Glied der 
sechsten Ueberschiebang von /^ ober die Covariante T=2i/if' 't" von 
ip autfassen. Diese U eher Schiebung besteht ausser einem solchen 
Theile dann noch aus Theilen der Form 
(flii-)(a«')(6V}{fcii'')(c*.")' 
= 1 1 (a i(')M6 *? + (ö Tf-)* (a V-T - (* ll-T (a &)* I (c *")», 
welche, da (^itt')^=0, auf den ersten Theil zurückkommen; und aus 
Theilen der Form 

(otfr) (nK--) (6*0 (fr*")(cii'") (c*) 
= (a t) C« «-') {b «-') {c ti>") i {b *) (c t") + ib c) (*- (!•") ( ■ 
Hier hat rechts das erste Glied die vorige Form, und kommt also such 
auf den ersten Theil zurflck; dos zweite kann, indem man die Sym- 
bole b, € vertauscht, durch 

i {& c)» . (a *) (a *') . (*" (i-) (*" *■) 

= i (fccf i {o*7 (*>")* + {aii>y itry - (a^y (**')*! 

ersetzt werden, was verschwindet. Man sieht also, dass unsere In- 
variante sich von der sechsten üeberschiebung der Form T Ober p 
nur um einen numerischen Factor unterscheidet, also rational ist. Es 
stellt sonach in der That C=>0 die fragliche Bedingung dar. — 

Ich werde nun untersuchen, was aus den Bildungen des vollstän- 
digen Systems wird, wenn man in denselben statt der biquadratischen 
Form qo die in § 41. untersuchte zusammengesetzte Form xip + iH 
einführt. Von den 18 Formen des Systems werden f und D hierdurch 
nicht geändert; benutzt man wie in § 41. den Ausdruck 

so wird [vgl. § 41. (14)]: 

T.i -a.T 

. la'öä'n / i>a \>( 
'«' — ^\l7'dT'~(eial\ 

■'«' *U« SA 8i in) 
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Von den flbrigea Functionen haben die durch Ueberscliiebangfia 
von f Ober tp entstehenden hier oSenbar denselben Chuakter wie 9.1, 



die durch Ueberschlebungeii mit H entstehenden denselben 
Es ist also 

Es bleiben also nur die Formen x^i, N^i, C^l zu untersuchen, 
ist nach der Definition: 



B,,. 



t,l-xi + JJf M.i^ilMj 



5*.J 



'.l = i 



-A 



ix, 



- + ' 



= A 



«2 8z 



» l 









>* £!■ 



= ('»)", 



so dass sich zA wie ^xl verhält. Da C— 
Endlich bat man auf dieselbe Weise wie bei r: 



A^.i-J 






cXg 8x, ■ 



= Q.N. 
Anch diese Form theilt also den Charakter von T. — 

Die vorliegenden Formen bieten noch eine interessante Seite dar, 
indem man die Bildungen verfolgt, welche durch wiederholte zweite 
Ueberschiebungen von 91 und H ttber f entstehen. Diese Formen 
bilden ein unendlich grosses System von quadratischen Covarianten, 
welche sich sämmtlich aus f,M>,x durch Multiplication mit Invarianten 
zusammensetzen lassen. Ist f irgend eine quadratische Form, sym- 
bolisch durch F:^ bezeichnet, so kann man die Bildungen 

als durch die DifferentialopeTationeD F, Q ans F abgeleitet betrachten; 
und die in Frage stehende Reihe von Covarianten erhält man also 
durch beliebig oft und in beliebiger Folge ausgeführte Anwendung 
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dieter Opwationen axtf f. Nnn findet zunächst der Sdtz statt, daas 
die Operationen P und Q vertauscbbar sind, dass also 

Sa ist Dilmlich 

FQ{I'^~QPiF) = (A F)* (A B)« aj - {a Fy (A «)* A.» 

= (A«)»j;.i(Aii')a., + (aF)A,l. 

Dies aber ist die erste üeberschiebung von F Über die quadra- 
tische Covariante (A«)' Ar ((.t, welche nach der Theorie der biquadra- 
tischen Formen identisch verschwindet. Daher verschwindet auch die 
obige Differenz, wie zu beweisen war. 

Wegen dieser Vertauschbarkeit genügt es also, die Bildungen zu 
betrachten, in welcheo zuerst ausschliesslich die eine Operation, sodann 
ausschliesslich die andere angewandt wird, also die Covarianten 

i* «■(/■). 

Aber dieee wiederum sind die Bntwickelungscofil^cienten des Ausdrucke, 
welcher entsteht, wenn man auf f ausschliesslich die Operation 

anwendet. Es geafigt also die Reibe der Bildungen 

0) P(j),P'(f),p»{f)... 

zu betrachten und in diesen schliesslich P durch Pxl, d. h. 91 durch 
x(p + xn zu ersetzen. Nun gilt fQr diese Reihe der Satz: 

Jede Form der Reihe (1) ist dieselbe lineare 
Combination der um zwei und drei Stellen ihr 
vorangehenden Formen. 
Es ist nämlich nach den Formeln am Ende von § 8.: 

oder nach § 40. (7): 

Setzt man nun y,= Og, ya = — "d so geht diese Gleichung in 



über. Unterwirft man aber diese Gleichung xmal der Operation P, 
90 erhält man: 

(2) -P*-^^(n = -|ri^+'C/)+^-P'00, 

eine Gleichung, wetcbe den angegebenen Satz enfbült. /-> 1 , 
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Bezeichnen wir nun durch z eine beliebige Grösse, und durch Z 
den Ausdruck: 

80 ist nach (2), indem man mit z* multipUdrt, nach * suimuirt und 
der Kürze wegen P(f)=P; P^{f) = F" setzt: 



also 
(3) 



Z_i (?•+ «P-+ .-Z) + ^- (/•+.?■+ •■i'+ ^2), 






=[-j(F+<i")+i-(r+»i'+»"n] 

Diese Formel liefert durch Yergleichnng der Coefficienten ron I , t, 
zK.. (lieCovftrlantenP'(/), P*(/l... durch A 1^= PC/"). -P"= i*'(A) 
ausgedrßckt; und zwar wird: 



Es kommt also noch darauf au, P' und P" zu bastimmen. Nun ist 
erstlidi unmittelbar der Definition nacli 
P- = *. 
Dann aber hat man nach § 40. (2) 

und daher, wenn man yj = Oj, yj = — a, setzt: 

(5) r''-Q(f) + ^f=t+^r. 

Setzt man nun in den Gleichungen (3) oder (4) x f> -f- A H an die 
Stelle von <p, so treten zugleich die Ausdrücke üi und jni an Stelle 
von 1 und j; an Stelle tou P' tritt 

P'.,-«P(/-) + l«(/-)-«» + Ax. 

,1 I Xjooi^le 
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Ea bleibt »ho nnr noch P%i = «« P»(/0 + 2x.lP^(/-) + iV{D 
en bestimmen. Aber nach der Gleichung (5) ist 

p-.i=«.i(rt+'-y /■=».,+"/, 

oder nach oben g^ebenen Formeln: 



(^ ^-i('r.-*|-°)+¥'- 



Hiermit sind alle zur Berechnung von P'' Q* (/) nöthigen Be- 
atimmangen gegeben. 

I Cl. TollBUndlgei Sfitem iweler oabtseber Formen. 

Äla Beispiet eines simultanen Formensystema , bei welchem keine 
der Gnmdformen linear oder quadratisch ist, will ich noch das simul- 
tane System zweier cubischer Formen betrachten.* 

Bezeichnen wir dorch f ond <p die beiden cubiachen Qmndformen, 
durch A, 7 ihre quadratischen, durch Q, K ihre cubischen CoTarian> 
ten, durch B, P ihre Diecriminanten. 

Die simultanen Covariiuiten und Invarianten entstehen aus den- 
jenigen Ueberachiebungen ron f'^Qr und fp"' Vi^ K>'', welche keine 
zerfallenden Tenne erhalten. Da indessen A^ durch Q' und p, V 
durch K' und 91* linear ausdrOckbar ist, so genügt es, fßr die Zahlen 
ß nnd ß" die Werthe 0, 1, 2 zu setzen. 

Da femer f, Q, tp , K alle dieselbe Ordnung haben, so darf bei 
Ueberschiebungen von Producten mehrerer Factoren niemals beider- 
seits einer dieser Factoren erscheinen , da sonst ein zerfallender Term 
der Uebencfaiebnng gebildet werden k&nnte, in dessen einem Factor 
nur eine Ueberschiebung dieser Factoren aufträte. Ebenso wenig darf 
man eine einzelne jener vier Formen fiber ein Froduct echieben, 
welches eine derselben enthält. 

Es sind demnach erstlich die Ueberschiebungen der einzelnen 
Formen f, Q über ip, K zu bilden, und zwar immer mit Uebei^ehung 
solcher erster Ueberschiebungen, bei denen eine der Functionaldeter- 
minanten Q, K auftritt. So entstehen die folgenden Ueberschiebungen : 
f über 9), ein-, zwei- und dreimal; 
.. f über K, zwei- nnd dreimal; 

^ ' Q über 91, zwei- und dreimal; 

Q über K, zwei- und dreimal. 

Ausser diesen sind dann nur noch Ueberschiebungen zu bilden, 
in denen einerseits eine Potenz von & oder V, anderersdts f, Q oder 
9), K steht; und Ueberschiebungen von A Ober V. Pot^izen nnd 



* Vgl. auch die Abb. de» Verfaeaera, Borch&rdt'B Journal Bd. 6T,-- & S(HL| 
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Ptoducte der f, Q oder der tp, K braucht mnii nicht über V oder V* 
(bez. Ä oder A*) zu schieben, weil dabei immer ein Factor V (bez. A) 
Ober einen der anderen Factoren allein geschoben «erden könnte, 
also immer ein zerfallender Term herauskäme. £benso wenig hat 
man, da A und V gleiche Ordnung haben, Potenzen tou A Über 
Potenzen von V zu schieben. Den Formen (1) sind also nur noch 
folgende beizufQgen: 

A über V, ein- und zweimal; 

f über V, ein- und zweimal; 

A über <f>, ein- und zweimal; 

Q über V, zweimal; 
^ A über K, zweimal; 

f über V*, dreimal; 

Q Ober V*, dreimal; 

Araber ip, dreimal; 

A*über K, dreimal. 
Nimmt man die acht Formen 

(3) f, A, Q, B; >p, V, K, P 

hinzu, so bat man im Ganzen 29 Formen, aus denen das System 
besteht; darunter sind sieben Invarianten, acht lineare Covariauten, 
sieben quadratische, sechs cubische und eine biquadraiische. Nur 
eine dieser Formen wird sich als überflüssig erweisen; es ist diejenige 
quadratische CoTariante, welche aus der zweiten Ueberschiebung von 
Q mit K entsteht. 

Um eine bequemere Uebersicbt und Darstellung der aufgeühltsn 
Formen zu gewinnen, geben wir von den drei quadratischen Cor»- 
rianteu 

A, 0r=(aa)»o,a,, V 

aus, wo, wie später immer, a (bez. 6, c...) ein Symbol von f, tc 
(bez. (S, y ., .) ein Symbol von tp bezeichnet. Diese Formen ent 
stehen als Coefficienten der quadratischen Covariante des combinirten 
Ausdrucks' 

so dass 

(4) A;.^,^ = A + 2i6 + A»V. 

Wenn man diese Form zweimal über ihre Grundform f + lip 
schiebt, so entsteht nach der Theorie der cubischen Formen identisch 
Null; und da die zweiten Ueberschiebungen Ton f mit A und von 
^ mit V aus demselben Grunde schon für sich verschwinden, so bleibt 
Bvr, und zwar für jeden Werth von A, die Gleichung: 

0^Jli(A«)«ft,+ 2(e«ffl,l+i*|(Va)»a, + 2(eg«,L 1^ 



(6) 
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Ftlr die beiden einfachsten linearen Covarianten, welche dorcli 
die zweite Ueberachiebong von q> mit Ä und von f mit V entstehen, 
erhält man daher die doppelte Definition: 

«=(Va)»a:, = -2(ea)*a,. 

Die vier cubischen Covarianten, welche oben (anster /"und ip) 
auftreten, sind nichts anderes als die Functionaldeterminanten von f 
und tp gegen A und V. Die mit 6 gebildeten lassen sich leicht 
durch andere Formen ausdrucken. 

Ea ist femer aus der Theorie der cubischen Formen bekannt, 
daas die Function 

die besondere Eigenschaft bat, dass 

(a A) üi' Ä j = (o A) o, ag A,. 
Indem man sieb dieser Eigenschaft bedient, kann man immer die 
mit Q und K auszufahrenden TJeberschiebungen sofort durch Tbeile 
derselben ersetzen, und erhält mit Benutzung von (5) die folgenden 
quadratischen Covarianten: 

(o K)»o. K, = (« V) (o«)* V, o^ = i (OK)* V, i (« V) a, + {o V) a, i 

+ i (aa)* V. I (aV)a,- (oV) a, I 

(«e)*«-& = (oÄ)(oaf A,«, = i(««)»A,t(oA)a, + (&A)o,l 

In diesen Formeln sind die ersten Theüe nichts anderes, als die 
ersten Üeberschiebungen von © mit V und A; die letzten fahren auf 
die Invariante 

(6) J = (a«r, 

und man hat die Formeln: 

(aK)»o,K, = {eV)e,7.-iJ'V 

(a^)»«,C- = (eA)e,A, + iJA. 

An Stelle dieser Üeberschiebungen kann man ^bo die ersten 

Üeberschiebungen von 6 mit A und V zu Grunde legen; zu ihuen 

gmppirt sich die oben unter (2) erwähnte erste Ueberschiebung von 

A mit V. 

Die dritten Üeberschiebungen von f mit K und von <p mit Q 
werden sofort: 

T = {a K)" = (a «,* (a V) {a 7) = (0 V)» 
'■'> S=(a«)» = Ca«)»C«A)CaA) = (6A)'; 

sie sind die zweiten Üeberschiebungen von 6 mit V nnd.A, and 
ordnen sich daher den Invarianten ^^ , 

l)q,t7edOvCOO<^IC 
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(8) R = (d.&y, p=(vv)', r={AV}' 

zu. Die zweite Ueberschiebung vou 6 aber sich selbst setzt sich aus 
T und J' zusammen. 

Die zweite Ueberschiebung von (^ mit K ist, wie erwähnt, eine 
überflüssige Form. Sie hat den symbolischen Änsdrueh 
(«Kf g.K. = (a A) (aV) (oa)» A. V, 

= i(a«)*A,V.HaA)(aV} + (aA}(aV)! 
+ i{oa)*A,V,|(oA}(«V)-{aV){aÄ)). 
Der zweite Theil der rechten Seite wird ^ J, mnltiplicirt mit der 
ersten Ueberschiebung Ton A und V; der erste ist 

(GA)(eV)A,V, = ^t{eA)»V,'+(eV)»A,*-(AV)»0,»l, 
so daes in der That alles aus zerfallenden Gliedern beflteht. 

Dagegen hat die dritte Ueberschiebung von Q mit K den Ausdruck 
{(?K)' = (oA}(aV)(oa)»(Ä\7) 

= iCa«)'{AV)l(«A)(aV) + («A)CoV)l 
+ ^ (o ay (AT) I (a A) («V) - {a V) (« A) t 
= i(eA)(0V)(A7) + iJ2'. 
Statt dieser Form kann man also die simultane Invariante 

(9) Q = (eA)(0V)(AV) 

der quadratischen Formen 6, A, V zu Grunde legen. 

Es bleiben noch die linearen Covarianten zu behandeln, welche 
aus der zweiten Ueberschiebung von Q mit V und K mit A, sowie 
ans der dritten Ueberschiebung von /"oder Q Ober V*, und von tp oder 
K aber A^ entstehen. Diese werden: 

(§7)» fc = (oA) (aV)» A, = (« A) A, 

(K A)» Kr = (« V) {« A)* V,= (j) V) V, 

nm (a7)»(«V')V'. =(«V)V, 

••^"^ («Af(«A')A'. =(ijA)A, 

(ÖV)» (Ö V) 7', = (jr A) (AV) V, 
(KA}»(KA')A', ={j>7).(VA)A,. 
Das ganze Formensjstem umfasst also nachfolgende Gebilde; 

1. Die Grundformen f, ip, nebst ihrer ersten und zwei- 
ten Ueberschiebung (4 Formen); 

2. die quadratischen Covarianten A, 0, V, die ersten 
Ueberschiebungen derselben unter einander, ihre zwei- 
ten Ueberschiebungen mit Ausnahme von (00*)* und ihre 
simultane Invariante (12 Formen); 

3. die ersten Ueberschiebungen von f und ^ über A 
und V (4 Formen); 
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(ev)' 

(VV? 

ieser Determinante schon bekniiut 
bilden. Es ist 



4. acht lineare Covarianten, nämlich p und x, sowie 
die üeberschiebungen derselben mit A, V und die beiden 
Ueberschiebungen von einer der letzten mit A und einer 
anderen mit V. 

Unter den sieben Invarianten sind zwei von ungeradem Charak- 
ter, nämlich J und Q. May kann die sämmtlichen zwischen den 
sieben Invitrianten stattfindenden Beziehungen dadurch bilden, dass 
man J . Q un<l Q* durch die Invarianten geraden Charakters (zu denen 
auch noch J^ zu rechnen ist) ausdrückt. 

Nach der Formel (5) des § 58. iat 
(AAT (Ae)^ 

ß*=i iüQ)' (eey 
(AV)* (ev)* 

Da fl]le anderen Elemente 
sind, so bleibt nur noch (66')^ 

(ee-)»= i (a«)' Ibfi' I (ab) i„fi + (aß) (»!,) | 

= (««)■ (Iß)' (ab) {<,ß) - i (««)■ (bß)' I (06) (<,ß)-(aß) (ab; • 
= (aa)'(bß)'(ab)(aß)^iJ'. 

Im ersten Theile rechts vertauscht man a mit b uud erhfdt: 

^[iaayij>ßf-{aßy{bay]lab){,^ß) 
= ^[{aa) (bß) +iaß){ba)}{aby(_ußy={AV)K 
Es wird also endlich 

ai) (ee'/=(AV)»-iJ*=2'-4J^ 

und damit der Ausdruck für Q*: 

RS T\ 

(12) Q* = | 5 T-^J^ Tj. 

TZ p| 

Den Ausdruck von Q, J nebst einer Zahl anderweitiger später 
zu benutzender Bestimmungen erhält man aus der Gleichung (22) 
des § 58. Diese Gleichung sagt aus, dass die Determinante aus den 
zweiten Ueberschiebungen zweier Systeme von je vier quadratischen 



Formen immer verschwindet, 
betrachte 'ich die Ausdrücke 

A, e, V 

als das andere System: 

A, e, V 



Als ein System dieser Functionen 

t'bjb.+l-ßjß,. 



Die Elemente der verschwindenden Determinante sind erstlich die 
der Determinante (12); diese Determinante aber wird gerändert mit 

Clabioh, Tbtoric d» biu^reu klgebr. FonDcn. lO 



226 Pflnfter Abschnitt. Simultane 

den zweiten Ueberschiebungen von A, 6, V mit x a^' 0^+1 Ur' b, 
und x' b/ b, + X' ßj ß, , und endlich erscheint die zweite Ueber- 
schiebung der letztgenannten beiden Formen in der Ecke. Die Ele- 
mente des einen Randes werden also 

xißaYay + i. (6 «)» a» =«= - i (x J»j + A «,) 
X {Vaf Oy + X (Vaf «9 = * b,, 

während die des anderen aus diesen erhalten werden, indem man x', X' 
an Stelle von x, X und die g an Stelle der y setzt. Das Elemen.t dc^ 
Ecke aber wird 

XX iab)^ ayh^ + xX' (aß)' Oy ß, + x' X {aby a^b, + XX' {a(f)* a, ß, • 
oder 

= xx-iab)*a,b, + '^^^^^iaßy{a,ß, + a,ß,) + XX-{aßya,ß^ 

+ ''^''^'''\ aßna,ß,-a,ß,) 

= xx'A,A, +(xA' + x'A)ese.+AA'V,V.+^^^^^J.(y*). 

Sondert man das hiervon herrührende Glied der verschwindenden 
Determinante ab, so erhält man die gesuchte Gleichnng nunmehr in 
folgender Form: 

(13) 2Q».ixx'A,A, + (xr+x'A)6^e. + AA'V5V, + '^^~^J.(y2)j 

RS T Xp, I 

S T-^J' Z ~^(xp^ + XnM 

~ T T P xÄj, 

. X'p, ~^{x'p^+X'a^) x'ä. 1 

Auf beide Reiten dieser Gleichung, welche fQr alle Werthe von 
X, X, x, X' bestehen muss, wende ich jetzt die Operation an: 

dxdx' sx'dx- 

Es ergiebt sich dann: 
(14)2Q»./.Cy^)=j-(s5:-J«+^*) + H-ßP-2'*)}(i'!,«=-i>.«*)- 
Auf der rechten Seite wird 

so doss der Factor (yz) beiderseits ausgelassen werden kann; femer 
aber ist mit Benutzung der Ausdrücke (5): 



(n)2a>i«"A+2«je+i'V|i 
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■().»)=.- 2 (&«)> (6«' («« 

= - {cß) Hi^t:)' ^eßf-i&ß}' {Bari 

--(««■ (Äe)i(A«)(effl + (AW(e«)| 
= -2(ae)(A7){e7), 

&lao nach (9): 
(16) (pii) = 2Q. 

lu Folge dessen geht aus (14) sofort die gesuchte Kelatiou hervor; 
(16) -iJa = iSZ-3T'.{-2TJ'-RP. 

Obwohl nun durch die Gleichungen (12), (16) die Invarianten- 
relationen gegeben sind, so ist es doch von Wichtigkeit, den Inhalt 
der Gleichung (1.3) weiter zu entwickeln. Setzen wir in derselben 
Überall 3' an Stelle von y und z, und zugleich x-'^x, i' = i, su geht 
jeue Gleichung in folgende Ober: 

/( S T ip 

S T-iJ' Z -iinp + in] 

TZ P xs 

Xp — J(xj) + Aä) xn 

Wenn man nun der Kürze wegen für die Unterdeterminanten von 

\R S T\ 

(18) 'S I-iJ' Z 

Ir z p1 

die Bezeichnungen einfuhrt: 

f;„-PT-I'-l J'P, U„ = ST-IIZ 

(1!>) ü„ = ]iP-T', n„ = SZ-T' + iJ'T 

U^ = RT-S'-iJ'B, n„.cZT-PS, 

so nimmt (17) geordnet die Form an: 

2 Q' (x" a + 2 » J e + r V) = J' f = U„ + *-?-t* "'1' ?;._+ ;,. ,1 f7^^ 

-Ap(xp + i«) U,t-Kx{ttp + jLjt} i;^a + 2xip« U,g. 

Vergleicht man daher beiderseits die Coefücienten von x', xl, A', 
so erhiUt man: 

20'a = ^j,'-F„y«+£/„»> 
(20) 4 Q' e = - ! l'„ !)■ - (2 !/„ + Ä!!^ y I + u„ IT' j 
2 ß< V = (7„ p>-U„p:i+ ^f ir', 

,:„,cjjj.Google 
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Man hat hier A, 0, V durcli p und n ausgedrückt; aber eben 
dies kann mau noch auf eine andere Weise erreichen, indem man 
nämlich die symbolischen Ausdrucke AJ, 6J, Vx* mit (j>nf multipli- 
cirt und dann jedesmal die Identität I. des § 15. anwendet. Es wird 
dann, mit Rücksicht auf (15): 

4 ß^ A = (A B)»p^ - 2 { A w) (Ap) Jip + {Apy ä* 

(21) 4 Q^ = (6 nYp' - 2 (0 n) (Qp) xp + (0 p)» a» 

4 ß3 V = (V ;r)V - 2 (Vre) (Vp) «p + (Vp)» n», 

und indem mau diese Gleichungen mit den Gleichungen (20) vergleicht, 
erhält man die Ausdrücke für die neun auf der rechten Seite von (21) 
befindlichen Invarianten, nämlich: 

(A«)«= ^ (An){Ap)= ü,, {Apy=2ü^ 

(22)(ere)*=-t/,, (ere)(ep)=-i/.,--^ {ep)^=~u,, 

{Vny=2U„ (Vre)(Vp) = -t/„ (Vp)»= ^■ 

Die Invarianten, welche hier auf die fundamentalen zurück- 
geführt sind, enthalten zugleich die einfacheren unter den Determi- 
nanten , welche mau aus den acht linearen Covorianteu (5) , (10) bilden 
kann. Wir werden auf diese später zurückkommen. Die Gleichung (16) 
aber geht mit Hilfe der Bezeichnungen (19) in die einfachere Ge- 
stalt Ober: 

(23) 4J'Q=ü^-4t^„. 



§ 62. Die Reductiun des elllpttschen Inte^alfl erster Gattung anf die 
Hormalform. 

Ich gebe hier als Anhang die Anwendung der Theorie der binären 
Formen auf die Aufgabe, ein elliptisches Integral erster Gattung anf 
die Normalform zurückzuführen; eine Anwendung, welche theils von 
der Theorie der biquadratischen Formen, theils von der Theorie der 
simultaneu quadratischen Formen Gebrauch macht. 

Die Aufgabe ist folgende: 
Das Integral 

in welchem X eine Function vierten Gtades von x 



it reellen (Joefficieuteu ist, und iu welchen 



.-,00' 



X ean 
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Intervall reeller Werthe stetig durclililuft, inner- 
halb dessen f/X stets reell ist, soll in das Integral 



'J Ve- 



l-«.l- 



übergeführt werden, in welchem C eine reelle Con- 
stante, x' eine positive Congtante, welche kleiner 
als 1, bedeutet, und z eine reelle positive Ver- 
änderliche, welche sich in dem Intervalle bis 1 
bewegt. 

Setzt man — für x, -^ ftJr «, so ist die zu erzielende Gleichung 

wo 

eine Form vierter Ordnung ist. 

1. Sind die linearen Factoren von / reell*, uud sind der Grösse 
nach -geordnet 

(2) '^ = a, ß, y, S 

die Wurzeln von f^O, so ist die Aufgabe lösbar durch eine lineare 
Beziehung zwischen -J und — , also durch eine lineare Transformation. 
Es mOsäen dann die Elemente (2) den Elementen 

(3) 0, 1, ^, Qo 

in irgend einer cyklischen Vertauschung und entweder in directer 
oder umgekehrter Folge projectivisch entsprechen, und zwar den Ele- 
menten und ] der Reibe (3) die Endpunkte des Intervalles, in' 

welchem ! = — sich befindet. 

Da y f reell sein soll, so muss, wenn der Coefficient von x% 

positiv ist, — zwischen ß und y oder in dem Intervall ff ... + oo ... « 

liegen; wenn der Coe^cient von x^* negativ ist, zwischen k uud ß, 
oder zwischen y und d. . 



• Vgl. Richelot in Crelle'a Joornal, Bd. 34, nnd Durfege, Theorie der 
ellipUscbeD Functioiien. , -~ ■ 
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Es ergeben sicli also folgende acht verschiedetie Fälle des pro- 
jectivischeu Entsprecbens : 

" - 1, L »• 



fi- 



\i S...X 



X wachst, wUb-l'J- S...X 
reud « abnimmt 1 7. k ... x 



ß, 

r, ß, 



S) der Coefficient von x,* 
ßj positiv, 
d, y\ der Coefficient von x,* 
a] negativ, 

«1 der Coefficient von x^* 

y I positiv, 

dl der Coefficient von x} 



Indem man das Doppel Verhältnis s von 0, ^, 1, oo mit dem der 
jedesmal entsprechenden Elemente vergleicht, erhält niwi für z in 



den 


verschieden 


en 


Fälleu 


folgende 


Ausdrücke 
















(4) 


•3 


ß- 

ß- 


-e 
-r' 


2. — 

X- 


^ 


'^. 


3.^-: 


-y 


r- 


^' 


4 


X- 


-« 


y- 


-s 


'•:-^ 


y- 
y- 


-ß' 


X' 


-y 


tt-y 


7.*-: 

X- 


-ö 


ß- 
ß- 


-s 

-a' 


S 


X- 
X' 


-y 
-ß 


ä- 

r- 


-ß 
-y 



Da ferner * = -j für den jedesmal in dem Ausdrucke von z nicht 
auftretenden der Werthe a, ß, y, S wird, so hat man 
^_ a-d,ß- 



(5) 



1 den Fällen 1., 2., 5., 



^-l -i in den Fällen 3., 4., 7., 8. 



Diese Werthe von x* werden, wenn man die positiven Differenzen 
-ß, ß — y, y—9 durch p, q, r bezeichnet: 



- und ; 



{p+9){r+q) {p+q){r+qy 

also wirklich jKisitiv und kleiner als 1; ihre Summe ist gleich l; es 
sind zwei der aus den vier Elementen a, ß, y, d zu bildenden Doppel- 
verhältnisse, also Wurzeln der Gleichung § 50. (1). 

Bezeichnen wir den absoluten Werth «les Coefficienten von x,* 
durch a, und betrachten wir die Quadratwurzeln in (1) sowie die 
Quadratwurzeln in den folgenden Formeln stets als positiv, so 
haben wir ^ 

liq,t7ed;yG00<:^IC 



(6) 



(7= ~. ^ in deD Fällen 1., 2., 3., 4. 

C=--L-^=J=iadeEF5llen5.,6.,7.,8. 



Um diese Formeln abzuleiten, brauchen wir nur in (1) x^ = t zu 
setzen, durch f beiderseits zu dividiren and dann e verschwinden zu 
lassen. 

2. Auf diesen Fall können wir alle übrigen folgendermassen 
znröcbtUhren, 

Wir haben in § 47. gesehen, wie eine biquadratische Form /'stets 
in reeller Weise in zwei quadratische Factoren zerlegt werden kann, 
was denn bei der Existenz von vier reellen Wurzeln auf drei .Arten, 
in den Übrigen Fällen nur auf eine Art geschehen kann. Sei also : 

(7) r=p.Q- 

Nun können wir nach § 57. P und Q durch eine gemeinsame 
lineare Substitution in Aggregate von Quadraten verwandeln. Da 
aber es sich hier darum handelt, dass alles reell werde, so setzen 
wir, etwas abweichend von den Gleichungen (5) des § 57. ; 

wo £ und t' gleich +1. Es sind dann X und X' die Wurzeln der 
quadratischen Gleichung, welche entsteht, indem man die Discrimi- 
nante von P+XQ verschwinden lässt, also, nach den Bezeichnungen, 
des § 58.: 

(9) i>„ + 2A2)i, + Jl»D^ = 0. 

Sind die Wurzeln dieser Gleichung reell, so kann man e und i 
immer so wählen, dass auch | und tf reell werden, und man hat dann 

X—X' 

(10) ^ '\ 

^ X-X' ' 

Es entsteht also nur die Frage, ob man es immer so einrichten 
kann, dass die Wurzeln der Gleichung (9) reell werden oder dass 
(12) D»„-D„D„>0. 

Dieses unterliegt zunächst keinem Zweifel, wenn f^Ozvoi reelle 
und zwei imaginäre Wurzeln hatj in diesem Falle hat eine der Formen 
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P, Q reelle, die andere imaginäre Factoren, daher ist von den GrSssen 
J>„, J)^ eine positiv, die andere negativ, also die Ungleichung (12) 
erfüllt, weil links nur positive Glieder stehen. 

Hat f=:0 lauter imaginäre Wurzeln, so kann man, abgesehen 
von einem Constanten Factor, der links in (12) qaadratisch auftritt 
und daher das Vorzeichen nicht ändert, jmmer annehmen, dass sowohl 
P als Q stets positiv seien; mau kann also die UoeMcieuten dieser 
Formen durch 

1, Picosa^, i),^ 

1, p^cosa,, pi", 
bezeichnen, und erhalt: 

i>ia* — Dj, 2)„ = (Pi* -J-ft* — 2p, pg cos «, cos a^y — 4 j),'Pj,* sin' a^ sin* a^ 
= tPi'+l's* — 2piJJjCos(o;,— ßj) I 

also positiv, da beide Factoren dieses Ausdrucks positiv sind. 

Sind endlich alle Wurzeln von /"=0 reell, etwa a, ß, y, S, so 
kann man, abgesehen von einem constanten Factor, der in (12) nur 
quadratisch ' auftritt und also an dem Vorzeichen der linken Seite* 
nichts ändert, die Coefficienten von P uud Q durch 

bezeichnen, und hat also y 

= {yÖ - ay ~ fid + aß} (yd — ad - ßy + aß) 
= (7-/»)(*-'*)(y-«)(<S-«- 
Dies ist positiv, wenn y und S beide kleiner oder beide grösser 
als a, ß sind; der Ausdruck ist aber auch positiv, wenn die Elemente 
eines dieser Paare zwischen denen des anderen liegen. Negativ ist 
der Ausdruck nur, wenn die Paare a, ß und y, d verschränkt liegen. 
Für zwei der drei Zerlegungen von f in quadratische Factoren besteht 
also die Ungleichung (12) auch in diesem Falle. 

Wir haben also gezeigt, wie in reeller Weise f in die Form (11) 
.gebracht werden kann. Da nun 

(Xgdx^ — x^dxi) {iri) = f)di — idr], 
so wird 

n^dl'in 

(A-A-J^ 
oder wenn man 






MBiGooi^le 



setzt : 

fdx ^ _j^ ^ dy 

Der Ausdruck unter «lern Wurzelzeichen rechts verschwindet nun 
für die reellen Werthe 

„ . ,i 

0, OO, BB , BB -p, 

und die Aufgabe ist also auf den zuerst behandelten Fall zurück- 
geführt, wobei noch die wesentliche Einschränkung hinzutritt, dass 
y hier eine wesentlich positive Veränderliche ist, und dans daher einige 
der oben Euigeffihrten Fülle hier rieht eintreten können. 

3. Man kann aber auch zunächst das Integral so umformen*, dass 
nur noch die Invuriauten t und j in den Coefficienten der Wurzel- 
grosse auftreten, und dass zugleich unter der Quadratwurzel ein Aus- 
druck nur dritten Grades auftritt, dessen erster Coefficieut positiv ist. 
Multiplicirt mau Zähler und Neuner unter dem Integralzeichen mit 
dR cf dfdH_ 






80 geht das Integral in 



über, oder, wenn man 



rfdH- Hdf^ p_ fdH-Hdf _ 

H 

ein Integral, was man nun wieder .nach den oben entwickelten Regeln 
behandeln kann. 

' Die Grenzen der Intervalle, innerhalb deren sich z bewegt, sind 
durch die Wurzeln der Gleichung 



-i=» 



gegeben, die entsprechenden Werthe von x also durch die reellen 
Wuraeln der Gleichungen 

9 = <J, ^» = 0, t = ^- 

* Tgl. Hennite in Crellos Journal, Bd. 62. ^ 

i:q,t7edi>G00t^lc 
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I 6S. Ein Problem, welches dem Problem der Wendepunkte einer Corre 

dritter Ordnnng entspricht. AurstoUung einer Glelclini^ nennten Qrades, 

Ton welcher daggelbe abkängC 

Als Anwendung der siniultaaen Theorie einer cubiflchen und einer 
i^uadratisclien Form will ich hier ein Problem bebandeln, auf welches 
man das Pi'oblem der Wendepunkte einer Curve dritter Ordnung 
zurückführen kann. Dieses Problem lautet folgendermassen : 

Sind a, h, c drei gegebene Formen bez. erster, 
zweiter und dritter Ordnung, so soll eine lineare 
Form \ gefunden werden, so dass 

|» + ;^«|^ + 3ö| + c 

ein vollstündiger'Cubus wird.' 
Um die Aufgabe zu vereinfachen, kann man zunächst g + a an 
Stelle von % als die unbekannte lin'eare Form betrachten, und bezeichnet 
man diese wieder durch 6, so kann man dem Problem die Form geben: 

wo /'jetzt eine gegebene Form zweiter Ordnung, <p eine solche dritter 
Ordnung ist, i} eine ebenfalls unbekannte lineare Form, welche aber, 
da nur ihr Cubus vorkommt, der Natur der Sache nach nur bis auf 
eine dritte Wurzel der Einheit bestimmt sein kann. 

Das in der Gleichung (1) enthaltene Problem führt auf eine 
Gleichung neunten Grades, die man in folgender Weise aufstellen 
kann. Multipliciren wir die Gleichung (1) rechts und links mit {|)j)*, 
und berücksichtigen wir, dass: 

(U)Y=(ei)'<.-'=i(«.i)i-(»t).ii" 
(e>))'9>-(ii)"«-'=i(-<i)s-(«s)ii' 

SO verwandelt sich die Gleichung (1) in: 

Diese Gleichung muss unabhängig von denWerthen der Veränder- 
lichen I, ij bestehen, und kann daher in die folgenden vier zerlegt 
werden : 



* Aufstellung und Behandlung dieses ProblemB gab ich im vierzehnten Band 
der Abb. der kgl. Gee. eii Oöttingen, Ea mag hierbei zugleich erwähnt werden, 
daae ähnlich Soe Problem der Doppeltangenten einer Curve vierter Ordnung die 
Form annimmt; 

Sind a, b, c, d gegebene Formen bez. erster, zweiter, 
dritter und vierter Ordnung, ao soll eine lineare Function 
I ao bestimmt werden, dass der Ausdruck 

ein voUetändigea Quadrat wird, ,-, , 

i:q,t7ediyCOOt^lC 



(3) 



Qmndformen, ' 



2(„,)> =3({,)(o,)'-(|,)» 
2(«,)<(«l) = 2(6,)(a,)(aS) 



2(«,)(«S)'_(S,)(«{)> 



2(»{)' =-(!,)■. 

Nna kann man aus der dritten dieser Gleichungen, welche die tj 

linear enthält, die Verhältnisse der ij ausdrOcken; man findet dann: 

,,, » 1, = 2 (« 6)' ", -(<•«)'{, 

'*' »,, = 2(.,S)',.,-(o{)'i„ 

WO X ein unbestimmter Factor. Es folgt daraus 

(5) x(ai)) = -2(«g)»=-2q.{|) 

und indem mau dies in die letzte Gleichung (3) einfahrt: 

(6) x» = 49,»(|). 

Setzt man dagegen die Ausdrücke (4) in dio ersten beiden Gleichungen 
(3) ein, so erhält mun zwei Gleichungen für §,, g^, welche fQr diese 
Grossen nicht homogen sind, und aus welchen sich eine für dieselben 
homogene Gleichung herstellen lässt, die gesuchte Gleichung neunten 
Grades. 

Multiplicirt man die genannten Gleichungen mit |, und — ij„ 
so kann man sie beide durch die Summe derselben ersetzen, wenn 
man die neue Gleichung fUr all« Werthe von x^, x^ bestehen lässt. 
Diese Combination wird durch (Itj) theilbar, und es bleibt: 

Hier wollen wir nun die Werthe der ij aus (4) einführen. Es 
ergiebt sich 

»'{arjy =4(o«}(«^){«g)»{^g)>'-4/-C|).(a«){a6)«(a6) 
(8) +/*(!}. {«!)' 

+/'CI)-{«g)*«.. 

Bezeichnet man durch f, tp etc. die betreffenden Formen, wenn 
darin x,=ai^, x^^~^, gesetzt wird, so werden die in diesen Formeln 
vorkommenden Ausdrücke (vgl. § 59.): 
(o6)» = /-, {aiy^'P, {a«)('a|)(«S)' = d 

{aa) (aß) {a^Y ißiY =i(ai) (ß^) \(aay (ßiy + {aßr {air-iaßy iai)'i 
=pip-iAf 



C~nOO<^IC 
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Daher hat man aii4 (8); 

«(0l)(«l)=2»-r 

tfiarjf —ipip-SAf-ifO + r 

«'(«,)' «,=49(ai)a,-2a(o|)' <<,+2/-A|,+r(<<l)' «.. 

Die Gleichung (7) verwandelt sich nun in folgende: 
8t.(A|)A.-4/^.(i>E)'o, + 4/-AS, + 2/''(o|)'«, 

= 3{4pv-2Af-if»+f)i.-2{2»-ri[2{„i)'a.-r.l.]-4<p'.(. 
oder in; 

(9) = 8cp(l^S)a, + (o|)'ii.(8#-4A-2n 

+ 6,(10/'a + 8/-»-12p»-f + 4v')- 
Ich setze hierin erstlich a;, = 1, , x^ = — |, ; sie giebt dann 

(10) 0=4» + 2A-/''. 

Benubet man aber diese Gleichung, so werden die ersten beiden 
der drei Glieder von (9); 

8y.((A|)A,-Ä.(«g)*«,| 

= 8(«|)*(A5)(«Ä).|. = 8§.t.. 
Daher wird nunmehr (9) durch |, theilbar, und es bleibt: 

(11) 0=8Q + lOf^ + Sf»~}2p<p-P + 4<p^. 

Aus den Gleichungen (H^, (lij) iat-nun eine Gleichung zu bilden, 
welche für die £ homogen ist. Um die Ordnung der Terschiedenen 
Glieder kenutlich zu machen, fElbre ich eine Grösse l ein, deren 
Werth 1 ist, und mache in Bezug auf §,, gg, A die Gleichungen (10), 
(11) homogen. Sie lauten dann: 

= 2AA' + 4*A-r 
^ ' = 8eA» + (10/-A-12p9j)A» + 8/'*A + (4y»-r)i 

an Stelle der letzteren kann man mit Benutzung der ersten auch 
setzen: 
(13) 0=8^A» + 6(/"A-2p9)A* + 4 9)« + f'. 

Aus dieser und der ersten Gleichung (12) ist X zu eliminiren. 
Wir haben hier zwei Formen bez. zweiter und dritter Ordnung vor uns: 

»=2Ai' + 4»i-r 

'■'■*> e-8«A' + 6(/-A-2/.9)i'_+(4y'+n, 

in denen l die Veränderliche vertritt, und deren Resultante gebildet 
werden soll. Bilden wir diese nach § 59.; 

(IS) K..-2D.e.,. = 0, 

i;q.i..cdi,Gooi^le 
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80 erhalteil wir eine Oleictiung, welche, wie uian lei'chl steht, von der 
Ordcung 18 io den | ist. Aber man kann zeigen, dass sie den über- 
flüssigen Factor if^ enthält, uud also nach dessen Auslassung in die 
gesuchte Gleichung neunten Grades Übergeht. 
Zunächst ist aus (14): 

aber nach § 35. (10): 

0^ = -i(Är-2j'/-9= + -D9^, 
daher: 

(16) D, = ^(p{D<p-2pr)- 
Ferner ist 

Ä., = -8(/-Ä-2p.p)»A» + 4(4gA+/-A-2p9}(4?.»+r'), 
daher, wenn mau A*, A, 1 durch — f, — 2*, 2Ä ersetzt: 

£„,. = 8/^(/-A-2p9))' + 8(4y'+n(A*/--2pyÄ-4gfr). 
Bildet man nun das Product Q . & zweier Fuuctionaldeterminanteu 
nach § 3lj. (11), so hat man: 

also 

(17) Bu,,= ]6<p{2f(pp^-2pp£i-2<pf£i''-49^E-/^<pEi. 
Endlich ist 

mp.„=2A(4q,'+r)-89{fA-2pp)X-n8QX+2if£i.-2pqi)\. 

Aber' da #, Q, Q die aus /, (p, Ä gebildeten Functionaldetemii' 
uanten sind: 

9 = {aa) a^ aj, Q = {aA) aj A,, Q = (a A) a, A„ 

so bat man 

»£i+Qf-Q(p = (i, 

und indem man den hieraus folgenden Ansdruck von ^A + Qfin(iS) 
einfuhrt: 

(19) p.,^ = 4 <p \2 1 {2p9-f^) + (2Aip+pr)\. 

Demnach wird 

(2t)) Fy,, = Z2q>^\£i{2Atp+ppy~4»[2A(p+pp)\2p»-fQ) 

-2ri2p»-fQ)n. 

Die Ausdrücke (16), (17i, (20j zeigen, dass aus der Gleichung (15) 

der fiberflOssige Factor d2<p^ ausgelassen werden kann; sie bleibt dann 

von der zwölften Ordnung. 

Die so reducirte Gleichung 

(2L) A{2£i.>p+pf^f~4»{2A<p+pn(2p»-fQ)-2f*\2p»~fQy 

-4(I)<p-2pf)(2ptf>p'-2ppA-2q>fA*-4<f^E~f*>pE)=^0 
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erlaubt nun nochmals den Factor <p auszuscheiden, wodurch dann aar 
eine Gleichung neunten Grades fibrig bleibt. Um dies einzusehen, 
Obergehe ich in (21) alle mit p multiplicirten Glieder; es bleibt dann 
f*i-]5Ap^f'-4&p {2p&-fQ) - 2 {2p9-fQ)'l. 
Der Ausdruck, welcher hier in der Klammer steht, ist durch ip 
theilbar. Wenn wir die Glieder mit y Übergehen, so können wir Q* 
durch — ^A/^ ersetzen; ebenso, da nach § 35. (11) 



druck verwandelt sich daher in 

Dass dieser Ausdruck durch <p theilbar ist, beruht auf einer anderen 
Darstellungsweise der Form Q, indem 

Q = {aA)a,A. = {<*ßyia«)a^ß, = {,Kß){aa)ß^\{aß)a,-ia,K)ß^\, 
oder, da der erste Theil rechts durch 'Vertauschung von a und /* sein 
Zeichen ändert und demnach identisch verschwindet: 

o=(ßp)ß,'- 

Man hat daher 

n'-».o,(«rf 
=-ii-.'.ß.<.ß'p)'-^-.'i-p)ß.'<ßp)+ß.'<'.i.«pyi 

t daher { 

Man kann also wirklich (21} durch Division mit tp auf eine 
Gleichung neunten Grades zurückführen, und zwar ist mit Hilfe der 
eben angegebenen Formeln die Ausfilhrnng ohne Schwierigkeit. 

Dass die Gleichung neunten Grades 

nicht weiter reducirt werden kann, wird das Folgende lehren, während 
zugleich der besondere Charakter der Gleichung neunten Grades her- 
vortritt. 



I 9i. Orappimng der Wurieln der 91eichuag neuDt«ii Grades gtigea 

eine derselbe B, 

Ich nehme jetzt eine der Lösungen des Problems als bekannt an 

und untersuche, wie die übrigen Lösungen zu dieser sich verhalten. 

Die bekannte L&sung sei durch die linearen Formen 1, i; gegeben; 



S', 1]' seien die entsprecheaden für eine andere L&aung. Man hat 
dann gleichzeitig 

(die Formen werden jetzt wieder mit den Argumenten x^, :r^ geschrie- 
ben gedacht). Eliminiren wir <p, indem wir diese Form als durch die 
erste Gleichung (l) definirt ansehen, so haben wir: 

(2) = 3 /■(£-£-) - (I'- n + n'-v'- ■ 

Es folgt hieraus, dass der lineare Factor £ — 1' auch' in t]^ — V*> 
also in einem der Factoreu 

Tj-rf, ij - £ ij', ij - f * rf 
enthalten sein muss, wo c eine imaginäre dritte Wurzel aus (I) be> 
deutet. In welchem dieser drei Factoren man | — £' enthalten an- 
nimmt, ist gleichgiltig, vielmehr wird erst, wenn man darüber vor- 
^S^> V vollständig bestimmt, während sonst nur sein Cubua bestimmt 
ist. Sei also e eine der Grössen 1, t, e\ sei m eine Constante, und 

(3) l-l-mtS-l'). 

Man kann dann eine lineare Form e einfuhren, so dass 

(4) ^' = ^ + ' 

7} =eiri + mB). 

Setzt man diese Ausdrucke in (2) ein, so kann man durch e 
diridiren, und es bleibt die Gleichung: 

(5) 3/-=3(g«-m^*) + 3{|-»»»,;)^ + (l-m')f». 

Es ist nun m so zu bestimmen, dass dieser Gleichung durch 
eine lineare Form z genügt wird. Dazu ist nöthig, dass, wenn man 
die in e quadratische Gleichung (5) nach z aufl&st: 



(6) 



3 +2E-(6-m'i;) 
'2 1 - m» ' 



(7) g»=L_^'(/-_|3 + «,») + ^(|_„.,j)», 

g eine lineare Form, also der rechte Theil der Gleichung (7) ein 
vollständiges Quadrat werde. Die Grösse m muss also so bestimmt 
werden, dass die Discriminante des Ausdrucks rechts in (7) ver- 
schwinde. Da £* aus zwei Theileu besteht, deren zweiter ein Quadrat 
ist, so zerfällt diese Discriminante in zwei Glieder: 

i;,.,cd,Google 
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wo ly die Invariante der Form f— 6* + m q*, D" die simultane dieser 
Form und der Form (£ — m^jj)' ist. Bezeiclinet man durch K,L,M 
die drei Ausdrücke 

(8) A' = {ae)*, L = {ai)iari), Jf=(aij)S 

so wird 

ly = D -2 (K - mM) - '2m{iT})^ 
D"= K-2m* L + m*M+m{\-m!') (|ij)ä. 
Uebergeht man also den überflflssigea Factor 1 — in', so wird die 

Gleichung,' welche znr Bestimmung von m fahrt: 

(9) 0=\zJt [D-2K+2mM~\m (gi))»] +i(2C-2Ln«'+Jlf»H*). 

Sie ist vom vierten Grade; aber jedem m entsprechen nach (6) 
zwei verschiedene z, und also auch nach (4) zwei verschiedene g. Man 
findet also wirklich zu jeder gegebenen L5sung acht andere, so dass 
im Ganzen neun Lösungen existiren müssen ; sodaun aber ergeben die 
obigen Betrachtungen den Satz: 

In Bezug auf jede Lösung der Gleichung neun- 
ten Grades grnppiren sich die Übrigen in vier Paare, 
welche mittelst einer biquadratiscben Gleichung 
aus derselben gefunden werden. 
Aber auch diese biquadrutische Gleichung hat noch eine specielle 
Eigenschaft. Ordnet man (9) nach Potenzen von w, so erhält man: 

[(|ij)*-Jtf]m* + 4(ü:-:|)m»-6L»i» 

+ A[M-\{lnf\m + {2D-K) = 0; 
daher ist die erste Invariante der Gleichung: 

= ZD{lif-&{KM-D). 
Es ist aber 

2 ( A' M-L^ = {a if (h TiY - 2 {a I) (n .j) . {b |) (h ^) + {b £)* {a ^)* 
= \{ai){br,)-{bi)(ari)\^ 

daher i = 0. 

Die erste Invariante der Gleichung (9) ver- 
schwindet. 
Wendet man nun auf eine Gleichung 

am* + 4bm> + Gcm- + 4(lm + e=0 
die lineare Substitution i n ^ .GoOqIc 
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(10) am = -&-ff 

an, so geht dieselbe in die Form 

(llj a* + Gaa- + 4ßa + y=-() 

über; <la ober 1 = 0, so wird 

(12) y = -3««, 

und die Werthe von n, ß sind: 

^ •* ß = dabc-da'~2h\ 

Im vorliegenden Falle wird die lineare Substitution (10): 

(14) 2j*^-° 

und die Coefficienten der transforniirten Gleichung sind: 

« = -iM,)'-Jf]-(i:_fY 

(15) 

>=-3L|({,)'-jr|(jir-|)-[iif-i(|.i)-][(ltf-Jifp 



K-f)*- 



Diese Coefficienten lassen sich durch die simnl- 
tauen Invarianten von f uad tp allein ausdrücken. 
Wenn mau nümlich in dem Ausdrucke 

/■•{Si)' = «-'(£i)' = ß«Bi-(»>))y' 

die Ausdrücke (8) einiilbrt, so hat man 

(16) f.{Ur = ^n^-^L%7i-\-Mri'; 

daher auch 

Bildet man nun an diesen Darstellungen die Covarianteu und 
Invarianten von f und tp, so hat mau zunächst wieder die schon oben 
abgeleitete Gleichung 

(18J D.{Uf=2{KM-L*), 

sodann aber 

oder wenn man (18) benutzt und dann durch (li;)^ dividirt: 

(19) 2p = {2D-E)l + Myi; .^ , 

CUbith, Theorie der blmren elgebr. Foiman. li qit-'Od K^^OOglC 
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daher aacb. 

(20) 4F=K{2D-X)' + 2LM(2D-K) + M' 

= K' + M'-2KLM+4DiML-K') + iB<K. 
Für A hat man die Formel: 

|3Jlf-({,)' -2L ,' I 
2A{i^)>-\-2L K -Sij , 

\k (!,)■ i' I 

also, TrenB man statt ij*, — |i), I* die Coefficienten von /.(|)))' 
einsetzt : 

|3J!f-(5»j)» -2L Jtf I 
2^(6)?)*= -2 L Z -X . 

i-fi" CI»?)* -ff I 

Man Tereinfacbt diesen Ausdruck, indem mau die letzte Vertikol- 
reibe von der ersten abzieht; es wird dann mit Hilfe von (18) der 
Ansdruck durch (£i])' theilbar, und man erhält: 

(21) 2E=-K* + i Jf + KD-L (lij)*. 

Zur Darstellung von a genügt diese Gleichung und (18), denn 
es wird aus (15); 

(22) o = 2£-^. 

Um ß zu bilden, muss man auch noch den Ausdruck von R 
kennen. Diese Invariante entsteht, wenn man in A statt i]*, — |i], |^ 
die Coe^cienten von A selbst einführt, und man hat dann: 

\aM-{iny -2i GKM-2E{tTiy-8L'\ 

8 R . i^r,Y = \~2L K 2KL-\^^M{ift)* - {UY ■ 

Diese Gleichung wird durch tXff)* theilbor, wenn man die erste 
Tertikaireihe mit 2K, die zweite mit 2 L multiplicirt nur dritten 
oddirt, und man findet dann 

|3Jlf-(6ii)" -2i 6X1— 4X1 

(23) 8ii= -2i K 3;if-(Sii)' 

\k «,)• -2L I 

-^K' + iI^-l2ELM-liDK' 

+ (|i|)' 1 12Zi-I2BL-9JM"M + 6ilf(6,)'_(Si,)'. 

Aus diesem und den früheren Ausdrücken setzt sich nun ß zn- 
sonunen mittelst der Formel 

(24) ß = bDE-2It-iF+^, 

nnd die Gleichung vierten Grades (11) wird aleo: 

i;q.i..cdi,Gooi^le 
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(25) a* + 6(2E~'^^ii^ + 4(bDE-2R~4F + ^'ja 
-3(2J.-f)- = 0. 

i 66. Die SjBtem« co^Jn^tor Lfigangeii. 

Die im Vorigen augestellten Betrachtungen zei)3ren, dnsa zwiscben 
den LSsungen der Gleichung neunten Grades gewisse Beziehungen 
bestehen, velche den Charakter der Gleichung als einen speciellen 
erkennen lassen. 

Zu jeder der neun Lösungen ordnen sich die übrigen paarweise. 
Ein solches Paar mit der ersten Lösung zusammen heisse ein System 
conjugirter Lösungeu. Ea lüsst sich zeigen, dass die Zusammen- 
gehörigkeit dreier einem solchen System angehöriger Lösungen 
I, i', %" nicht aufgehoben wird, weuu man von einer zweiten unter 
ihnen ausgeht; in Bezug auf diese ordnen sich die acht anderen 
Wurzeln nun abermals in Paare, und wiederum besteht ein Paar aus 
den anderen dem conjagirten System angehörigen Lösungen. Gehört 
also zu I das Paar £', |", so gehört auch zu |' das Paar %", | und 
zu 6" das Paar %, %'. 

Die Lösungen eiues zu |, i] gehörigen Paares sind nämlich nach 
den Formeln (4) des vorigen Paragraphen bestimmt durch die An- 
nahme, dass sie mit %, n durch Formeln folgender Art zusammenhängen: 

1?' = e (]) + me) ti" = gj (j; + ms^. 
Diesen Formeln aber kann man auch die Gestalt geben: 



(2) 






oder: 






(3) 


i=r-», 


r-r+(»-»,) 



Alle diese Formeln haben ganz denselben Charakter. Man schliesst 
daraus also erstlich den Satz: 

Bilden die Lösungen |', |" ein zu | gehöriges 
Paar, so bilden auch g, |" ein zu |' gehöriges, und 
£, I' ein zu |" gehöriges. 
Dabei geht, wenn man von 4' oder |" statt von | ausgeht, 
m über in me bez. me^ 

g, j9, über in —s, ^j— r bez. —«i, « — «,. 

I ,1 ^eGoot^lc 



244 Fünfter Abschnitt Simultane 

Die GrSsse m' ändert sich also gar nicht. — Durch den obigen 
Satz ist der Begriff eines Systems conjugirter Lösungen festgestellt 
Es ist nun weiter leicht zu zeigen, dass auch die zu m, |, ij 
gehörige Wurzel ö der biquadratischen Gleichung (25) fttr drei con- 
jugirte Lösungen denselben Werth hat. Nach der Formel (14) des 
Torigen Paragraphen mQssen dann gleichzeitig, wenn K', M', K", M" 
aus K, M hervorgehen, indem man |', tj' oder |", i}" an Stelle von 
I, n setzt, die Gleichungen stattfinden: 

(4, ?-^- Iz-:' h^zl 

"-{ür-M' ""^(r,y-jif' '''-{Viy-M- 

Da die dritte Gleichung zu der ersten genau in derselben Be- 
ziehung steht wie die zweite, sogenUgtes, das gleichzeitige Bestehen 
der ersten und zweiten nachzuweisen. Nun war nach Formel (5) des 
vorigen Paragraphen: 

(5) 3/-=3(|«-m.?^) + 3(|-«i»^)^ + (l-m»)^. 

Nun geht gleichzeitig | in |', i] in ■>{, m in me, e in —e Ober; daher 
wird auch 

(6) 3/-=3(r*-cm.?'*)-3(r-e-»t^')^ + (l-m')«*. 

Setzt man in (5) fttr «„ x^ die Grössen g^, — |, oder ijj, — »j„ 
in (6) l'j, — I',, oder ij',, — ij', ein, so erhält man die vier Gleichnngen: 

3ä: =- 5m{ir,y - 3«i»(l»)) iU) +(!-'«»)««)* 
3Jf= 3(6i))^ + 3(Si,) (^^) +(!-«')(£,)» 

3E-^^5em (1' V)* + 3e' m» «' i?') (gV) + (!-»»') (2'^)' 
3Jlf= 3 (r >)')'- 3(rJl')C«i3'} + (l-»»»)C*i)'>'. 

Es folgt daraus: 

K-x- _-»,[(!,)»-« ({• vn - >»' [(Si) (I«) + ^(i'v-) (f')] 
+i^[(6»)'-(r.)>i 

Nun ist aber wegen (1): 

(!«)■- er»)' =«+r,«)(i-E',«)=o 

(«11)" - e (»,-)'=(», , + ifvl C«, 1 - «"l') = », 
UDd daher 

(i- - A") - »1 (Jlf- e Jf ) = - 2 m Kl,)' - e Cri')"] 

+ m (?.()(«, Ol i-il) + l»e(E'il')(»,eoiS'pBT. , 
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Setzt man nun 1'— | für e, und bemerkt, dass 
em^'—Tj' = e(m^ — r}), 
so nimmt diese Gleichung auch die Form an: 

(K-K-)-m(M~eir) = -'2m\\ir}y-ea-riy'\ 

oder man hat 

m ! anf -M\ + K=em\ (1' i)T - M' \ + K\ 

Dies ist aber die Gleichheit der Ausdrticke, welche in (4) gleich 
-=■ — ff werden : die beiden ersten Gleichungen (4) bestehe« also zu- 
sammen, was zu beweisen war. 

Man kann hieran folgende Betrachtungen knüpfen. Da einer 
Lösung gegenüber die acht anderen sich in vier völlig bestimmte 
Paare sondern, so folgt, dass, wenn von einem solchen Paare eine 
Lösung gewühlt ist, die andere eindeutig bestimmt ist. Mit andern 
Worten, um ein System conjugirter Lösungen zu bilden, kann man 
zwei Lösungen beliebig wählen, die dritte aber ist dann eindeutig 
bestimmt. Es können also niemals zwei Systeme, conjugirter Lösun- 
gen mehr als eine Lösung gemein haben. 

Jede Lösung gehört vier Systemen an; aber umgekehrt umfosst 
jedes System drei Lösungen. Die Gesammtzahl aller Systeme erhillt 
man also, wenn man die Zahl aller Combinationen der nenn Lösungen 
zu zweien bildet, wobei denn aber jedes System dreimal vorkommt, 
so dass das Resultat durch 3 zu dividiren ist. 

Es giebt also i7-~3 = 12 Systeme conjugirter Lö- 
sungen. 
Bezeichnet man nun die nenn Lösungen durch die Zahlen l,bis 
9, und sind etwa 1 , 2, 3 conjugirt, so gehört 1 noch drei anderen 
Systemen conjugirter Lösungen an, ebenso 2 und 3, und alle diese 
Systeme sind verschieden. Es giebt also im Ganzen zehn Systeme, 
in denen eine der Lösungen 1, 2, 3 vorkommt; daher giebt es noth- 
wendig noch zwei Systeme, in denen keine derselben auftritt. Sei 
ein solches 4, ö, 6. Jede der Lösungen 4, 5, 6 kommt schon in 
dreien der zehn ersten Systeme vor, nämlich mit 1, 2 oder 3 com- 
binirt. Daher giebt es nun auch kein weiteres System, welchem 4, 
5 oder 6 angehören kannte. Die Lösungen 1, 2, 3, 4, 5, 6 kommen 
also nur in 11 Systemen vor. Das zwölfte System muss daher aus 
den Lösungen 7, 8, 9 gebildet werden. Man sieht so, dass die 
neun Lösungen in drei Systeme von conjugirten, zerlegt 

,1 .1 CiOtHi^le 
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werden b&niten; es entateht die Fr^e, auf wie viele Ärteu dies 
möglich ist. 

Wenn wir das System 1, 2, 3 heraashoben, so bildeten die flbrigea 
sechs Lösungen zwei Tollkommen bestimmte Systeme; sie können 
nicht noch auf eine zweite^ Art in zwei Systeme zerlegbar sein, 
ohne daas eines der neuen Systeme zwei Lösungen mit einem der 
vorigen gemein hätte, was unmöglich ist. Gehen wir daher der 
Reihe nach von den vier Systemen ans, welche die L&snng 1 ent- 
halten, so ergänzen sich dieselben jedesmal auf eindeutige Weise 
durch zwei andere Systeme zu der vollen Zahl aller Lösungen. Hier- 
aus folgt: 

Die neun Lösungen sind auf vier verschiedene 
Arten in drei Systeme conjugirter Lösungen zer- 
legbar. 

Da oben die vier Systeme, in denen eine bestimmte Lösung auf- 
trat, von der biquadratischen Gleichung (35) § 64. abhängig waren, 
so folgt, das3 von dieser Gleichung auch die vier Zerlegungen der 
neun Lösungen in Systeme abhängen müssen. Dies ist der innere 
Grund, weshalb die biquadratische Gleichung eine von der Ausgangs- 
lösuug völlig unabhängige Form annehmen konnte. Zugleich aber 
zeigt sich, dass diese Gleichung die Grundlage fQr dip Auflösung der 
Gleichung neunten Grades bilden muss. Und zwar sind ausser der- 
selben nur cubische Gleichungen erforderlich; denn wenn durch eine 
Wurzel der biquadratischen Gleichung eine Zerleguugsart gegeben ist, 
so muss man die drei in ihr auftretenden Systeme durch eine cubische 
Gleichung finden können, und ebenso die einzelnen Lösungen jedes 
Systems. Um die Gleichung neunten Grades zu lösen, braucht man 
also eine Wurzel der biquadratischen Gleichung, sodann die Lösung 
der cubischen Gleichung, von welcher die drei entsprechenden Systeme 
abhängen; endlich aber nur zwei der cubischen Gleichungen, von 
denen die Lösungen der drei Systeme abhängen; da jede dem ersten 
System angehörige Lösung mit jeder dem zweiten angehörigen ein 
System bestimmt, dem nur eine bestimmte Lösung des dritten 
angehört, so sind die Lösungen des dritten Systems durch die Lö- 
sungen der beiden ersten bereits von einander getrennt und auf lineare 
Bestimmungen zurückgeführt. 

Diese Gleichung neunten Grades ist eine Hesse'sche, indem sie 
diejenigen besonderen Eigenschaften besitzt, welche, wie Hr. Hesse 
gezeigt hat, einer Ciasse algebraisch auflösbarer Gleichungen neunten 
Grades zukommen.* 



1 Crell»« Journal, Bd. 3(. ^ 
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Ea wird jetzt, um die Lösungen der Gleichung neunten Grades 
in nnserem Falle zu finden, nothwendig, auf die Bildung der Systeme 
conjngirter L&sungea einsugehen. 

Die Gleichnng (3) des § 64. lässt sich auch erfallen, indem man 
eine lineare Form t einführt, so dass 

Die Gleichungen (1) des gegenwärtigen Paragraphen liefern dann 
fOr die zu beiden conjugirte LSsimg die Beziehung 

(8) r," = e,ma"+i)- 

Es bestehen also für drei conjugirte Lösungen die identischen 
Gleichungen [§64. (1)]: 

Mit anderen Worten, die für | cubiscbe Gleichnng 
(10) 2ip = Sn-i' + m'a+ty 

muss drei in den x rationale Lösungen i, |', g" haben. 

Durch diese Bedingung ist, wie sich zeigen wird, sowohl m als 
V bestimmt. 

Da aus (10) ßlr die Summe der conjagirten Formen g, g', ^" die 
Formel 

(11) i+i-+r=^> 

hwTorgeht, so kann man den Äusdrficken g, |', |" die Gestalt geben : 

t ^ fn'^t + ti + v 
* 1 — m» " 

_ m' t + xn + x' V 
1 — m' 



(12) r = 



^ 1-»V" ' 

wo X eine imaginäre dritte Wurzel der Einheit, n, v lineare Formen 
bedeuten. Die sngehörigen i; werden dann nach (7), (8): 

C13, ,.=e„'+4t±i^ 
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Führt mau Hie ÄusdrDcke (12) aber in die Gleichungen (9) ein, 
80 Dehmen dieselben die Gestalt an: 

A + B(_f^ + v'i =0 

^ + B(xV + xf) = 0, 
und zerfallen also iu die Gleichungen 

^ = 0, B = 0, 
oder, indem mau die Ausdrucke für A und B einführt, in die buden 
Gleichungen : 

Diese beiden Gleichungen, welche für alle Werthe der x bestehen 
müssen, liefern durch Vergleichung der beiderseitigen CoefBcienten 
sieben Gleichungen, und genügen zur Bestimmung der sieben unbe- 
kannten Grössen, nUmlich der Grösse m und der Goefficienteu der 
linearen Formen t, (i, v. 

Die Grössen m, t, fi, v entsprechen nach (12), (13) einem Systeme 
conjugirter |, t]. Das in den Gleichungen (14) enthaltene Problem 
nimmt also in Bezug auf die Systeme dieselbe Stelle ein, wie das 
ursprüngliche Problem in Bezug auf die neun einzelnen Lö-, 
sungen |. 

§ SO. LSflung der GleicbuiK nennten Orades. 

Wenn man in der zweiten Gleichung (14) an Stelle von x^, x^ 
die Gröasenpaare (tj, — (ij; v^, — v,; ^i, — ^ treten lässt, so erhält 
man die folgenden drei Gleichungen, welche jene Gleichung y&llig 
ersetzen : 

m" (t nY + (1 — m') (d nf = 
(I) m'{tvy+(l-m^)(avy=0 

(tn)(tv}-(l-m<')(aty =0. 
Aus den ersten beiden ergiebt sich sofort die Gleichung, welche 
nur die Verhältnisse der t, der ft und der v enthält; 

oder, mit Auslassung des Factors (y(i): 

Wenn man die Gleichungen (14) nach f und ip auflöst: 
,,, il-n,')r=f.v-m>f 
^ •' 2(1 — m'^y(f'=m^{l-im^)f'-ft'' — v' +Sm'iivt^ 
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SO kann man den Inhalt der zweiten Gleichung nun auf folgende vier 
Gleichungen »wischen Gonstanten zurückfuhren. Wir setzen erstlich 
an Stelle von x,, x^ der Reihe nach die Grösaenpaare (j, — (jj (t,, —(*,; 
Vf, — Vj, und erhalten: 

(4) 2Cl-m»J'(«(tr = '»Ml-4t«')(ip)'-Cf^)' . 

2(1- m»j- (« I')» = »1^1 - 4 w(») itv}» - (ft v)*. 

Sodann wenden wir auf die zweite Gleichung (S) hintereinander 

die Proeease 



an und .ersetzen dann die x durch t^, —t,, die y durch fi^, —(i,, die 
z durch v^, — v,. Es ergiebt sich die vierte Gleichung: 

(5) («/)(«^)(«t.}^0. 

Diese Gleichung giebt den Gleichungen (4) gegenüber nichts 
Neues; denn wegen der Identität 

ist auch identisch 

f itivy + (i' (vt)> + v' (1(1/ = tifi.vi ((IV) ivt) itv), 

und mon ftthrt (5) auf (4) zurück, indem man diese Gleichung dreimal 
über ^p schiebt. Daher ist es nothwendig, noch andere Combiuationen 
zu bilden. Wenn man die liukeu und rechten Theile der Gleichungen (3) 
zweimal über eiuander schiebt, so hat man: 

2(1- m"/^ = M» (1-5 ff»*, t (tfi) (tv) 

oder, wenn wir 3;, = i,, 1, = — (, setzen: 

2(\-m'yipt) = m'\i,itf + (vtyi, 
und endlich, mit Anwendung der ersten Gleichung (4): 

(6) (l_»,>)(p() =-«.■{«<)■■ 

Eine andere Combinstion, welche benutzt werden wird, entsteht, 
indem man in der ersten Gleichung (3) 4Je x durch a^, — a, ersetzt. 
Dann ergiebt sich: '' 

(7) (l-»>)D = (art(««)-».'(o()'. 

Nun nehmen die Gleichungen § 65. (4), welche den Zusammen- 
hang von m mit a angeben, indem man darin statt der |, 1] die 
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AasdrOcke (12), (13) des vorigen Paragrapbeii einführt, folgende Ge- 
stalt an: 

m' I (<C) + ('■■) I' - »•• I C"«) + (OC) + C«") I' 

«.• I « t'c) + «' «•■) r - «■■ I («0 + « (ort + »' («») )■ 

= (i-'»v(|-«)-l'»'C»<j + »(«rt + «'(»•') I' 

»i'|x'(f(.) + K((»)|'-m>| («() + «' (■■(•) + »Co»)!' 
= (1- t«>)'(:S._„)_ Im« (a(^.,.(a^, + ,(„„)].. 

Diese Gleichungeu kann man wegea der Eigenschaften der dritten 
Wurzeln der Einheit in die Form bringen; 

u+ r+ w=o 
u+x r+ii'w=o 
n+n'r+x w=o, 

nud es folgt dnun 

ü-0, F-0, W=0. 

Die beiden letzten dieser Gleichungen sind nichts anderes als die 
beiden ersten Gleichungen (1); die erste aber giebt: 

2 ti^ (,t(t) (tv) - n^ {l~ m') Cat)^ + 2 {1 — m') (a/i) {av) 
-(1-»V(^-,), 

oder, wenn man (7) und die letzte Gleichung (1) benutzt, und durch 
1 — m* divitlirt: 

(8) = 3m>(ai)' + (l-'»')(^+o). 

Eliminirt man aber m ans dieser Gleichnng und der Gleichung (6), 
so findet man: 

(9) 3(o<)'(P')-(^+«)("0' = 0- 

Diese Gleichung enthält keine andere Unbe- 
kannte mehr, als das Verhältniss ii'-tt, nnd dient 
also zu dessen Bestimmung, sobald a gefunden ist. 
Den Tier Wurzeln ff der biquadratischen Gleich- 
UAg §64. (25) ent^rechen also vier cubische Gleich- 
ungen (9), welche die drei einÄ solchen Wurzel zn - 
geordneten Systeme conjugirter Ldsungen liefern. 
Die Auflösung der Gleichung nennten Oradea ist hierdurch in 
ihren QrundzCIgen bereite gegeben. Aber die oben ^twickjelten 
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Formeln gestatten es, den weitern Verlauf der Anflösnng za ver- 
folgen. 

Wir können zunächst auch die Verhältnisse ^, : ^ und v, : v^ auf 
eine einfache und merkwBrdige Weise bestimmen. Sie erfolgt aus den 
Gleichnngen (2) und (5). Die erstere kann man in die beiden 
Gbeichungen auflösen: 

(nOCari + s'Cl')»» 
(o()(ov)-»{(v)=0, 

in welchen o eine uobestinimte Grösse ist. Demnach liaon man 
setzen : 

^ ■' |., = !;|o,(o<) + c»(,| », = *|o,(o()-.o<,|, 

wo auch ff, h unbestimmte Gri}ssen sind, welche auf die Verhältnisse 
Itjtfi^, V, : v^ keinen Einäuss haben. Fohrt man aber diese Ausdrflcke 
der fi, V in (5) ein, so erhält man: 

(U) = (uo) (ab) (at) (bl) («()- "»' («')'■ 

Nach einer oft angewandten Identität ist aber 

(»»)(«S)Ca()(6()(«0=-2-i ('">)'(")• + («')'(«')' -("^'(«O'l 

= (p()C«')'-f {«')', 
und die Gleichung (11) geht daher in 

aber, oder mit Rücksicht auf (9) in: 

(12) «= = 1. 

Daher sind jetst die Verhältnisse der (t, v durch folgende ein- 
fache Gleichungen bestammt: 



(13) 



(•.=»{«.(«') +<,^l-{ <',=*j«,(»l)-',//l-j- 

Man erhält demnach sämmtliche nenn Lösungen 
i des ursprünglichen Problems, wenn man von einer 
bestimmten Wurzel ff der biquadratischen Gleich- 
ung ausgeht, und zunächst durch Lösung der 
cnbi sehen Gleichung (9) die der Wurzel ff ent- 
sprechende Zerlegung der neun Lösungen in drei 
Systeme conjugirter LSanngen ausführt. Sind t,, 
T, irgend welche Werthe für t,, t^, welche de*,-. 
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Gleichang (9) genügen, also eines jener drei Systeme 
bestimmen, so k&nu man 

(14) ^=^pr„ t^=ffT, 

setzen, und die drei Lösungen des Systems werden 
dann: 



yir'+(xff-x'h)y^ \t+ (xg+x'h) a^ 



(ar) 



\m' + (x^g-xh}j/^\t + {x*g + xh)a.(ax) 
i"^(, 1^__ . 

■ Es bleiben nur noch die Constantea p, g, h zu bestimmen. Zu 

diesem Zwecke hat man zunüchst die Gleichungen, welche aus (1) 
hervorgehen, wenn man darin die Werthe (13), (14) der (i, t-, t 
einfahrt. 

Ich werde im Folgenden durch den oberen Index Null immer 

andeuten, dass in einer Form x^=z^, a:g = — t, gesetzt werde. Es 
i»t dann 

(«S)C<.0 ('')(") = * C«6)'C")' = 4i'/'- 

Dafaer 

C'c) =-se'f° 

((V) ■ =-hi,T 

(»rt' =''<'' (2 "'""5")'" 
(16) c«-)' -*'<■' (I + t)'" 

und die GleichuDgen (I) verwandeln sich also in folgende: 
^,^j «»p'./'+(l-«.',(f + |) = 

gh^Kf^-{l-m») =0. 

Diese Gleichungen drücken den Inhalt der ersten Gleichung (3) 
nunmehr vollständig aus. Um auch den luhalt der zweiten Gleichung (3) 
vollständig auszudrDcken , fahre ich in diese Gleichung die Veränder- 
lichen t und ~ I 

.,ooglc 
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ein. Alsdann wird (f/) = (o(j*= p*/^, und also: 

(18)p"/"9> = ("0'8'-3("')'('»O-t"' + 3(«0("0"-t»'-(«£)'''- 
Es handelt sich zunächst um die Bestimtnung der Constsnteu der 
rechten Seite. Nun ist ohne Weiteres; 

Dagegen wird: 

(«g)*«, = (aa)Cc6)(aOC60«- 

=p.(at)*--^.Catya,; 
daher: 

(20) fl 

(«t,« =(j)j)(i()-(»<)'-5(«o'(«")(»ii 
-<.■(-«« /»+!»•). 

Die Gleichung (3) 

+ 3«.» (({•-(•!-) 
zerfallt also mit Benutzung von (18), (19), (20) in die folgenden vier: 

(21) 6Cl-'»'/(l'/'-f9") = -<'r"»&' + »') 

-/"»■[f«'-»')-f ^+<»'«i/»]. 

Von diesen Gleichungen giebt-die dritte nichts Neues; denn mit 
der ersten combinirt, liefert sie nur die Gleichung (9), welche als 
erftÜlt gilt. Die Übrigen Gleichungen (21) kann man als Gleichnngen 
ersten Grades fOr g', h*, gh betrachten, and indem man nach diesen 
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Grössen auflöst, erhält man ^, h^, gh anogedrSckt durch g QBd m^, 
und also, wenn man g und in' als bekannt vorauaaetzt, g und h durch 
Cubikwurzeln , doch so, dass das Product beider gegeben, die Wahl 
der Cubiknnrzeln also beschränkt ist. 

Schreibt man die so aufgelösten Gleichungen: 
g^ = 0, h» = H, gh = K, 
wo G, H, K Functionen von m^ und q sind, so folgt daraus mit 
RDeksicht auf (17): 

In diesen Gleichungen kann man nun vermöge d^ ersten 
Gleichung (17) nt* durch q* aosdrficken, und bat dann zwei Gleich- 
ungen vor sich, welche nur die Unbekannte q enthalten, und welche 
hinreichen, um dieselbe eindeutig durch bekannte Grössen auszu- 
drfickenj womit denn zugleich n>', sowie ^, A' und ^A durch bekannt« 
Grössen ausgedrückt gegeben sind,* 

Das Ausziehen der bei g oder h erforderlichen Cubikwurzel ent- 
spricht der Trennung der drei Lösungen (15), welche einem und dem- 
selben Systeme conjugirter Lösungen angehören. 



• Man findet: 

ih o. a; 0. geieigt habe. 
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Endlichkeit der Fonnenaysteme. 



1 67. Sata Aber die Zerlegung Jeder Coruiuite einer Form In iwel Tbelle 
Ton bestlmintem Charakter.* 

Schon im Tierteu Abschnitt wurde nachgewiesen, dass die Anzahl 
der CoTarianten und InrarianteD eines vollst^digen Systems bei einer 
Form f von zweiter, dritter oder vierter Ordnung eine endliche sei. 
Dasselbe soll im Folgenden fOr eine Form von beliebig hoher Ordnong 
bewiesen werden. * 

Denken wir nns, wie immer, die Formen der verschiedenen 
Ordnungen successive behandelt, also die Theorie der Formen bis 
«ur (n— 1)*" Ordnung einschliesslich gegeben, ehe die Theorie der 
Formen n*" Ordnung begonnen wird, so zeichnen sich von vornherein 
anter den Covarianten einer Form »'" Ordnnng diejenigen aus, welche 
wir schon bei Formen von niedrigerem Grade kennen gelernt haben. 
Sei M irgend eine Covariante oder Invariant? einer Form (n— 1)*" 
Ordnung, und seien a, h, c. .. m die in ihrem symbolischen Ausdrucke 
auftretenden Symbole. Der Ausdruck 

ist dann die allgemeine Gestalt der oben erwähnten Covarianten, eine 
Covariante einer Form n*"' Ordnung, welche schon bei niederen 
Formen aufgetreten ist. Für diese Covarianten ist es charakteristisch, 
dass jedes in ihnen auftretende Symbol durch wenigstens einen linearen 
symbolischen Factor vertreten ist. Umgekehrt kann offenbar jede 
Covariante, bei welcher jedes Symbol durch einen linearen Factor 



* Die hier folgenden Dntenncbungea schliewen aich an die Abhandlung von 
Eerm Qordan im iweiten Bande der mathem. Annalen an. Der. Säte, dass jede 
Form ein endliches Tollet&ndige« System von Invarianten und Covarianten besitze, 
wnrde von demselben zaerat in Borchardt's Journal, Bd. 69. gegeben, nachdem 
Br. Cayle; im lU. Bande der Pbilosophical TTansactdonB zum entgegengeeetsten 
It«Baltate gekommen war. , 

Ic 
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vertreten ist, anf eine schon bei niederer Ordnung auftretende Cova- 
riaate zuröckgefUhrt werden. 

Wenn wir voraussetzen, dass man alle Covariaaten und Invarianten 
einer Form (n— 1)'" Ordnung durch ein endliches System von In- 
variauten und Covarianten ganz und rational ausdrücken kann, so 
folgt, dass die erwähnte Classe von Covarianten einer Form n*" Ord- 
nung dieselbe Eigenschaft besitzt, dass also alle diese aus der nüchst- 
vorhergehenden Ordnung herU hergenommenen Formen sich durch eine 
endliche Anzahl von Covarianteii und Invarianten der Form n*" Ord- 
nung ganz und rational ausdrucken lassen.* 

Der Beweis für die Endlichkeit des Formensystems i^r eine Form 
n'" Ordnung wird nun so gefohrt, dass man der soeben besprochenen 

* Dabei ist nicht ausgeBchloBBeD , dass bicbt einige CovarianteD der Form n^' 
Ordnung, welche Bcbon bei denPormen(n—l)>»'Ordnungft«ftrateD und dort dem voll- 
st&DdigeD Systeme angehOrteo, bei den Formen n*" Ordnung durch neue Formen 
ausdräckbar icin können und deswegen aus dem kleinsten TDllatündigen Systeme 
der Form n*" Ordnung herausgehen. Ein bemerkenawcrthes Beiapiel hietet die 
bei den cubischen Formen auftretende Invariante 

Ji = (o6)'(C(D'(ac)(&<i). , 

Ans dieser entspringt bei den Formen vierter Ordnung die Bildung 
S = (abyi.ed)'{ac) (6<J) . Or W tx Ar, 
welche mit Hilfe der neoen Formen i, 3 eerlegbar ist. Benutzt man nümlich die 
Identität: 

R=(flVi'(cSi'{ae)biCi,d.\{ad\bx--lflh)d,\ 
- (oft)' (c*» (ac) (o d) 6,' c* d, - (a (,)' (crf)' (a c) 6, c, dxV 
Vertauschen wir im Eweiten Theile diesen Ausdruck a und b, so kOnnen wir 
für denselben setzen: 

^ (a 6)> (c df c, d,« ( (o c) hx - (h c) a, t =. i {« 6)^ <<: d)' c,' d? = \ i H; 
aus dem ersten Theile von R aber erhalten wir durch Anwendung der Identität III. 

ü = (a 6)* [a c)' (c rf)' &*• dx' - 1 1!. 
Vertauscht man nun in der Identität (2) g 40. x mit y, setzt Ci,^o, an Stelle 
von j/i, y, und multiplicirt mit (cd)'di', so ergiebt sich 

{a (.)• <a c)' (c df 6,' d^* = {Hc)* (e d)' Hx* A.' + -j (c dj' Cx» .J^', 
oder nach derselben Identität, indem man a, b durch d, e, die y durch J/*, — if, 
ersetzt und mit Si* multiplicirt: 

= iJf+iiH «41. (3).] 

ind daher endlich; 

i:q,t7ediyCOOt^lC 
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Glosse von Covarianten (sie mögen A,, A,... A^ sein) eine zweite 
ebenfalls endliche Gruppe von Covarianten (7,, C,... C« and Invarianten 
' D,, D^... Dt gegenüberstellt, und zeigt, dass alle aus /* entspringenden 
Bildungen auf Ueberschiebungen von Producten der A über Prodncte 
der C und auf die D zurflckgefGhrt werden kennen; nnd man beweist 
ausserdem, ühnlich, wie es im vorigen Abschnitt bei der entsprechenden 
Gelegenheit geschah, doss die Anzahl der so entstehendeu Neubildungen 
endlich sei. Als eine fUr den Gong des Beweises unwesentliche, aber 
fßr die Anwendung auf wirkliebe Bildung von Formen um so wesent- 
lichere Modification tritt dabei die Bemerkung ein, dass man an Stelle 
der von den Formen (n — 1)*^' Ordnung beruh ergenommenen Bildungen 
A, wenn (n — 1) nicht durch 4 tbeilbar ist, diejenigen setzen kann, 
die schon bei der näcbstniedrigen durch 4 tbeilbaren Ordnung auftreten. 

Das System der C und D ist nichts anderes als das Formen- 
system derjenigen Bildungen zweiten Grades {ah)'-a^'~^bi''~^, deren 
Ordnung niedriger als n ist, und deren simultanes Formensystem 
daher der Voraussetzung nach ein endliches ist. Nur bei den Formen, 
deren Grad » durch 4 tbeilbar ist, existirt eine Form zweiten Grades, 
deren Ordnung gleich n ist, nnd dieser Fall erfordert noch beson- 
dere Betrachtungen. 

Da die genannten Formen zweiten Grades aber sämmtlich den 

symbolischen Factor («&)! haben, wo A^-s^, so wird die EinftÜirung 

des Systems der C und D durch den folgenden Satz vorbereitet, dessen 
Beweis der Gegenstand des nächsten Paragraphen ist: 

Jede Covariante oder Invariante einer Form f 
der m"" Ordnung kann in zwei Theile zerlegt werden, 
deren- einer eine schon bei den Formen (« — !)'•' 
Ordnung auftretende Bildung ist, und deren anderer 

den symbolischen Factor (ab)^ enthält, wo d > ö^. 

Da der erste dieser Theile nothwendig eine Covariante ist, ^o 
kann er bei Invarianten nicht auftreten; und für Invarianten insbesondere 
lautet der Satz also so: 

Jede Invariante einer Form «'" Ordnung kann 
so dargestellt werden, dass sie den symbolischen 

Factor (afi)* hat, wo A ^ w- 

Aber nicht nur i^r Invarianten ist jener erste Theil nothwendig 
Null, sondern auch für eine Classe von Covarianten. Derselbe lüsst 
sich nämlich, wie wir sehen werden, immer so wählen, dass einer 

Cliliieti, Thwr« d« bioinn klgeW. Fonqfli. 17 



258 Sechnter Abüclinitt. Endlichkeit 

der linearen symbolischen Factoren zu höherer als der -^*™ Potenz 
vorkommt. Die Ordoang dieses Terms ist also immer grösser als 
-n+x— 1, wo äc den Grad desselben in den Coefficienten von / be- 
deutet, oder, was dasselbe isi, die Anzahl der in ihm anftretenden 
Symbole. Dieser Term muss also fortfallen, sowie dieser Ungleichung 
nicht mehr genügt wird, also wenn die Ordnung der betrachteten 

Form gleich oder kleiner als.fj -|-x — 1 ist. Und es ergiebt sich also 

der Satz: 

Jede Covariante von f, deren Ordnung nicht 
um mehr als -ö — 1 grösser ist, als der Grad der- 
selben in den Coefficienten von f, kann aus Gliedern 
zusammengesetzt werden, deren jedes einen sym- 
bolischen Factor {ah)^ enthalt, vo k "'^ -^. 

i SA. Beweis der ZerleglMrkeit. 

Um die vorstehenden Sätze zu beweisen, bezeichne ich durch TT 
irgend eine gegebene Covariante oder Invariante der Form f, welche vom 
(m+l)'*" Grade in den Coefficienten sein mag. Nehmen wir an, der oben 
ausgesprochene Satz sei für Covarianten und Invarianten von tn*'" oder 
von niederem Grade bewiesen, wie er für den ersten Grad (/" selbst) 
evident ist. Ich werde zeigen, dass er dann auch für den (m-|-I)*™ 
Grad richtig ist, womit er denn allgemein bewiesen ist. 

Die Function TT entsteht nach § 31. als Aggregat von Ueber- 
schiebungeu der Form / über Covarianten des m*™ Grades. Von diesen 
nehmen wir den Satz als bewiesen an, und wollen ihn fUr TT selbst 
beweisen. Die verschiedenen Theile von TT entstehen also aus Ueber- 
schiebungen von f über Formen, welche theils bereits den Factor 

{ahy^ iX'^ -^\ enthalten, theils Covarianten sind, welche schon bei 

niederen Ordnungen auftraten. Was nun die erste Art von Uebor- 
schiebungen betrifft, so verlieren sie den symbolischen Factor {ab)^ 
nicht, haben also schon die in dem Satze verlangte Form. Es handelt 
sich also nur noch um die zweite Art, aIso*um Ueberschiebungen von 
/"über Covarianten, welche schon bei früheren Ordnungen auftreten, 
und von diesen ist zu zeigen, dass sie immer die im Satze angegebene 
Form annehmen können. 
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Aber wie schon oben angedeutet, kann man zeigen, dass der 
r^harakter dieser Covariitnten noch mehr beschi^nlct werden kann ; 
dahin nämlich, dass man annimmt, dieselben enthalten nicht nur 
jedem ihrer Symbole entsprechend einen linearen Factor, sondern 
jedes Glied derselben enthalte auch mindestens einen derselben zu 

einer höheren als der -^*"' Potenz. Covarianten, welche dieser Be- 
dingung Genüge leisten, und welche vom A'*" Grade in den Coefficienten 
von f sind, mögen durch £ Wh bezeichnet werden, wo wir uns unter 
jedem einzelnen Wh ein der Bedingung genügendes symbolisches 
Product denken. Wir setzen also voraus, daas bis zum t»'™ Grade 
in den Coefficienten inclusive alle Co Varianten (bez. Invarianten) die Form 

£m+(oi)'Ä (*>2-) 

haben, und wollen zeigen, dass dann auch 

n=ZtK„+, + (a6)'lf.+,, 

Nach dem oben Gesäten ist also nur zu beweisen, dass jede 
Ueberschiebuog von f über eine Form W„ wieder durch 
Formen Tr„+i und durch Glieder darstellbar ist, welche den 
symbolischen Factor {ab)^ enthalten. Ist dieser Beweis geführt, so 
ist auch der oben angegebene Satz erwiesen. 

Den Hilfssatz kann man nun folgend ermasseu einsehen. Dass er 
für die nullte Ueberschiebung richtig ist, sieht man sofort. Denn die 
nullte Ueberschiebung von f mit einem W^ ist f. W„, ein Ausdruck, 
welcher die Form W„+i hat. Man kann also annehmen, der Satz 
sei für die k" Ueberschiebung von f mit W„ bewiesen, und hat nur 
zu zeigen, dass er dann auch für die (x+1)" richtig ist. 

Nun besteht die (x + l)" Ueberschiebung von fmit einem Wo, aus 
mehreren Theilen, welche sich dadurch von einander unterscheiden, 
dass jedesmal {x+ 1) andere lineare &,, Cj . . . Factoren von W„ in {bn) 
{ca) . . . verwandelt sind (§ 53.). Die Diiferenz zweier solcher Theile ist 
immer durch niedere Ueberschiebungen ausdrückbar (ebenda, Satz 4.), 
hat also der Voraussetzung nach bereits die verlangte Eigenschaft, 
sich aus Formen M^m+i und aus Gliedern mit dem symbolischen Factor 
(ab) zusammensetzen zu lassen. Man braucht also nur noch für einen 
Term der Ueberschiebung dasselbe zu zeigen. Ist symbolisch 

W„=N.h^<lr^d^..., 
wo 9l>-^, so ist der Term der Ueberschiebung, für welchen der 

Nachweis direct geliefert werden kann, derjenige, welcher bei mög- 
liehst ausschliesslicher Benutzung des symbolischen Factors A.^ entsteht. 

17* 
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Ist die Hülle der Ueberschiebung kleiiier als -^ , also auch kleiner als 
Q, so ist dieser Teriu 

N.(baY M-" c^<L . . . «.— '; 
dabei ist n—x>-j^, also hat dieser Term die Form Wn-\-i- Ist da- 
gegen X >■ ,, , so erhält der Term den Factor Q>a)'' , was denn wieder 

die verlangte Form giebt, ohne dass. Ausdrücke TF„^i dabei auftreten. 

Hiermit sind sümmtliche oben gegebene Sätze bewiesen. 

Uebrigena dienen die Formen W, welche hier eingefilhrt wurden, 
nur dem gegenwärtigen Beweise, sowie dem Nachweise des am Ende 
des vorigen Paragraphen gegebenen Satzes. Im Folgenden ist es nicht 
nöthig, sich der in der Einführung der W liegenden Beschriinkung 
zu bedienen; es genügt vielmehr der weniger auasageude, aber leichter 
auszusprechende Satz, dass alle Bildungen in Tbeile zerfallen, die aus 
den schon bei n— 1 vorkommenden Bildungen entnommen sind, und 

aus Gliedern mit dem symbolischen Factor {ab) , woAp>-^, In dieser 

Gestalt ist der Satz im vorigen Paragraphen ausgedrückt worden, und 
in dieser Gestalt wird er auch im Folgenden benutzt werden. 

I 69. FolKemugeu ans dem Zerleg nirssatze. 
Nimmt man zu dem Obigen hinzu, dass eine Covariantp oder 
Invariante, welche den Factor (aft)'*-' hat, immer in ein Aggregat 
solcher übergeführt werden kann, welche den Factor iah)'" haben, 
so zeigt sich, dass das Verhalten der Covarianten einer Form 
»*•' Ordnung ein verschiedenes ist, je nach dem Reste, 
welchen n nach der Zahl 4 lilsst. Der kleinste Werth der oben 
durch Jt bezeichneten Zahl ist, je nachdem n die Form 

n = 4Ä-3, 4A-2, 4A-1, 4b 
hat: 

-l = 2Ä-l, 2h-i, 2h, 2k. 

Aber durch die eben gemachte Bemerkung erhöht sich der un- 
gerade Werth von A in den ersten beiden Fällen um 1, so dass in 
allen vier Füllen als niedrigster Werth von X die Zahl 2 h angesehen 
werden kann. 

Bezeichnen wir durch TTa eine Govariante oder Invariante, welche 
bei Formen x"' Ordnung auftritt, durch a, b . . .m die in TT« auftretenden , 
Symbole, so hat man hiemach folgende Gleichungen (wobei die TT 
mit verschiedenem Index ganz verschiedene, in keiner Weise gleichartige 



TJlA—t = TT4A^3 
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Bildungen bezeiclineii können, ein TT mit demselben Index in ver- 
Hchiedenen Gleichungen aber Gleiches oder Verachicdenes bedeuten 
kann): 

n,* = TJiA-i . ßx t* ■ ■ . «ix + (aby"- . M 
■..a^b^.-m^. + iaby'-.M' 
,.ajb^...m^+{aby*.M" 
^h^...m:,+ (aby"^.M"', 
d.h. es drückt sich eine Covariante einer Form 4 A"', (4Ä~ 1)'*', (4A — 2}'", 
{4Ä— 3)*" Ordnung immer ans durch eine Summe, deren erster Theil 
aus Bildungen besteht, welche bereits bei den Formen der um je 1 
niederen Ordnung auftreten, und deren zweiter Theil in allen seinen 
Ciliederii den symbolischen Factor (aZi)'* hat. Aber man kjinn diese 
80 analogen Resultate combiniren, indem man die ersten Tlieile der 
Summe in jeder der Gleichungen mit Hilfe der folgenden modificirt, 
wobei sich denn freilich immer auch der zweite Theil ändert, insofern 
neue, mit dem symbolischen Factor iabf'' behaftete Tcrme hinzutreten. 
Demnach kann man den Gleichungen die Gestalt geben: 
TT,*_i = n4»-4.a, b^ ...m^ +{aby''.N 
n4A_j = Hu.j . a,» 6,» . . . m,^+ (öi)'* . Jtf' 
n,*_i = J^^ A-t . aj bj... m/ + {a b)'^ . N" 
X]u =n,Ä_i . aj b,*,..m/+(aby.N'-', 
und hat hIso den Satz: 

Die Covarianten und Invarianten der Formen 

von den Ordnungen 4A— 3* 4A — 2, 4Ä — 1, 4A setzen 

sich. auB Bildungen zusammen, welche schon beiden 

Formen (4A— 4)*" Ordnung aufgetreten sind, und aus 

solchen, welche den symbolischen Factor (aii)'* 

haben. 

Das letztere läast sich nach § 31. noch anders ausdrücken. Denn 

wenn eine Bildung den symbolischen Factor (ni)'* hat, so entsteht 

sie durch Ueberschiebungen ' von Formen niederen Grades mit den 

üovarianten zweiten Grades, welche eben dieses Symbol enthalten, 

also mit den Formen: 

{aby-a,—-"- fc,"-", (afcp+'o^-"-* V^'S 
(aby*+* a,— "-' 6:.—"-', . . . 
Von diesen Formen ist nur bei » = 4 A die erste von der Ordnung 
M selbst; die anderen und in den (ihrigen Füllen auch die erste sind 
von niederer Ordnung. Die erste hat t^r 

M = 4A-3, 4Ä-2, 4A-1, 4A 
die Ordnungen 

4A-6, 4A-4, 4A-2, 4A: ,^ , 

i: ,1 n CoOt^lc 
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und da die Ordnuugeu der Formen zweiten Urades von 4 zu 4 fort- 
schreiten, 80 giebt es keine unter den obigen nicht enthaltene, deren 
Ordnung gleidi oder kleiner wäre als n. Man kann daher auch den 
folgenden Satz aussprechen: 

Alle Govarianten und Invarianten der Formen 
von der Ordnung « = 4ä — 3, 47t — 2, 4ä— 1, 4A zer- 
fallen in Govarianten, welche schon bei der Ordnung 
4A — 4 aufgetreten sind, und in Uebtirschiebungen 
von Bildungen niederen Grades mit denjenigen 
Formen zweiten Grades, deren Ordnungen kleiner 
als n, bez. im letzten Falle gleich n sind. 

f 70. Wenn alle Formen f bis inr (>i~l)t™ Ordnnnir «ndlloke toII- 

sUndl^ SjBteme tob Invarianten nnd CoTarlan1«n besitzen, so haben 

aaeh die Formen n^i Ordnung solche. Beweis fUr dIeFlIle, wo n nicht 

dnroh 1 tbelltutr Ist. 

Mit Hilfe des obigen Satzes lässt sich nun ein grosser T)ieil des 
Beweises für die Endlichkeit des vollständigen Formensystems von f 
führen. 

Nehmen wir an, es sei die Endlichkeit des Formensystems bereits 
für alle Functionen bewiesen, welche von niederer als der n"" Ordnung 
sind. Es kommt dann nur darauf an, zu zeigen, dass auch für die 
n"' Ordnung das Formensystem endlich ist; denn da die Endlichkeit 
für die niederen Ordnungen ^bereits festgestellt ist, so ist sie dann 
allgemein nachgewiesen. 

Der Beweis, dass wirklich aus der Eudlichkeit für Furmen bis 
zur Ordnung n — 1 inclusive auch die Endlichkeit für die n** Ordnung 
folgt, lässt sich nun mittelst des Obigen immer führen, sobald n von 
der Form 4h — Z, Ah — 2, 4A — 1 ist, und erfordert nur eine Er- 
gänzung, wenn n=4%. 

Nehmen wir also an, es sei n nicht durch 4 theilbar (n=4A— 3, 
4Ä— 2, 4A — 1). Diejenigen schon bei 4ä — 4 auftretenden Formen, 
welche nicht den symbolischen Factor (ni)'* enthalten, seien 

Ihre Zahl ist der Voraussetzung nach endlich. Da sie erst durch 
HiuzufQgung von symbolischen Factoren Oi 6, . . . auch den Formen 
n*^ Ordnung zugehÖren, so sind sie sämmtlich Covarianten. 

Die zu f gehörigen Formen zweiten Grades sind in diesem Falle 
sämmtlich ' von niederer als der n"" Ordnung. Wenn man sie also 
als unabhängige Grundformen betrachtet, so gehören ihnen endliche 
vollstiindige Systeme von Covarianten und Invarianten zu; und auch 
die aus ihnen zusammengesetzten simultanen Bildungen besitzen also 
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ein solches endlichem vollständiges System (§ 64.). Dieses letztere 
bestehe aua den ,Covariaiitcii 

t\, (',... C'g 

uu(l aus den Invarianten 

D„ D,... Da. 
0er am Ende des vorigen Paragraphen gegebene Satz zeigt, dasa 
alle Covariauten und Invarianten von f aus Producten der A und aus 
Formen sich zusammensetzen, welche durch Ueberschieben der niederen 
Formeu zweiten Grades über Covarianten von f, also über ebenso 
zusammengesetzte Formen entstehen.. Durch Fortsetzung dieses Pro- 
cessee folgt leicht der Satz: 

1. Jede Covariante von f ist additiv zusammen- 
gesetzt aus Producten der A und ans Termen, welche 
ausser Factoren D noch Ueberschiebungen von 
Producten der C über Producte der A enthalten. 
Dieser Satz ist nämlich jedenfalls richtig ftlr die Bildungen ersten 
und zweiten Grades, welche theils den A. theib den C, D selbst 
zugehören. Nehmen wir daher den Satz für Bildungen bis zum (m — 2)'"° 
Grade einschliesslich als erwiesen an und zeigen wir, dass er dann 
auch für Formen vom m"" Grade gilt, so ist er überhaupt bewiesen. 
Nun zerlegt sich jede Covariante «!*•" Grades nach dem Vorigen in 
eine ganze rationale Function der A und in Ueberschiebungen der 
niederen Formen zweiten Grades, also der einfachsten C (resp. D) über 
Formen (»1 — 2)'"" Grades, während der Voraussetzung nach diese 
Formen (ni — 2)"" Grades in Producte der A und in Ueberschiebungen 
von Producten der C über Producte der A (nebst etwaigen Factoren D) 
zerfallen. Jede Covariante m**° Grades wird also aus dreierlei ver- 
schiedenartigen Theilen gebildet: 

1. Producten der A, 

2. Ueberschiebungen von Formen C über Producte der Ä, 

3. Ueberschiebungen von Formen C über Ueberschiebungen von 
Producten der C mit Producten der A, wobei die letzteren auch 
Factoren D enthalten können. 

Die Theile der ersten und zweiten Art haben schon die verlangte 
Form, und auch der Voraussetzung nach jeder Theil dritter Art, 
welcher Factoren D enthält, da nach Weglassimg dieser Factoren 
der Term von niederem Grade wird, also der Voraussetzung gemäss 
die im Satze angegebene Form hat. Aber auch fOr Theile der dritten 
Art, welche keinen solchen Factor enthalten, sieht man dasselbe 
sogleich ein. Bezeichnen wir nämlich das in ihm vorkommende Product 
der A durch q>^, so enthält die betrachtete Bildung ausser den C 
nur noch das Symbol <p, kann also nach § 31.' durch Ueberschiebungen 

C~nOO<^lc 
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der Producte (pj"^ mit Formen gebildet werden, welche nur die Sym- 
bole der C enthalten, also selbst Aggregate aus Prodncten ' der C, D 
sind; womit denn wieder die verlangte Form hergestellt ist. 

Hiermit ist der obige Satz bewiesen. 

2. Man kann nun aber weiter zeigen, dass an Stelle der 
hier auftretenden Ueberschiebungen von Producten der 
A über Prod.ucte der C immer Theile derselben gesetzt 
werden können; wie dies ühnlich in § 54. geschehen konnte. 
Es ist nur nothig, znvor genau festzustellen, was hier unter 
einem .Theile einer üeberschiebung zu verstehen ist. Bei der Unter- 
suchung . der simultanen Systeme, welche aus zwei von einander 
unabhängigen vollsi^digen Systemen entstehen (§ 54.), wurden die 
Theile der Ueberschiebungen so gebildet, dasa in einem Producte 
von Formen des einen Systems jede Form entvfeder durch ihre eigenen 
Symbole ausgedrQckt werden konnte, oder durch Symbole, welche 
niederen Formen desselben vollständigen Systems angehören, wie z. 6. 
die Form T, welche bei den Formen vierter Ordnung auftritt, dabei 
ebensowohl durch das Symbol T,*, wie durch das Symbol (a ff) «i'ti* 
dargestellt werden konnte. In ähnlicher Weise messen wir hier 
verfahren. Denn obgleich die Systeme der A und der C hier aus 
derselben Grundform entsprungen, also keineswegs von einander unab- 
hüngig sind, müssen wir sie hier doch als von einander unabhängig 
behandeln ; wir dürfen also bei Bildung der Ueberschiebungen Symbole 
der A nur durch Symbole von niedrigeren Formen ausdrücken, welche 
selbst unter die A gehören, und Symbole der C nur durch solche, 
welche selbst unter die C gehören; so dass also stets ein aus- 
schliesslilich die Symbole der A enthaltender Ausdruck Ober einen 
ausschliesslich die Symbole der C enthaltenden geschoben wird. 

Bei dem Beweise tritt sodann dem Beweise des § 54. gegenüber 
der neue Umstand hinzu, dass die Formen C zwar, nicht aber die ^ 
ein vollständiges System bilden, vielmehr letztere nur ein solches sind 
bis auf additive Terme, welche den symbolischen Factor (afc)'* ent- 
halten. 

Um den Inhalt des ausgesprochenen Satzes zu verdeutlichen und 
zugleich den Beweis zu ermöglichen , denken wir uns alle in Rede 
stehenden Ueberschiebungen zusammen mit den Producten und Po- 
tenzen der Formen A, C, D selbst (nullte Ueberschiebungen) in einer 
gewissen sogleich anzugebenden Weise geordnet. Wenn nun gezeigt 
wird, dass die Differenz zwischen einer Üeberschiebung und einem 
ihrer Glieder in dem oben definirten Sinne sich durch Formen aus- 
drücken lässt, welche nach dieser Anordnung Irüher vorkommen, so 
folgt, dass das ganze System der Ueberschiebungen in seiner Voll- 
ständigkeit nicht geändert wird, wenn man jede Üeberschiebung 

L'.oogic 
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durch einen Bolcheb Theil derselben ersetzt. Deuu ist dtis System 
der Ueberschiebungen urspranglicli etwa durch die Formen 

U, V, W, T... 

gebildet, ao führt man an deren Stelle jetzt die Theil« der Ueber- 
schiebungen : 

JJ'-^U, V'^V-aü, W'=:W-ß V-ß'U, 
T=r-y W-y'V^fU... 

ein, in welchen die «, ß, y... numerische Coefficienten bedeuten; 
aus diesen aber lassen sich jene ersten wiederum zusammensetzen und 
die letzteren bilden daher ein ebenso vollständiges Systeai wie die 
ersteren. Es bleibt also nur zu zeigen, dass bei einer gewissen An- 
ordnung aller Ueberschiebungen die DilFerenK einer solchen und eines 
ihrer Glieder ein Aggregat früherer Formen ist. Eine solche Anord- 
nung ist folgende. 

Wir ordnen (vgl. § 54.) die Produete der A, C, D, sowie die 
Ueberschiebungen der Produete der A und C zuniichst nach der 
Gesanimtordnung in den Coefficienten von f (aufsteigend). 

Wir ordnen sie zweitens innerhalb dieser Gruppen nach dem Grade 
in den Coefficienten von f, so weit sie von den A herrühren (auf* 
steigend). 

Wir ordnen sie endlich in diesen Gruppen nach der Höhe der 
Ueberschiebungen (au&teigend). 

Wie gleich hohe Ueberschiebungen innerhalb derselben Gruppe 
weiter geordnet werden, ist gleichgiltig. 

Nun ist nach § 53. die Differenz zwischen der Ueberschiebung 
eines Products der Ä Ober ein Product der C und einem der oben 
definirten Theile einer solchen Ueberschiebung ein Aggregat von 
niederen Ueberschiebungen. Bei jedem der in diesen niederen Ueber- 
schiebungen auftretenden Functioneopaare enthalt die eine Function 
nur Symbole der A, und ihr Grad in den Coefficienten von f ist 
gleich dem Grade des in der ursprünglichen Ueberschiebung auftretenden 
Productes der A. Die zweite Function enthält nur Symbole der C, 
und sie ist in Bezug auf die Coefficienten von f von demselben Grade, 
wie das ursprünglich angewandte Product der C. Die letzte Function 
ist also selbst ein Aggregat von Produeten der C, J>; die erstere 
aber, eine aus den Symbolen der A zusammengesetzte Form, besteht 
aus zwei Theilen. Einer dieser Theile ist ein Aggregat von Produeten 
der A; der andere besteht aus Ueberschiebungen von Produeten der 
C über Produete der A, wobei noch Factoren D hiusutreten können. 

Die erwähnten niederen Ueberschiebungen zerfallen daher in 
folgende Gruppen : f \ -, 
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1) Niedere Ueberschiebuagea von Producten der A über Products 
der C; beide Producte sind in den Coefficienten von f von gleicher 
Ordnung wie die ursprünglichen, und diese Ueberschiebungen sind also 
der obigen Anordnung nach frtthere Formen. 

2) Theite, bei deuen an Stelle der Producte der A Üeber- 
schiebungeu von Producten der A Über Producte der C getreten sind. 
Diese Theile sind von demselben Gesammtgrade in den Coefficienten 
von /", wie die ursprüngliche Ueberschiebung ; aber aus dem früher 
von den A herrührenden Grade sind Dimensionen ausgeschieden und 
in C übergegangen. Diese Theile werden also erzeugt durch Ueber- 
Bchiebnngen niederer Producte der A über höhere Producte der C, 
doch so , dasB der Gesammtgrad erhalten bleibt. Auch diese also sind 
frühere Formen. 

. 3) Theile, bei denen Factoren D Ausgeschieden sind, welche also 
frühere Formen sind , weil sich der Gesammtgrad der übrigbleibenden 
Factoren erniedrigt hat. 

Die fragliche Differenz ist also wirklich durch frühere Formen 
Busdrückbar, wie zu beweisen war. 

3. Nach dem Vorigen konnten die Ueberschiebungen von Producten 
der A Über Producte der C durch Theile derselben ersetzt werden. 
So oft nun ein in Factoren zerfallender Theil existirt, wählen wir 
diesen. Jede solche Ueberschiebung aber kann dann, als ausdrückbar 
durch niedere Formen, ausgelassen werden. Und man hat den Satz: 
Alle Covarianten und Invarianten von f sind 
gauae Functionen der -4, (', J> und derjenigen Ueber- 
schiebungen der Producte der A über die Producte 
der V, in denen kein zerfallender Term vorkommt. 
Da nun schon in § 54. bewiesen wurde, dass, wenn die A und 
die C endlich an Zahl sind, auch die Anzahl derjenigen Ueber- 
schiebungen von Producten der A mit Producten der C eine endliche 
ist, welche kein zerfallendes Glied enthalten, so hat man nunmehr 
den Satz: 

Wenn die Formen {4Ä — 4}"' Ordnung ein end- 
liches vollständiges System von Invarianten und 
Covarianten besitzen, so kommt auch den Formen 
(4A-3)'", (4A-2)'", (4Ä-1)'" Ordnung ein solches zu. 
Um die Endlichkeit des vollstiindigen Systems für jedes f zu 
beweisen, ist also nur noch nöthig, den Fall zu behandeln, wo n 
durch 4 theilbar ist, n = 4Ä, und wobei vorausgesetzt wird, dass für 
niedere Ordnungen der Beweis geliefert sei. 
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I 71. Der Fall, wo n Inreh i thelibar ist. Elgenaehftften der COTttrlaal« 
m"" OrdHUDg nnd swelten Grades. 

Auf den Fall n = ih konnte der oben geführte Bewein nicht 
KQsgedehnt werden, weil in diesem Falle unter den niederen Formen 
zweiten Grades sich die Form 

befindet, welche selbst von der Ordnung « ist. 

Um diesen Fall zu behiuidela, werden wir das System der im 
Vorigen angewandten Formen A um eine endliche Anzahl gewisser 
anderer Formen vermehren, welche aus ihnen und aus K gebildet 
sind. Alsdann schliesst man K von der weiteren Benutzung aus und 
stellt dem erweiterten System der Formen Ä das System der Formen 
C, D gegenüber, welches aus den Formen 

entsteht. Diese sind wiederum sammtlich von niederer Ordnung als 
», und das aus ihnen gebildete System der C, D ist daher der Voraus- 
setzung gemäss wiederum endlich. Man kann alsdann auf das erweitert« 
System der A und das System dieser 6', D, zu denen noch eine unten 
zu definirende einzelne Invariante J tritt, dieselben Betrachtungen, 
wie im Vorigen anwenden, und erledigt so den Beweis mit Hilfe der 
nämlichen Principien. 

Um aber zu dem erweiterten Systeme der A zu gelangen, ist es 
nöthig, einige die Form K betreffende Sittze vorauszuschicken. 

1. Die Ueberschiebungen von K mit f, deren 
Höhe wenigstens gleich ih ist, lassen sieh aus 
Gliedern zusammensetzen, welche den symbolischen 
Factor («6)^*+' enthalten, ausgenommen die 4Ä'" 
Ueberschiebung, welche die Invariante 

liefert. 
Es sind nämlich die Glieder der (^h->c- ).)**' Ueberschiebung von 
K mit f (A=0, 1,2... 2ä — 1) sammtlich von der Form: 

(1) 6fl = (a6)"(a(r)5*-''(6c)''-^*a»'V*-''-*Cx"-* 

Cff=0,l,2...2Ä-A). 

Daher hat die Differenz zweier Glieder, bei denen die Werthe 
von sich nur um 1 unterscheiden, den Factor 

eine solche Differenz enthalt also den Factor (a6)**+', aus welchem 
nach § 15. sich auch immer der Factor (al)**+* ableiten lässt. Kann 
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miit) daher noch zeigen, dasg irgend eines der Glieder (1) ebenfalls 
so geschrieben werden kann, dass (aZi)'**+* als symbolischer Factor 
auftritt, so lässt sich jedes so schreiben, indem es sich aus diesem 
und den obigen Differenzen zusammensetzt, und daher ist dann auch 
die ganze Ueberschiebnng so darstellbar. Eid solches Glied ist nun 
bei ungeradem X: 

G^ = iahy* (rtc)^* (bcy V*-^ cj"-', 
welches durch Vertauschung von b mit c sein Zeichen ändert und also 
ideotisch verschwindet Bei geradem l aber bat man aus 

durch Vertiiuachurig von a mit c und Addition beider Ausdrdcke: 
ft, = i(flc)'*-i (aiy+' (bc)^' V*-*-' «, Cx 

. t laby-^-' c/*-'-' + (bcy--^ ' fl,n-l-i 1 

.1 (i,c)"-^-'a.'*-^-i-l(6c)fl.-(«c)i,P*"*"'l- 
oder, wenn man die Potenz von (tc) fli — (ac)&i entwickelt: 

wo nun der Factor von ^ rechts durch Vertauschung von a mit 

c ia G übergeht, während (ac)'*+' M nach § 15. in («c)'**' AT ver- 
wandelt werden kann. 

n * j 1 /2A-i-l ,\„ 2A-i-3„ . . , 
Der Ausdruck I 1 1 (;, t= ^^ W, nimmt also 

den symbolischen Factor (at)''*+' an und daher, da für gerades A der 
Factor 2 A — A — 3 nicht verschwindet, auch G, selbst. Diese Ableitung 
setzt nur voraus, Aasa die in den Formelu als Esponent auftretende 
Zahl '2 h — ^—l nicht negativ sei. Der Fall A = 2A ist dadurch aus- 
geschlossen , wie der Satz es auch aussagt. Der Satz ist also in allen 
T heilen bewiesen. 

An diesen Satz knüpft sich der folgende: 

2, Die lieber Schiebungen von ÄTobersichselbst, 

deren Höhe wenigstens gleich 2/i ist, zerfalh'n in 

Glieder, welche thcils den symbolischen Factor 

(aby^^, theiU den Factor J enthalten. 

Die Glieder P, dieser Ueberschiebungen entstehen aus Ga, indem 

man c durch x ersetzt; daher eiithalten wie dort die Differenzen Vg ~ Vg+i 

immer den aymbolischen Factor («&)'*+'. Es ist also nur noch zu 

zeigen, dass irgend ein f den Forderungen des Satzes genügt. Nun ist 

r.=»(..r(«x)"(6«)'V'-««.'-'. Google 
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es enthält den Factor (^nxy* an<I. entstellt also ilurch Ueberacbiebnng 
anderer Formen mit denjenigen, welche den sjnibotischen Factor 
(ax)** und ausser a und x kein weiteres Symbol enthalten. Dies 
aber sind die Formen, von denen im TOrigen Satze ausgesprochen 
wurde, dass sie bis auf J^ den symbolischen Factor {aby"*"^ enthalten. 
Daher ist der obige Satz für Tg und somit auch für die ganzen int 
Satze genannten Ueberschiebungen bewiesen. 

Da jede den symbolischen Factor (xx')** enthaltende Form durch 
Ueberschiebungen der hier behsudelten Formen mit Formen niedern 
Grades entsteht, so kann mau diesen Satz auch so aussprechen: 

Jede den symbolischenFactor (xx'}** enthaltende 
Form zerfüllt in Glieder, welche theils den sym- 
bolischen Factor (aÄ)*''+', theils den wirklichen 
Factor J enthalten. 



i 72. Beweis der Exlstrni eines endllcken TollsUndlKeD tüjsteras fHr 
den Fall, wo n durch 4 tbeilbor Ist. 

Bezeichnen wir nun wieder durch 

diejenigen Covarianten von f, welche schon bei den Formen (4ä — 4}'*' 
Ordnung als Bildungen auftreten und welche nicht den symbolischen 
Factor (aA)'* enthalten. Ihre Zahl ist nach der Voraussetzung endlich. 
Bilden wir dieselben Formen fUr K als Grundform, und scheiden 
wir alle diejenigen aus, welche den symbolischen Factor (xx')^* oder 
deren Glieder den symbolischen Facttyr (oi)'*+*, resp. J, haben, so 
erhalten wir Bildungen, welche durch 

bezeichnet werden mögen und zu welchen K selbst gehört. 

Galt far die A der Satz, dass jede Covariante von f sich aus 
Producten der A und aus Formen zusammensetzt, welche den sym- 
bolischen Factor {aby* haben, so entspricht diesem, dass alle Co- 
varianten von K sich aus Prodncten der A' 'tand aus solchen Formen 
zusammensetzen, welche entweder den symbolischen Factor (xx')'^ oder 
den symbolischen Factor (ai)'*+* haben. Aber von den letzten Be- 
stimmungen kommt die erstere auf die letztere nach dem vorigen 
FaTEm^aphen znrQck, abgesehen von Gliedern, die den wirklichen 
Factor J haben. Man hat also den Satz: 

Alle Covarianten von K setzen sich aus Pro- 
ducteu der A' zusammen, und aus Gliedern, welche 
theils den symbolischen Factor (a/j)'^'^', theils den 
wirklichen Factor J haben. / (molc 
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Aehulich wie in § 70. beweist .man nun eine Reihe von Sätzen 
ober die Art und Weise, in welcher alle Invarianten und CoTarianten 
Ton f sich ausdriickea lassen. 

]. Jede Covariante oder Invariante von /"setzt 

sich zusammen aus einer ganzen Function der Ä, 

der A und der Ueberscliiebungen von Producten 

" der ^ aber Producte der A' , und aus Gliedern, welche 

den aymboli sehen Factor (afc)'*+' oder den wirklichen 

Factor J enthalten. 

Dieser Satz ist richtig för die Bildungen ersten und zweiten 

Qrades, welche theils den A, theils den A' , C, D selbst angehören. 

Nehmen wir daher den Satz für Bildungen bis zum (m— 2)'™ Grade 

einschliesslich als erwiesen an und zeigen wir, dass er dann auch fUr 

Formen vom »»*•" Grade gilt, so ist er Oberhaupt bewiesen. , Nun 

zerlegt sich jede Covariante oder Invariante m*™ Grades nach dem 

Früheren in eine ganze rationale Function der A und in Terme, welche 

den symbolischen Factor (ah)'"' haben, also aus Ueberachiebungen 

von Formen (m— 2)*™ Grades über K (welches den A' angehört) und 

Ober die niedem Formen zweiten Grades {welche zu den C gehören) 

entstanden sind. 

Von den Formen (»«—2)'™ Grades, Über welche K und die 
niederen Formen zweiten Grades hierbei geschoben werden, gilt der 
Voraussetzung nach bereits der zu beweisende Satz. Demnach besteht, 
indem wir die im Satz enthaltene Form insbesondere für die Über K zu 
schiebenden Ausdrflcke einsetzen, jede Invariante nnd Covariante aus 
Theilen folgender Art: 

1. aus einer ganzen Function der A; 

2. aus der Ueberschiebung von E (einem A") über eine ganze 
Function der A, A' und der Ueberschiebungen von Producten der Ä 
über Producte der A'; 

3. aus Gliedern, welche den symbolischen Factor («&)'*+- oder 
den wirklichen Factor J haben. 

Die erste und dritte Classe von Gliedern hat schon die verlangte 
Form; nur von der zw^ten Classe ist noch zu reden. 

Die Glieder dieser Classe kann man nach einem oft angewandten 
Satze aus Ueberschiebungen entstehen lassen, bei welchen immer eine 
nur aus Symbolen der A zusammengesetzte Form über eine nur ans 
Symbolen der A' zusammengesetzte geschoben wird; also, wenn wir 
die A und die A' wie zwei Systeme unabhängiger Formen behandeln, 
eine Covariante der A über eine Covariante der A'. Die letztere ist 
nach dem Vorigen bis auf Glieder mit den Factoren (ot)'*+' und J 
dnrch eine ganze Function der A' ersetzbar; und da die Glieder mit 
den Factoren (a^)^^')'^ und J in die dritte Classe gesetzt werden köui^, 
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SO bleiben in der zneit«ii Classe nur Ueberschiebungen toq Producten 
der A! Ober CoT&rianten der A. 

Die letztem, welche höchstens vom Grade »i — 2 sein kfinnen, 
bestehen der Annahme nach aus einer ganzen Function der A, der 
A! und der Ueberschiebungen Ton Producten der A Über Producte 
der A, and ans Gliedern, welche den symbolischeu Factor (a/j)^*+^ 
oder den wirklichen Factor J besitzen. Scheiden wir nlso wieder aus, 
was schon den Forderungen des Satzes genügt, so bleiben nur die- 
jenigen Glieder übrig, bei denen Producte der A' Über Terme ge- 
schoben werden, welche nicht mehr ausechliesslich Producte der A 
sind, sondern nothwendig ausser Factoren A auch Factoreu Ä oder 
Ueberschiebungen von Producten der Ä über Producte der A' ent- 
halten. Wenn wir also diese Glieder zweiter Classe wieder durch 
Ueberschiebungen von Product«n der A' über Covarianten der A er- 
setzen, so sind wir bei dieser Betrachtung, von Ueberschiebungen 
der Producte der A' über Covarianten der A ausgehend, wieder zu 
sotbhen gekommen. Aber während der Gesammtgrad in den Coef- 
ficienten von f beidemal derselbe war, ist der von den A herrührende 
Theil des Gesammtgrades geringer geworden. Fahren wir also auf 
dieselbe Weise fort, so können wir die Glieder zweiter Classe, immer 
mit Ausscheidung von Termeu, welche den Bedingungen des Satzes 
schon genügen , anf andere zurückführen, in denen immer höhere 
Producte der A' Ober immer niedrigere Covarianten der A geschoben 
werden. Man gelangt also endlich zu Gliedern, welche nur .noch 
A', die A aber gar nicht mehr enthalten, und daher durch Producte 
der A und durch Glieder der dritten Classe ersetzbar sind. 

So sind also alle oben aufgeführten Glieder auf die im Satze an- 
gegebene Form zurückgeführt, und der Satz ist damit bewiesen. 

3. In dem obigen Satze kann man die Ueber- 
schiebungen von Producten der A über Producte 
der A' immer durch Theile derselben ersetzen. 

Theile der Ueberschiebungen werden dabei nur so zu bilden sein, 
dass man die A entweder durch ihre eigenen Symbole oder wieder 
durch Symbole anderer A, aber nicht durch andere Symbole aus- 
drücken darf; das Entsprechende gilt in Bezug auf die A'. 

Der Beweis wird ganz wie in § 70. geführt. Man zeigt, dass, 
wenn man eine bestimmte Anordnung der genannten Ueberschiebungen 
(die nullten eingeschlossen) voraussetzt, Theile der Ueberschiebungen 
sich von den ganzen nnr durch Terme unterscheiden, welche theils 
sich .aus früher auftretenden ~ Ueberschiebungen zusammensetzen, 
theils den symbolischen Factor (a &)'*+' oder den wirklichen Factor 
J enthalten. Bis auf die letztgenannten Glieder, welche überhaupt 
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gleichgiltig sind, kann man also die ganzen Ueberschiebungen aus 
den für sie eintretenden Theilen zusammensetzeD , wodurch der Satz 
bewiesen ist. 

Die Anordnung ist, ganz entsprechend dem nnter 2. § 70. Ge- 
nagten, folgende: Alle Ueberschiebungen von Producten der A über 
Producte der A', einschliesslich der A, A' und ihrer Producte selbst, 
ordnet man 

1. nach dem Gesammtgrad in den Coefficienten von f (auf- 
steigend) ; 

2. innerhalb dieser Gruppen nach dem Grade, soweit er von den 
A herrUlirt (aufsteigend); 

3. innerhalb dieser secundaren Gruppen nach der Höhe der 
Ueberschiebung (aufsteigend). 

Nun ist nach § f>3. die Differenz zwischen einer Ueberschiebung 
und einem ihrer Theile im oben delinirten Sinne ein Aggregat aus 
niederen Ueberschiebungen von Covarianten der A über Govarianten 
der A'. Statt der letztern kann man bis auf Terme mit dem sym- 
bolischen Factor (a6)**+' oder mit dem wirkliclien Factor J Producte 
der A' setzen. Statt der erstem aber muss man entsprechend nicht 
nur Producte der A, sondern auch noch Aggregate der A, A' und 
der Ueberschiebungen von Producten der A über Producte der A' 
setzen. Die von den Producten der A herrührenden Bestandtheile 
des Aggregates kommen iu der obigen Anordnung früher vor, weil 
sie in niederen Ueberschiebungen auftreten. Die anderen lassen sieb 
auf Ueberschiebungen von Covarianten der A' Über Covarianten der 
A zurückfuhren , bei denen der Grad , soweit er von den A herrührt, 
niedriger ist als in dem Aggregate selbst. Man ersetzt sie durch 
Ueberschiebungen von Producten der A' über Covarianten der A, und 
die Covarianten der A durch ganze Functionen der A, A' und der 
UeberBchiebnngen von Producten der A über Producte der A'. Schei- 
det man hier nun die Theile aus, welche nur von Producten der A 
herrühren, so sind dieses der obigen Anordnung' nach frühere Ueber- 
schiebungen, weil der Grad, soweit er von den -4 herröhrt, niedriger 
ist. Der Rest aber, welcher dann Übrig bleibt, ist abermals, soweit 
die A noch darin vorkommen, von niederem Grade u. s. w. 

Man gelangt also auf diesem Wege für die Differenz zwischen 
einer Ueberschiebung eines Products der A' über ein Product der A 
und zwischen einem Theile derselben zu einem Ausdruck, welcher 
zunüchst aus einer niedem Ueberschiebung besteht, sodann aber ans 
einer ßeihe von Ueberschiebungen der Producte der A' Über Producte 
der A, bei denen die letzteren Producte immer niedrigem Grades 
werden, und welche also mit Producten der A' allein endigen 
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mosa. Jene Differenz ist also in frDber auftretende Formen aufgelöst, 
wie es sein sollte. 

3. Da nun wieder statt der Ueberscbiebuagen von Producten der 
A Sber Producte der A' Tbeile derselben gesetzt werden köunen, so 
kann mau, so oft zerfallende existiren, immer diese wölilcn; und 
wenn man also eine möglichst geringe Zahl von Formen sucht, ans 
denen alle sich zusammensetzen lassen, so kann man diese ganz Über- 
gehen. Die Anzahl der übrigbleibenden Ucberschiebungen ist aber 
endlich, und man kann den Satz aussprechen: 

Bezeichnen wir durch A", A^' . . . Aq" die Formen 
A, A ond diejenigen ihrer Ueberschiebongen, 
welche kein zerfallendes Glied enthalten, so ist 
jede Covariante oder Invariante von /* zusammen- 
gesetzt aus einer ganzen Function der endlichen 
Formenreihe A' und aus Termen, welche den sym- 
bolischen Factor (aA)^*+* oder den wirklichen Factor 
J enthalten. 

Hiermit ist der Unterschied aus dem Wege geräumt, welcher bis- 
her zwischen den Formen eiuer durch 4 theilbaren Ordnung und den 
andern bestand; nämlich der Unterschied, dass unter den Formen 
zweiten Grades mit dem symbolischen Factor (aft)'* sich eine (K) 
befand, deren Ordnung gleich der von f war, deren vollständiges 
System also nicht als endlich vorausgesetzt werden durfte. Wir k5nnen 
den Beweis des § 70. jetzt sofort wSrtlicfa wiederholen, wenn wir 
nur an Stelle der A das erweiterte System der X", an Stelle der C, 
I) das simultane Fonnensystem der Formen 

(a 6)**+' «,'*-' ;.."-», («&)'*+' o*i*-*t^»»-* ... 
setzen, den D aber noch die Invariante J hinzufGgen, 
Somit ist denn also Überhaupt der Satz bewieseu: 

Jede binäre Form besitzt ein endliches voll- 
ständiges System voU' Invarianten und Covarianten. 

Und indem wir die Sätze des § 54. hinzunehmen, haben wir 
ebenso fdr ein System von Formen den Satz: 

Jedes System simultaner binärer Formen besitzt 
ein endliches vollständiges System von Invarianten 
und Covarianten. 
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I 7S. FormeBBTsten der Fonnei flifter 

Als Anwendung und Erläuterung der obigen Betrachtungen will 
ich die vollständigen Systeme der Formen fönfter und sechstet Ord- 
nung entwickeln, wobei denn zugleich einige Hauptpunkte aus der 
Theorie dieser Formen zu besprechen sein werde». Den allgemeiuen 
Untersuchungen des Vorigen gegenüber handelt es sich nunmehr da- 
rum, aus den Systemen, wie sie allgemein entwickelt wurden, alle 
Oberflussigen Fonnen auszuscheiden; und man wird sehen, wie schon 
bei den Formen sedurter Ordnnog die Zahl der auszuscheidenden 
Formen sehr gross ist und ihre Ausscheidung nicht unerhebliche 
Schwierigkeiten mit sich führt. Man sieht, wie auf diese Weise trotz 
der principiellen Erledigung der ganzen Frage fDr jede besondere 
Ordnung noch immerhin gewisse , dieser Ordnung eigenthUmlicbe 
Aufgaben zu lösen bleiben, wenn man ein kleinstes volbtändiges 
System angeben will. 

Die Form fünften Grades 

besitzt zwei Covarianten zweiten Grades: 

Nach § 70. entstehen alle zu f gehörige Formen, indem man 
Producte von solchen Formen, welche schon bei Formen vierten 
Grades auftreten und welche den symbolischen Factor (ab)* nicht ent- 
halten, Aber Producte von Formen schiebt, welche zu denjenigen ans 
f entstehenden Formen zweiten Grades gehören, deren Ordnung nie- 
driger als n. Man sieht, daas diese niederen Formen zweiten Grades 
sich auf die Form i redaciren, und sie selbst liefert nur noch eine 
Invariante : 

A={i,y. 

Dagegen bestehen die aus der vierten Ordnung herflbeigenommenen 
Formen ans den folgenden 5: 

/■, S, T=(ab)'(cd)a,*bJc,*, i, i = (oJ)»(,oc)»(ftc)»o,6,c.. 

Ton diesen ist die vierte wegzulassen, da sie den symbolischen 
Factor {ab)* enthält. Aber aach die fttufte ISsst sich so nmfonnen, 
dass dieser Factor erscheint. Denn da aus der Identit&t 

.. „.-^ J> + 3 + r=0 

die Gleicbnng 

p' + t + <' = Spqr 
folgt, so bat man, wenn 

D.qil.zMBlG001^le 
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p = ibc)ar, q=(cä)bi, »■ = (a6) c, 
gesetzt wird: 

(ab) (bc) {ca) a, ft, c, = i I (6c)» aj + (eaf K' + {ab)» c^ | . 

Multiplicirt raan dies mit (a() (frc)(ca), so entsteht links j, rechta 
aber erhült man drei gleiche Tenue, nnd also 

j=—(a b)* (o c) (b c) cj. 

Diese Form cnthUlt, wie man sieht, den Factor {ab)*; sie entsteht 
Übrigens als zweite Ueberschiebung von f über i und kauu daher auch 
HO geschrieben werden: 

j = -{ia)*aj'. 

Es sind also nur die drei Formen f, B, T, deren Producte von 
der Form {^ WJy nittn über Potenzen von i zu schieben hat> um alle 
Formen des Systems von f z\x finden; und von solchen Ueberscbiebnn* 
gen sind nur solche beizubehalten, in denen kein zerfallender Term 
vorkommt. 

Nach dem, was in § 56. angegeben wurde, hat man zunächst 
Ueberschiebungeu von t und seinen Potenzen fiber die einseinen For- 
men f, H, T zu bilden, sodiuin aber noch gewisse Invarianten, welche 
durch Ueberschiebung einer Potenz von t über Producte ungerader 
Formen, f.f, f.T, T.T entstehen. Die eämmtlichen auszuttlhrenden 
Ueberscbiebungen sind also folgende: 

t über bez. f, B, T, erste und zweite, 

i* über bez. /", H. T, dritte und vierte, 

t» über f, fünfte, 

t^ über bez. ^, 7, fünfte und sechste, 

t* über T, siebente and achte, 

»* über T, neunte, 

1* über P, zehnte, 

t' über f. T, vierzehnte, 

^ über T*, achtzehnte. 

Von diesen Ueberschiebungeu sind folgende auszulassen, indem 
sie sieb durch niedere Formen ausdrücken : 

1. Die erste Ueberschiebang von t über T, die dritte von ? 
Ober T, die fünfte von t* Ober T, nnd die siebente von i* über T, 
weil T Function oldeterminante ist (§ 56). 

2. Die letzte. In der Theorie der Formen vierter Ordnung lernten 
wir die Gleichung kennen: 

I :o.il8«tjOO<^le 
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Nach der von ans eingefQhrten Bezeichnung besteht diese Gleichung 
fort, venn wir unter T, H, f, i, j die in der Theorie der Formen 
fQnfter Ordnung ebenso bezeichneten Formen verstehen. Die acht- 
zehnte Ueberschiebung von t* Über T^ kann also aus den achtzehn- 
ten UeberschiebuDgen von i* Ober 

E^ iSp, jf^ 

zusammengesetzt werden. Diese drei aber sind sämmtlich aus- 
zulassen. 

Was die achtzehnte Ueberschiebung von fi Ober H' betriÖl, so 
gehört sie unter die Bildungen, deren System wir hier untersuchen, 
und muss ausgelassen werden, weil sie ein zerfallendes Glied enthält, 
die dritte Potenz der sechsten Ueberschiebung von P Qber H. 

Anders verhält es sich mit den achtzehnten Ueberschiebungen 
von i* über iHp \ra.A jf^. Die Formen iSf^ und jf sind hier 
nicht mehr in dem Schema f'H^Tr enthalten; man kann also auch 
aus der Existenz zerfallender Glieder der Ueberschiebung nicht mehr 
ohne Weiteres folgern, dass die Bildung überflüssig sei, sondern man 
muss andere Schlüsse anwenden. 

Erwi^^ man, Aaes j •= — {ai)* a^ , so sieht man, dass die beiden 
fraglichen Ueberachiebnugen sich so darstellen lassen, dass zehn ver- 
schiedene Symbole von i und daneben nur Symbole von H und f 
vorkomiQen. Man schliesst daraus, dass diese Ueberschiebungen 
ersetzt werden können durch Ueberschiebungen von Hf* nnd f* Aber 
Covarianten von t, welche in Bezug auf die CoeMcienten von i vom 
zehnten Grade, in den x von den Ordnungen 16 nnd 20 sind. Da 
haben, so ist für den 



nnn alle Covarianten 


von i die Form A' i*- l 


erstem Fall 






2x + >l = i0, 2-1=16, 


d. h. 






A = 8, x=l, 


für den zweiten 






2x + -l=.10, 2il = 20, 


d. h. 






A = IO, Ä = 0. 



Die erste dieser beiden Ueberschiebungen erhält also direct den 
Factor A und reducirt sich daher auf niedere Formen. Die andere 
führt auf die zwanzigste Ueberschiebung von i'" über p. Diese Bildung 
gehört dem betrachteten System von UeberschiebuDgen an, aber sie 
ist auszulassen, da sie ein zerfallendes Glied enthält, das Quadrat der 
zehnten Ueberschiebung von t" Über f*. 

i:q,t7edi>G00t^lc 
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Mit Debergehtmg der genaimteii Formen erhält man nun fol* 
gen des 

VoUstindige Formenajratem der Pormsn fönftar Ordnang- 
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In dieser Tafel sind jedesmal nur die beiden fibereinanderza- 
schiebenden Formen angegeben und die Höhe der Ueberschiebung 
dnrcb einen antem Index angezeigt. 



i 74. Eraetian; der Fomea, welehe die Tafel entbBlt> dareh andere. 

Die Formen der voretehenden Tafel kann man zum Theil durch 
andere ersetzen, indem man, den ^tzen des § 70. gemäss, die Ueber- 
schiebung dnrch Theile derselben (in dem dort definirten Sinne) ersetzt 

Wir wollen nun diejenigen Formen angeben, welche an Stelle 
der wesentlichsten Formen der Tafel im Folgenden benntzt werden 
sollen. Es ist, wie oben gezeigt wurde, 

(I) j--C»fl'«.' = -(',/-).i 

dies ist die niedrigste Covariante dritter Ordnung. An Stelle der 
zweiten quadratischen Gorariante {t'tS), können wir nun das Glied 
setzen: 
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oder, weaa wir fQr — {ai)^ a/i a^ a„ Abb Symbol jhjkjm setzen, und 
ähnlich filr - {bifhkhkhm, 

(2) r = {jfyu.. 

Diese Form ist sleo zugleich die quadratische Govariante der 
cubiscben Form j. 

Die dritte quadratische Govariante {?,U\ kunn man ersetzen durch 

# = - (a 6f (a t)' (6 i? C« O &x »". . 

Dies ist die erste Ueberschiebung tod t mit t: 

(3) # = (iT)i,r,. 

Es folgt daraus nach der Formel (1) des § 57-, doss &* als qua- 
dratische Function von i, r darstellbar ist: 

(4) ** = -4L4««-2 2i»t + Ci*t, 
wo A, B, C die loTarianten bedeuten: 

(5) Ä={hy, B = (izy, c-(i.-)>. 

Die Invariante A ist die in der Tafel ebenso bezeichnete. B kann 
an Stelle der zweiten, C an Stelle der dritten Invariante der Tafel 
eingeführt werden. Was B angeht, so -ist ein Glied von ((%if)„: 

(«i.)>(».?(to'(«oy'0-ü/)'(jOüV')=(.r)'=Ä 

An Stelle der in der Tafel vorkommenden Ueberschiebung {i\(\„ 
betraubte ich suuSchst das folgende Glied derselben: 

ir= (ofl ^n) (af)' (ii.T (»n* (*•"')■ 

Diese lovariante, welche wir später mit C in Beziehung setzen 
werden, steht mit den linearen Covarianten in genauem Zusammen- 
huDg. Die einfachste lineare Govariante ist: 
(7) « =. (C,/-), = (i o)> Ifa)' a.^-IJ ifj. . 

Die zweite ist die erste Ueberscliiebang von a mit t: 
<8) /i = (i-,Os = &'o)'(»"«)'(i<.)i, = (i»)i,. 

Dia Dettirniinaüte dieser beiden aber ist 
(9) Jlf-Ci..)'-(/S«). 

Die Übrigen linearen Govarianten sind, aus {i^,T)g und (>"', 7)^: 

= (ab)* (ao) (« t-)« (6.-)» 6, = (jjy (ja) fr, 
oder endlich 

''"' ''=<■'•>"■ „„„„Google 
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und 

{ab)* (ac) {aty (biy {b i) i. . (c."")« (ci<")» 

= {«6)'(f.«)(oOV*OM*»")»*=--a/)'o«)(/o»^ 

= (To)(rOi, 

= i (IT) {«, (.«)-.', (»«) l - 1 (ir) Ir. (»■«) + 1. (t«)|. 
Der erste dieser beiden Theile ist \ Ba; man kaon dalier na Stelle 
dieser linearen Gorarionten den zweiten setzen, nur mit rerandertem 
Vorzeichen: 

(11) * = (ft«)*,. 

Die drei h&heren linearen Covarianten sind also die ersten Ueber- 
Schiebungen der niedrigsten (a) mit den tjuadratischen Corarianten. 

Ausser diesen Formen werden wir im Folgenden nur noch die 
letzte Inrariante benutzen, welche in der Tafel durch {C^fT),, be* 
zeichnet wurde. Sie ist Tom achtzehnten Grade nnd nimmt daher, 
als von ungeradem Charakter, eine abgesonderte Stellung ein. Wir 
wählen, um diese Invariante ausxudrQckeu, dasjenige Glied der Ueber- 
achiebung ^i',fT)^^, welches entsteht, wenn wir t* viermal Ober / 
schieben (a), sodann ein Glied der achten Ueberschiebungen von i' 
Ober T nehmen (y), und das Product ay zweimal fiber i schieben. 
So eiiudten wir die Hermite'sche Invariante*: 





« = 


.«)((,)=((.) (;,)(,«) 


oder küizer: 






(12) 




«-(».)'. 



I 7S. iBTarbutenrelatloaeiit 

Die im Torstehenden betrachteten Formen fahren auf eine Reihe 
von Invarianten, deren gegenseitige Beziehungen jetzt noch untersucht 
werden sollen und weldie uns zugleich Gelegenheit sur Entwickelang 
einiger Relationen geben werden, deren wir später bedfirfen, womit 
dann die Betrachtung der Formen fünfter Ordnung hier vorläufig 
abgeschlossen werden mag. 

Wenn man in der Gleichung (4) a, nnd — «, an Stelle von x, und 
Xj setzt, so erhält man das Quadrat der Invariante ungeraden Cha- 
rakters dnrch Invarianten geraden Charakters ausgedrfickt; es wird 
nämlich 

Dabei ist Jf=:(ta)' die oben so bezeichnete Invariante; N ist 
analog gesetzt Rix 
(2) N=ix«)'. 

* Hermite in Combr. uid Dublin Math. Journal, Bd. 9, ^ _ C OOqIc 
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Auch die Determinanten, welche die yier linearen Covarianten 
unter einander bilden: 

C^«), (y«), (yß). (««), i^ß), («y> 

kann man leicht dundi die sechs Invarianten A, B, C , M, N, H ans- 
drOdcen. Es war schon oben 

(3) tf«) = Jf 

gefunden. Sodann ist aus den Formeln (8), (10), (11) des vorigen 
Paragraphen 

(4) (««) = (»«)> =E 

■(,« = (>: o)(,ffi = {t»)(t() (.•») = - B. 
Es bleiben also nnr noch anszudrflcken die beiden Inrarianten 

(Jy) = (#«){»t)(ta). 
Sie entstehen aus den ersten Ueberschiebungen von & mit t und 
T, wenn man darin 2:, = ag, j^ = — «r, setzt. Nun sind jene Ueber- 
schiebungen, da & selbst die erste Ueberschiebung von i mit r ist, 
nach §57. 

,-, («0 9- i^ = i |t {üy-i (t i)'I = ^it A-iB) 

und daher, wenn man nun Xj=ct^, Xg = — tt^ setzt: 



(6) 



{8ß) = ^{NA~MB) 
(8y) = ^ (NB-MC). 

Die einzigen Invariantenrelationen , welche noch abzuleiten bleiben, 
sind sonach diejenigen, welche M und N mit A, B, C verbinden. 
Es wird sich zeigen, dass M und JV sich als ganze Functionen von 
A, B, C auf einfache Weise darstellen. 

Was zunächst N betrifft, so ist, wenn wir für a den Ausdruck 
f^ — ijiyji setzen: 

= (« J) («/) (ij) (t'f) i ("T Uf) + (•/) «) |. 

Im ersten dieser beiden Glieder vertauschen wir i mit t" und 
setzen für das ursprüngliche Glied die halbe Summe desselben und 
des neu entstandenen. Dann haben wir fllr dieses Glied: 

i iv) (rjiXir) Uf) t (v") Ct7) - (ij') (i'j) { 

= i (v") ('/) {»T a/)* = M c^- 

In dem zweiten Gliede von N setzen wir nach der Identität V. 
des § 15. 

M (uT (y) Vf) - i i W (OT + ('/)' (ifi' - (»•)■ ÜÖllfOQ le 
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Bemerk«! wir Bber/doss nach der Theorie der cubiacfaen Fonäea 
(tj)* jx identisch Null ist, weil t die quadratische Covarionte von j, 
so b&nnea wir die mit (tj)*, (t/)" behafteten Glieder auslassen und 
erhalten nar: 

, - i 1). li- j). {,;■).(,{/)• =-!,b: 

Es ist also 

(7) If=i(AC-B^. 

Man kann aber N auch durch die Determinante von d ausdrücken ; 
denn setzt man in der ersten Gleichung (5) x^ = T^, x^ = — x^, so 
erhält man 

i (J (;-i)^- (»0 (»«) (•') = (»»■)■, 

also auch: 

(8) N= {»&■)». 

Als eigentliche Quelle dieser Umformungen ist ein Satz über die 
Form # zu betracbteo, nach welchem dieselbe zugleich durch die Form 
J'' U")) 'l'^ erste Ueberschiebung von j mit a, dargestellt wird. Es ist 
nämlich, indem man —j^U')* f^r a einfahrt: 

V 0*«) = -jV 07) (//)» 

Die Ueberschiebung vou« mitj giebt die Form 
&, nur mit entgegengesetztem Zeichen. 
Daher 

(»»•)■ = 07)' ü«) (/ «1 = (. «)■ - N. 

Dass aoBserdem 

folgt direct aus der Theorie der Formen zweiter Ordnung, welches 
auch ( und t seien (§ 57. am Ende). 

Schwieriger ist die Aufgabe, auch M durch A, B, C auszudrücken. 
Man gelangt zu ihrer Lösung mittelst einiger Hiltssätze. Der erste 
derselben heisst: 

Die dritte Ueberschiebung Ton f aber j ver- 
schwindet identisch. 
Es ist nämlich diese Ueberschiebung 
{jafaj, 
oder wenn man tüi j den Ausdruck —{bi^hi^ setzt: 
- {bir (baYaJ = ^{ab)' la,* {hij*-bj (ai)'! 
= i{ab)*u\a^(bi) + bAai)\ = (ßbya.ibi)i, = [ii)t.i., 
was identisch Null ist, wie zu beweisen war. 

• W^en dieses Satzes kann man jedes Glied , in welchem der sym- 
bolische Factof (jo)' vorkommt, als identisch verschwindend Obergehen. 
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Der zweite Hilfssatz bezieht sich auf dfe zweite UeberschiebuDg 
iron f über r. Diese Form 

kommt in der Tafel nicht vor. Da sie vom Grade 7 und der Ord- 
nuiig 3 ist, so kanu sie sich nur aus den Formen j, {j?,f)i, i, r, 
a, ß, A zuBammeasetseu. Doch sieht man sogleich, diiss zu (i*,/'Jt» 
T, ß keine Formeu czistiren, welche, mit ihnen multipUcirt, jenen 
Grad und jene Ordnung geben. Es bleiben also nur die Producte 
Aj, iu, welche diese Eigenschaft besitzen, mithin muss eine Oleicfaong 
der Form stattfinden: 

(9) CoT)'o,' = p.^; + 5..'., 

WO p, q reine Zahlen sind. 

Schieben wir diese Gleichung dreimal Über f, so verschwindet 
nach dem vorigen Uilfssatze das erste Glied rechts und man erhält: 

(a t)« {abf 6,* = 3 . (ib)* (a h) hj, 
oder 

3 ■ 0«)JV= i («6)» ((ar)» V - {hr)'a,^ 
= ^iabyr,[{aT)b, + {bx)a.^ 
= {a b)* iaz) b, t^ = (ir) », t, = *. 
Hier ist nur nach den früheren Sätzen der Ooefgcient von q links 
gleich — #; es bleibt also 

,— 1. 

Um sodann p zu finden, schiebe ich i zweimal Über die Gleichung 
(9). Links kommt dann 

was nach der Theorie der cubischen Formen identisch verschwindet; 
rechts aber erhält man 

0_j,40i)'>'. + |((!>')'«- + 2CiO(«0i-l- 
Nun ist (ji)*ix^~a imd 

2(*0(a.')i, = CJ0[C«0«--(«t)*%] = (»>Y«- = ^«- 
Daher geht die Gleichung über in 

Os=^pAa-\-^gAa, 
oder man hat 

Die zweite Üeberschiebung von f über z hat 
den Ausdruck: 
(10) ia,)'a.> = -iAJ-ia. 

Um nun die gesuchte Invariantenrelation zu Snden, sohieben wir 
diese Gleichung zuerst zweimal über j und erhalten: ' ~,^,-,n|p 
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ia^f (ajy a.ü = - * ^t - J [(yV «,>, + 2 (ij) («j) i^ül 
Diese neue Gleichung schieben wir ann zweimal Ober t. Dünn 
ergiebt sicli 

(ary{aj,*{ai)ai) = -\AB-\\-{uiy-\-2ii)){a3){ii)(3x)\. 
Das dritte Glied rechts verschwindet, weil es durch Vertauscbung 
TOD i mit 1* das Zeichen wechselt ; das zweite ist -g- ■ Rechts aber 
steht.- 

(ö ty C«j-)» (fl . •)(>.■) = (a t) («j)' (« [(«0 Ot) + (aj-) (r •■)]. 
Das zweite Glied ist auszulassen, weil es den Factor (aj)* besitzt; 
das erste wird, weil j' = — (aj)*«,': 

(aT) {ajy* {aiy- (jt) = - (Jr) 0"t) (/»» = - {tt)* = -C. 
Und mau hat daher die gesuchte Relation ausgedrückt durch die 
Gleichung: 

(11) SC+M=2AB. 

In Folge dieser Gleichung bann man, wie auf S. 278 erwähut, 
auch G an Stelle von M als fundamentale Invariante benutzen. 

1 16. Foraiens;B(«m der Formen seclister Ordanng. 

Bei den Formen sechster Ordnung sind von der vierten Ordnung 
nur dieselben Formen herOberzunehmen , wie bei der fQnften, nämlich 

(1) /■-= ö/, H= (ab)* aj fc,*, T= {abf (cb) a^* bj c,»; 

denn 

j = {abf (ac)* (fcc)' aJ^J cj 

geht wie dort in die Form (§ 73.) 

3 = — (fl by (a c) {b c) a, &, c,* 
Ober, welche wie 

i = {abynjbj 

den symbolischen Factor (ab)* enthält. 

Die Formen zweiten Grades, welche von niedrigerer Ordnung als 
/"sind, werden hier: 

(2) i = {ab)*a^b^% A = {aby. 

Die biquadratische Form i veranlasst sofort die Bildungen 
A = (»" ty i,* ^V , B = {i »"")*, 

(3) T=(.'0»(rOt,»%*iV, 

c'=(iiy(.v7(r,T. 

Die sämmtlichen Covarianten und Invarianten von / 
bestehen also aus den Formen (1), (2), (3) un.d aus Ueber- 
schiebungen von Producten f' Hfl Tr über Producte »"■A'Tf^ 



284 Sechster Absclinitt Endticbkeit 

Aber das System von Formen, welches man auf diese Weise er- 
halten wOrde, wäre sehr gross, und enthielte eine Menge fiberflQssiger 
Formen. Die mOhsamen und wenig interessanten Reductionen, welche 
n5thig sein würden, um alle diese überflOssigen Bildungen auszu- 
scheiden, kann man mittelst einer Betrachtung umgehen, welche 
gewissermassen eine fortgesetzte Anwendung derjenigen Frincipien 
enthält, die zum Beweise der Endlichkeit des vollständigen Formen- 
systems führten. Der Vorzug der Einfachheit, welchen die ent- 
sprechende Untersuchung bei den Formen fünfter Ordnung besass, 
rfihrte wesentlich daher, dass dem System f Hf T* nur das Formen- 
system einer quadratischen Form i, also nur Potenzen einer Form 
gegenüber gestellt wurden, während hier anch das zweite System 
ir ^9T' einen verwickeitern Charakter hat. Man kann nun folgenden 
Weg einschlagen, um hier ähnliche Vortheile zu erreichen, wie sie 
bei den Formen fünfter Ordnung eintraten. Man vermehrt das System 
ff H, T um einige Formen; zeigt dann aber, dass alsdann olle Bil- 
dungen durch Ueberschiebungen von Prodncten dieses erweiterten 
Systems über Potenzen einer quadratischen Covariante / entstehen, 
welche in den Coefficienten von f von drittem Grade ist. Indem 
man also das zweite System nicht mehr aus den Covarianten zwei- 
ten Grades entwickelt, sondern auf solche vom dritten Grade ein- 
geht, muss man allerdings das erste System, welches sonst nur die 
aus der vierten Ordnung herübergenommenen Formen enthielt, erwei- 
tem; aber dieser Umstand wird bei weitem durch den Vortheil über- 
wogen, dass das zweite System dann wieder unr aus einer einzigen 
quadratischen Form besteht 

Um die in Frage stehende Betrachtung durchzuführen, ist es 
nöthig, einen ganz ähnlichen Gang zu verfolgen, wie in dem all- 
gemeinen Beweise. Zur Vorbereitung aber moss ich einige Sätze an- 
geben, welche sich auf gewisse Eigeiischaften von i bezieben. Es 
sind folgende: 

1. Die dritte Ueberscbiebung von f mit i ver- 
schwindet identisch. 

Man hat nämlich 

(c if c/ i, = (a hy (c a)» {c b) cj i^ 

= (afr)» (CO)* (c6) c/ b^ \{ac) ft, + (cb) 0,1- 

Beide Theile dieses Ausdrucks verschwinden, der erste, weil er 
bei Vertauachung von h mit c, der zweite, weil er bei Vertauscbung 
von a mit b das Zeichen ändert. 

2. .Die biquadratische Covariante von i setzt 
sich ans dem Froducte A.i und aus der zweiten 
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Ueberschiebung von f mii der einfachsten quadra- 
tischen Covariante 

i = («»)*«*' 
zusammen. 

Nach dei Identität (III) dea § 15. ist uämlicb: 

- 2 (aby {biy o.» »,« - 2 (at)* (bi)* aj &,»| , 
oder 

(4) = ^.» + 2(aO'«**-4((ifc)*(a*')'6-*«/-2(aÄ)M«»y(60*ß-'V. 

Die letzten beiden Glieder dieser Gleichung kann man nun anders 
ausdrücken. Schieben wir f dreimal Aber die nach Satz 1. rerscbwin- 
dende Covariante {aifOf^ix, so erhalten wir 

= (aty\(,ab)U^b:,^ + 3l,aby{ib)a^bJ\i 

oder wenn im ersten Theile a mit b vertauscht, sodann aber das 
Froduct (ai) {bi)a,bx mittelst der Identität (II) § 15. umgeformt wird: 

= 1 (a by J"x* t (a »? V + {b 0» a,* + {ai} (6 i) o, 6^ } 

- 3 (at)» (a6)* i/ (oi) {Z-O a^ fc^ 
= ^{ab)*iJi3{atrbJ-^{ab)UJ\ 

- i (ai)* (ß by bj [ (oi)' *-' + (6 0* fl/ - (o6)* i^' I 
oder: 

(5) 0=3 («6)* («»■)* Vt**-4^-H'ö)*ft«* 

-|(flt)»(&0*(a&)*«:r»6,». 
Fohren wir hieraus den Werth des letzten Gliedes in die Gleich- 
ung (4) ein, so erhalten wir nach Divison mit 4: 

(6) = ^ + (a t)^ a,* - 2 (a 6)* (o 0* br' iJ. 
El ist endlich 

A = (ity ü* *V = i {ab)* \{ai)* ft,» + 2 («1) (h.-) ö, 6,) ».% 
oder, wieder mit Anwendung von § 15. (II) : 

A = ^ {aby 13 (ai)' V - {abf ij\ ij, 
also 

(7) {«&)M«'?V'-* = A + ^'. 

Fuhrt man dies noch in (6) ein, so hat man die gesuchte Be- 
ziehung : 

*' =0, 

i:q,t7edi>G00t^lc 
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Term^e deren A sich durch Ai und durch die zweite Ueber- 
schiebnng von f über l ausdrückt. — 

Entwickeln wir nun die Anwendung, welche diese Formet auf 
die Theorie der Formen sechster OrdauBg gestattet. 

). Es war der Ausgangspunkt fGr die Aufstellung des vollstän- 
digen Systems, doss alle Formen desselben, abgesehen von A, durch 
Ueberschiebungeu der Covarianten von t über Ausdrücke der Form 
f« H? Ty entstanden. Nun zeigt sich aus (8), doss bis auf Glieder, 
welche die CoefGcienten von l enthalten, die erste Covariante A von 
i auf i zurückfahrt. Schieben wir (8) einmal über t, so zeigt sich, 
dass die zweite Covariante T von i geradezu nur aus Termen besteht, 
welche die Coefficienten von l enthalten. Lassen wir also Terme, 
welche die / enthalten, jedesmal aus, so bleiben nur Ueberschiebungen 
von Potenzen von i mit f'S^Tf übrig, welche man zu bilden hat. 
Auch von den Invarianten von i braucht man die erste, B, allein; 
denn nach der Theorie der Formen vierter Ordnung drückt sich C 
durch (^i)* ans, und dieses wiederum kommt nach (8) auf AB und 
Glieder zurück, welche CoefGcienten von l enthalten. Man kann daher 
sofort den Satz aussprechen: 

Jede Covariante oder Invariante von f ist bis 
auf Glieder, welche die Coefficienten von l enthal- 
ten, eine ganze Function von 

(9) f, ä, T, A, i, B 

und von den Ueberschiebungen von Potenzen der 
Covariante i über Ausdrücke der Form fHfiTr. 

Da im früher entwickelten vollständigen Systeme, aus welchem 
dieser Satz mit Hilfe von (8) sich ergiebt, nur solche Ueberschiebungen 
von Potenzen der Covariante i über ("H^T"* auftraten, welche kein 
zerfallendes Glied enthielten, die übrigen aber durch Theile (im Siune 
des § 70.) ersetzt werden durften, so gilt dasselbe auch hier noch. 
Zugleich können wir hier alle Bildungen auslassen, welche etwa dos 
Symbol l enthalten sollten. Dies tritt z. B. ein . bei allen Ueber- 
schiebungen, welche den symbolischen Factor iflif enthalten; denn 
diese enthalten die Coefticieuten der Form 

Während nun aus dem Verschwinden der Covariante (ai^a^r^v folgt: 

(oi)» o/ i, + 3 (« 0' a^* ßj <x = 0, 
hat man andererseits: 

(ö if a^ t, — (a if a^ a j i, = (a if a^ [3;y) = l (a: u] 



''too^\ 



c 
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(«»?«■-' »V = -4 (^y)- 

Die CoefEcienten des Ansdnicks links setzen sich also aus deu 
Coefficienten von l zusammen, nnd demnach, kann jedes {nf)' enthal- 
tende Glied ausgelassen werden, sobald es sich nur darum handeU, 
die Formen his auf Glieder zu bilden, welche die Coet^cienten vou 

1 enthalten. 

2. Entwickeln wir zunächst die übrig bleibenden Ueberschiebungen 
von »* Ober f'MP Tf. Da H von der achten, T von der zwölften 
Ordnung ist, also die Ordnungen beider durch die von > theilbar sind, 
so braucht man nur Aber H und T einzeln Potenzen von t zu 
schieben, da sonst immer zerfallende Glieder erzeugt werden können. 
Dagegen muss man t' ansserdem über f und f* schieben, denn erst 
die Ordnung von f* ist durch 4 theilbar. 

Aber wenn man i oder eine Potenz von i mehr als zweimal fiber 
eine der Formen 

oder über eine Potenz von f schiebt, so entsteht immer ein Glied, 
welches den symbolischen Factor [ai]^ hat. Demnach sind Oberhaupt 
nur beizubehalten die Ueberschiebungen: 

% über f, ein- und zweimal; 
(10) i über H, ein- und zweimal; 

i über T, zweimal. 

Die erste Ueberschiebung von i über T füllt aus, weil T Functioual- 
determinaute ist. 

Aber auch vou den Formen (10) kann man die beiden letzten 
noch als fiberflüasig nachweisen. Die zweite Ueberschiebung von H 
mit i kann ersetzt werden durch das Glied 

für welches man noch der Identität (ITI) % 15. die Gleichung hat: 

2 (ö &)» (a if ij a,« 6,* = a,* K* [ \ (a 6)* t,* + (« i)* K* - (a i)* (J 1}* aj bj]. 

Von den Termen rechte ist der erste Ji*, der zweite l.f, der 
dritte wird nach (5), (6) auf A.i und Tenne, welche das Symbol l 
enthalten, zurückgeführt. Dieses Glied und damit die ganze Ueber- 
schiebung ist also auszulassen. 

Da, wie oben bemerkt, die dritte und vierte Ueberschiebung von 
i mit H aoBsnlossen ist, so folgt, dass die Formen 

1: ll fl ; vjOOQIL 
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also äberbanpt alle den ajmbolischea Factor {Hif und kein weiteres 
Symbol- enthaltenden Formen bis auf Glieder, welche das Symbol 
l enthalten, durch 
(12) S, A, i 

ausgedrückt werden können; T, (JBi) S^^ i/ uuä (Ti)* Tt"*i,^komvaen 
dabei, als ron zu hoher Ordnung, nicht in Betracht, f, B und die 
beiden üeberachiebuugen {ai)at^ii und {atfax'ii^ nicht, weil keine 
Combination der Formen (9), (10) existirt, welche, mit jenen multipli- 
cirt, Ordnung und Grad einer der Formen (11) haben könnte. Die 
Formen (II) aber haben nach g 31. Satz 6. die Eigenschaft, dass alle 
das Symbol [Si)* enthaltenden Bildungen sich durch üeberschiebungen 
mit ihnen darstellen lassen. Dies fQhrt zum Beweise dafQr, dass die 
letzte der Formen (10) ebenfalls überflQssig ist. Sie kann, da 
T={aH)aJ' Rx', ersetzt werden durch den Theil 

Es ist aber, wenn ^ = {ffiyHx*ix* gesetzt wird: 



also 



e (Bii* HJ *,» .ff, + 2 {Hi)' HJ i, j, = 8 <pj' y, 
[Hzy £■/ f/ H, - {Hi)* MJ (, i, = (Sir -öx' i.dfx), 

(Hty HJ- ij 3, = ¥>,' <p, + i (Eiy HJ ix . (yx). 



Setzt man nun y, = — a,, y,= a, und multiplicirt mit a/, so ent- 
steht links der gesuchte Ausdruck ; rechts ist das zweite Glied nach dem 
Obigen bis auf Terme, welche das Symbol l enthalten, das Product von 
fnät einer Combination der Formen (12), das erste aber die erste Ueber- 
Bchiebong von f mit ip. Dieses Glied muss sich also aus den Grasen 
(12) und aus ihren ersten Üeberschiebungen mit f zusammensetzeu. 
Aber die letzteren fuhren auf T und (a i) a^^ tj,', also auf schon bekannte 
unter den Formen (9), (10). Das an Stelle von {aH)aJ'H^ gesetzte 
Glied ist also durch die anderen Formen bis auf Terme, die das Sym- 
bol l enthalten, darstellbar, und kann demnach ausgelassen werden. 
So kanil man jetzt folgenden Satz aussprechen: 

Jede Covariante oder Invariante von /"ist bis 
auf Glieder, welche das Symbol l enthalten, eine 
ganze Function von 

(13) f, H, T, A, i, B, (ai)a^H/, {aiya/ij, {IIi)HJ'i^\ 
3, Man knOpft nun laicht hieran den Beweis des Satzes: 

Jede Covariante und Invariante von f ist eine 
ganze Function der Functionen (13), der Fo»m (, 
ihrer Discriminante At/ = (ll'y, und d-er üeber- 
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Schiebungen von Potenzen yon l Ober Producte der 
Formen (13). 

Ein Glied, welches das Symbol l enthält, kann nur den Factor 
Ali haben oder durch Ueberschiebung von / über eine Form niederu 
Grades entstanden sein. Nehmen wir nun au, der fragliche Satz sei 
bis zu Covarianten und Invarianten (fw — 3)*"" Grades bewiesen. Er 
gilt dann auch för Formen m"° Grades, wie jetzt gezeigt werden 
soll. Es besteht nach dem Gesagten jede Govariant« oder Invariante 
wi"" Grades aus drei Theilen: 

1) aus einer ganzen Function der Formen (13); 

2) aus einer Form (»t — 6)"° Grades, multiplicirt mit Au; diese 
Form hat die im Satze angegebene Form nach der Voraussetzung; 

3) aus Ueberschiebungou von l über Formen (m — 3)'*° Grades. 

Da letztere nach der Voraussetzung die im Satze angenommene 
Form haben, so zerfallen die unter 3. angegebenen Terme wieder in 
drei Classen: 

1) Ueberschiebungen von l über Producte der Formen (13); 

2) Tenne mit dem Factor A„; diese beiden Classen haben, die 
erste der 'Definition, die zweite der Voraussetzung nach die iui Satze 
angegebene Form; 

3) Ueberschiebungen von l Ober Ueberscliiebuugen , bei denen 
Potenzen von l Über Producte der Formen (13) geschoben sind. 
Aber diese kann man nach § 31. auf Ueberschiebungen derselben 
Producte über Covarianten von l, also auf ÄusdrQcke zurückfahren, 
welche theils den Factor An haben, theils Ueberschiebungen von Po- 
tenzen von l über Producte der Formen (13) sind. Alle diese Äus- 
drQcke aber haben die im Satze angegebene Form. 

Es ist also nur noch zu zeigen, dass für tn = l, 2, 3 der Satz 
richtig ist. Da aber jede Govariante oder Invariante von einer ganzen 
Function der Formen (13) sich nur durch Terme unterschied, welclie 
das Symbol l enthalten, welches eine Form dritten Grades reprüsen- 
tirt, so können solche Terme bei den Covarianten und Invarianten 
ersten und zweiten Grades überhaupt nicht, bei denen dritten Grades 
nur durch die Form { reprUsentirt auftreten, womit denn der Satz 
bewiesen ist. 

4. Statt der im vorigen Satze angewandten Ueber- 
schiebungen kann man TheÜe derselben benutzen. Diese 
Theile müssen nur, analog der in § 70. gegebenen Definition, so 
gebildet werden, dass das Symbol l niemals in andere Symbole auf- 

CUb.ch. Th«,!. d« bü..r™ ,lg.b,. Fo™... 19 CnOOgIC 
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geißst wird. Der Beweis wird wie der entsprecheade in § HK geftlhrt. 
^s wird gezeigt, dass, eine bestimmte AnordnuDg der Ueberschiebungen 
(die nullten eingeschlossen) vorausgesetet, die Differenz zwischen einer 
Ueberachiebung und einem ihrer Theile stets durch frühere Formen 
ausdrßckbar ist. Die Anordnung geschieht 

1. nach dem Gesammigrade a; 

2. nach dem Grad ß, soweit er von den Formen (13) herrQhrt; 

3. nach der Hohe y der Ueberschiebung. 

Wir setzen den Satz als bewiesen vorans bis zu einem gewissen 
Wertbe von a exclusive, bei dienern Werthe von a bis zu einem ge- 
wissen Werthe von ß exclusive, bei diesen Werthen von a und ß bis 
Zu einem gewissen Werthe von y esclusive, nnd beweisen, dasa er 
dann auch für diesen Werth von y gilt. 

Die zu betrachtende Differenz zwischen der y*"^ Ueberschiebung 
und einem ihrer Theile drflckt sich nach §53. durch niedere Ueber- 
schiebungen von Formen, welche nur die Symbole der Formen (13) 
enthalten, ober Formen aus, welche nur Symbole von l enthalten. 
Letztere sind Au oder Potenzen von l. Tritt An vor, so bleibt der 
andere Factor eine Covariante niederen Orades, and fQr die in ihr 
auftretenden Ueberschiebungen gilt also der Sat« Het Annahme nach. 
Hat man es dagegen mit der Ueberschiebung einer Potenz von l 
Ober eine niedere Form zu thun, so ersetzt man diese, dem vorigen 
Satze nach, durch eine ganze Function der Formen (13) und durch 
Theile, welche das Symbol l erhalten. EHe Theile der Ueberschiebung, 
welche von der ganzen Function herrühren, gentlgen also den For- 
derungen des Satzes der Annahme nach, weil die Ueberschiebung eine 
niedere ist; die anderen Theile, weil sie höhere Dimensionen in den 
l, daher niedere in den Formen (13) haben. Alle Theile der Differenz 
gentlgen also den Forderungen des Satzes, wie zu beweisen war. 

Da der Satz ftlr die ersten drei Grade offenbar richtig ist (denn 
für sie existiren noch keine Ueberschiebungen der behandelten Art), 
so ist er überhaupt richtig. 

5. Aus dem vorigen Satze folgt nun sofort, dass man nur die- 
jenigen Ueberschiebungen von Potenzen der Oovariante t über Fro- 
ducte von Formen (13) beizubehalten hat, welche keine zerfi»Ilenden 
Glieder haben. Da { quadratisch ist, alle Formen (13) aber gerader 
Ordnung sind, so braucht man demnach nur Potenzen von l über die 
einzelnen Formen (13) zu schieben (vgl. §56.). Es entstehen so 
folgende Ueberschiebungen, bei welchen nur die ungeraden Ueber- 
schiebungen über Functionaldeterminanten, dem am Ende des § Ö6, 
bewiesenen Satze entsprechend, schon aasgelassen sind:, ~ ■ 

^ ' B ^ Cooglc 
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(2^-1)" und 2if*» von ^ über/", p=J,2,3; 

7, « o n S, p= 1,2,3,4; 

2p" n » » 2*, j = l,2,3, 4, 5, 6; 

(I) (2e-l)" und 2pW , B n », *=1,2; 

2(»" „ „ „ {a»)a.fti,>, (.= 1,2,3,4; 

(2<.-l)» nnd ae" „ „ „ {ai)^a/i,', (»=1,2,3; 

2p" „ „ „ lHi)H^'<iJ>, p = l,2,3,4,5. 
Au Stelle jeder dieser UeberscUebungea kann mau auch einen 
Theil derselben setzen; man sieht daun, dasa sehr viele dieser Formen 
noch dberäüssig Bind. 

I 77. Bednction des Sjatems der ans einer Form Beekstea Grade« 
enU|>riiiKenden Blldonsen. 

Man kann zeigen, dass folgende Ueberschiebungen sieb aus nie- 
deren Formen zusaounensetzen : 

1. die zweite Ueberschiebung tod H mit f; 

2. die zweite Ueberschiebuug von j) = (ai)* a^* i^' mit /; 
, 3. die vierte Ueberscbiebung von i mit P, 

Hieraus folgt dann, dass ausser diesen noch eine grosse Zahl der 
unter (I) aufgefDbrten Formen auszulassen sind. Man beweist zunächst 
leicht den Satz: 

Wenn eine Summe von Producten einer Anzahl 
Ton Formen, unter denen sich keine lineare befin- 
det, ein- oder zweimal über eine quadratische Form 
geschoben wird, so entsteht wieder eine Summe von 
Producten. 
FOr erste Ueberschiebungen ist dies an und fOr sich klar. Bei 
den zweiten aber entstehen ans jedem Producte gi . ir einerseits Terme, 
welche einen der Factoren 9), ir und die zweite Ueberschiebung des 
anderen Ober l zu Factoren haben; uidererseits Terme der Form 

was durch die identische Gleichung 

in: 

also in ein Aggregat Ton Producten Qbergeht, wie zu beweisen war. 
Da in der vorliegenden Untersuchung immer nur Formen gerader 
Ordnung auftreten, so tritt die im Satze erwähnte Ausnahme hier 
, niemals anC ,- ■ 
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Aue diesem Satze folgt, daas die höheren üeberschieljungen von 
H mit Potenzen von l ausgelassen werden können. Denn dieselben 
haben die symbolische Form: 

(Hlf {Er) HJ f„ (fl/)» {Riy H^\ 

{Elf {HV) [HD fl," r„ {Elf {Hiy {Ery ej' 

et«. 

Von diesen entstehen die ersten aus Ueberschiebung von l fiber 
die Form {Et)* EJ', welche, wie weiterhin gezeigt werden soll, 
zerlallt, und sind demnach selbst Summen von Producten; die 
folgenden aus Ueberschiebung von l über die zerfallende Form 
{Elf {Ety EJ" u. 3. w. 

Ganz ebenso ist es mit den Ueber Schiebungen der Potenzen 
von l Ü\iQr p=(aif aa* ix^\ auch diese kftnnen, indem (pZ)'^^* zer- 
fallt, bis auf die erste ansgehtssen werden. 

Aber auch für die Ueberschiebungen von / mit 

T=iaE)aJE^\ S = (Ki) Ä,' ;,» 

lässt sich dasselbe zeigen. Man kann nämlich die zweiten Ueber- 
schiebungen von T und S mit l durcli die Theile 

r = (aE) a,s {El)^ E^^, S" = (Ei) ij (El)* E^^ 

ersetzen; und da dieses nichts anderes als die ersten Ueberschiebungen 
von f und t mit der zerfallenden Form [El)^ E^ sind, so können sie 
ausgelassen werden. Nun darf man aber ferner die vierten Ueber- 
schiebungen von T und S mit P durch die zweiten von l mit T' und 
S ersetzen, die sechsten von T und S mit P durch die vierten von P 
mit X' und S etc., so dass man lauter zerfallende und auszulassende 
Formen erhält. Diese Ersetzbarkeit ist nicht ohne weiteres klar; 
denn mau darf im Allgemeinen nicht Ueberschiebungen durch Theile 
ersetzen, bei deren Bildung Sjmbole, wie die von T', S, benutzt 
werden, welche die Symbole der über einander zu schiebenden Systeme 
jhier l einerseits und die Formen (13) andererseits] gemischt enthalten. 
Dass es hier erlaubt ist, die Formen in der genannten Weise zu er- 
setzen, sieht man an einer derselben folgen der massen ein; bei den 
andern ist es genau ebenso. 

Die vierte Ueberschiebung von T mit P kann durch die Theile 

r, = (aE) {Etf{EVf aj- fl"/, V.,= {flE) {Elf {Hf) {aV)aJ EJ etc. 

beliebig ersetzt werden. Diese Ausdrücke sind aber auch zugleich die 
Theile der zweiten Ueberschiebung von T' über /, und zwar kommen 
unter den V sämmtliche Theile derselben vor, wenn T' in der sym- 
bolischen Form ' , ,- I 

i:.,i ..-1 ,G00t^lC 
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gegeben wird. Daher ist 

wo 
oder 

(T-i)' T'j = r, + (r, - r,) «, + (r, - rj «, . . . . - 

Da nun die Differenzen der T durcli frllhere Formen (im Sinne 
der auf S. 2!K) getroffenen Anordnnng) ansdräckUar sind, ao ist 
auch r, oder die Ueberscliiebung, welche T, vertritt, durch die zweite 
Ueberschiebung von T' mit l ersetzbar, was zu beweisen war. Dasa 
für die folgenden Ueberschiebungen dasselbe gilt, liegt auf der Hand; 
ebenso ist es mit den aus S entstehenden Bildungen. 

Es kommt also nur noch darauf an, das Zerfallen der Formen 

[HirHj, ipD*p.\ (.'OMtn* 

nachzuweisen. 

1. Die Form {Hiy H^^. Entwickeln wir nun nach den For- 
meln am Ende des §8. den Ausdruck {aby aj* bi* by^, so erhalten wir 

{aby a^* hj ly" =^J'<p + i{xy)^j{> + it i^vY X> 
wo 

,, = {ahf a,^ h^* = H, ^ = | {abf o,> 6^» = 0, 

{« fr)' a/ bj b,' = S.« fl,» + 1 ixyy . i. 
Setzen wir nun j/|=Ij, y^ = — l^, so wird ans dieser Gleichung: 

(1) H/ {Hiy = (aby aj' bj ibty -Jfi.l. 

Aber der Terra (ofr)*aj'6.c'(Ä/)' ist die zweite Ueberschiebung 
von f Ober die Covariante [biyhx*, welche nach § 76. (8) den Aus- 
druck hat: 

(biyb^*=2A+-^. 

Daher wird auch nach (1): 

(2) fl,» (Hl)' = 2 (A ay A,» aJ + ^Ap~^il 
Es bleibt der Term (Aaj^Ax^a,* zu untersuchen. 

Zu diesem Zwecke entwickeln wir znnächsi nach der Tafel des 
§ S. den Ausdruck (ii')ix'i's^ und erhalten 

wo 

^ ■* ' . ■' I ,' .1 Cooglc 
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80 dass endlicfa: 

(iO ij .-,' - 4 («jj A.,' A,> + j (xyT- 

Setzt man hierin ^1 = »^, ^1 = — a, und maltiplicirt mit a^', so 
hat man: 
(3) . (i.-)(»0'i,««-' = }CaA)'A,>o/ + ?f. 

Aber der Ausdruck links entsteht aus 

wenn man darin Pi = i'f, y} = — i", setzt und mit tV multiplicirt. 
Da nun, wie in § 73. bewiesen wurde, die Form (ai'J'dx'tx identisch 
verschwindet, so erhält man mit Anwendung der Tafel des § 8. : 
CaiJ» d,» tj = $ ixy) . (ai)* a,» = ^ ( . (xy). 
Man hat daher durch die angegebene Operation: 

Aus (3) findet man also, indem man den Werth des Ausdrucks 
(4) einträgt: 

(5) {aü)^AJa,* = -'-^^^, 

und hat daher aus (2) die gesuchte Darstellung: 

(6) HJ {Hl)' = ^Pg-^^ - f i l. 

2. Die Form (pl^p^*- Nach der Tafel des § 8. hat man: 

iai}*aJä^'i^*=J^ip + i{xy)Jp + ^{xyyz, 
wo 

also 

Setzt man bierin j/i = ^, !/s = — ^i, so wird: 

(7) (oi)' «.> (o !)• i,' = (p Vp.' + A !■• 

Die linke Seite ist die zweite Ueberschiebung von t mit 

und indem man dies in (7) einträgt, findet man: . 

(?!)'!>«*■= 2 (•A)'i,'A,'+---AI'- , 
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Endlich weiss man nacb der Theorie der biqaadratischen Formen 
[§40. (8)), dass 

Daher wird endlich die gesuchte Formel: 

3. Die Invariante (iO'C'O*- 

Aus der Tafel des § 8. erhält nian die Formel : 

Setzt man darin ^1 = /^, ^3— — 'i> Si^f», yi — —^i> 80 er- 
giebt sich 
(») iab)*iat)'[brr = {il)'(ir)* + ^A.At>. 

Hier steht rechts die gesuchte Form, links die vierte Ueber- 
achiebung ron 

Aber sich selbst, also: 

Nach der Theorie der biquadratischen Formen ist 

taA-j'=f, (iÄ)'-C, 

80 dass (9) in 

(10) ^il)•'^ir)»^iB* + iAC + iA*B-iAAu 

Qbergeht. Hierdurch ist eine Zerlegung unserer InTariante in niedere 
Formen schon gegeben; um sie durch möglichst wenige Bildungen 
auszadrQcken , muss man noch auf j4jf surückführen, was oben schon 
als möglich angedeutet wurde. Die Formel für diese Reduction, 
welche wir später brancheu, mag hier gleich gegeben werden. Schiebt 
man nSmlich i viermal über die Gleichung 



(ß/j'a^' = 2Ä+: 



links steht aber nichts anderes als An, und man hat also die Be- 
ziehung 
(U) Ait=-ZC+^AB. 

i:q,t7edi>COOt^lC 
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Die Formel (10) nimmt hierdurch die einfachere Gestalt au: 
(12) (.■0'(iO'=}C-B' + -lC). 

Das ganze vollständige System der Form sechster Ordaun); besteht 
nunmehr aus 26 Bildungen , welche man in der folgenden Tafel zu- 
sammenfassen kann, in welcher die Höhe der Ueberschiebungen immer 
durch den beigesetzten Index angezeigt wird: 
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1 78. Vie Invarianten und die «luadratlechen CovarlantCD der Furiuvn 
sechster Ordnnii;. 

* Ich werde jetzt die sechs quadratischen Covarianten nälier unter- 
suchen, wobei denn zugleich die Invarianten beliandelt werden müssen. 
Wenn mau, von l ausgehend, successive die quadratischen Cova- 
rianten bildet: 

(1) m={il)'i.', n~{ivi)'i.', 3 = (;»)■,:,■..., 

SO gelaugt man zu einer Reihe von Ausdrucken, von denen der erste 
in der Tafel vorkommt, von denen der zweite an Stelle der vierten 
Ueberschiebung von f Ober f gesetzt werden kann, und von denen 
die übrigen die bemerkenswerthe Eigenschaft haben, aus l, m, n auf 
sehr einfache Weise linear zusammensetzbar zu sein. 

Goo»^ Ic 



Was zuuächst die Ersetzung Ton {al)*{atya^^ durcb n anbetrifFI, 
80 folgt aus der oft benutzten Gleichung 

indem mau dieselbe zweimal über l schiebt: 



Mau kann also («(}* ("O*"** 'P ''^'" Tafel durch (Al)^ AJ er- 
setzen. Da sodann aber, nach einer schon oben benutzten Formel 
aus der Theorie der bi quadratischen Formen (§ 40. (2)] 



= AJ Ay* + -^ (xy)'' , 
j = — i[ setzt : 

{iiyiJ(i'l)' = {im)H,'' = n = AJiAl,' + -. 



2^- 
80 folgt, indem man yi = l^, ya = — ?i setzt: 

■ 2 ' 
d, b, Ax'(A/)' ist durch n ersetzbar, was zu beweisen war, 

Führen wir also l, m, n als fundamentale quadratische Uovarian- 
ten ein. Die Übrigen in der Tafel enthalteneu sind dann durch dqi'en 
Fuuctionaldetermiaanten ersetzbar. Es ist nämlicli erstens: 

Sodann kann (f, P)^ als erste üeberschiebung von (f, P)^ mit / 
betrachtet werden. Da nun (/', i-\,, wie soeben gezeigt, bis auf Glie- 
der von der Form Bl und Am durch n ersetzbar ist, so iat auch 
seine erste Üeberschiebung mit 2 bis auf ein Glied von der Form 
S . (mj) mi li , also überhaupt, durch {nl)nil^ ersetzbar. 

Endlich ist nach den allgemeinen Regeln die Form ((/^, j f)« 
also die sechste tiebersehiebung von {ai) a^^lx^ mit P, durch das Glied 

ersetzbar. Dieses aber iat die erste üeberschiebung von (i/J^V^m 
mit l((rj'(«rj*Oi*; und da letzteres sich von n nur nm Terrae Bl, 
Am unterscheidet, so ist auch der obige Ausdruck von (ntnjn^m^ 
nur um einen Term der Form A.(ml}mrlx verschieden und kann 
also durch (m/»)«, m, ersetzt werden. 
Bilden wir nun die Covariante 

q = [iny //- {i/7 {i'my u={iiy {J'iy {ny ij. 

Nach den Formeln der Tafel des § 8. ist 

(ii-). (.-.-)' i,'.-V=.^?. „„„„„Google 
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WO 

,p^ii ty (^ iy ,'V u» = ^ [§40. (7)0 

^, = (ity(fty(ii-y =c, 

alao 

(■■.-)'(i'n*y>",'=45-i-';.'+ic. («!,)■. 

Setzt man Dan iti = h, yt^—l^t so wird hieraus: 

(2) q^iBm + iCh 

Bemerken wir, doss wir bei Ableituiig dieser Formel von Aea 
Eigenschaften der Form l gar keinen Gebrauch gemacht, sondern den 
Beveis lediglich aaf das Gesetz der Bildungen (1) gestützt haben. 
Die Formel (2) gilt also nicht nur fQr die Formen l, m, q, sondeni 
für je drei Formen der Reihe (1), welche ahuliche Stellungen zu einan- 
der einnehmen. Und so darf man den Satz aussjireclien : 

InderKeibe(l) drQcki sich jede Ovar i ante durch 
die zweit- und dritt vorher gehende mittelst der For- 
met (2) aus. 

Wenn nun die quadratischen Cktvariauteu der Form sechster 
Ordnung mit den aus den simultanen Formen l, m, n hervorgehen- 
den quadratischen Covarianten identificirt werden, so können ebenso 
die höheren Invarianten der Form sechster Ordnung aus den Inva- 
rianten dieses simultanen Systems hergestellt werden, zwischen denen 
dann fteilich Besiehungen eintreten, welche in den Beziehungen von 
/, »I, n zu der Grundform sechster Ordnung ihre BegrGnduDg finden. 

Bezeichnen wir die durch gegenseitige zweite Ueberschiebung von 
l, in, n erzeugten Invarianten durch 

(3) Ä„„ = {mmy A„i=(niy 

A,„ =(ji«y A,„ = {lmy, 

endlich die aus allen gebildete Invanaote ungeraden Charakters durch 

(4) R = -{lm){mn){nl). 

Die Form Au findet sich schon in der Tafel. Die Bildung {f, P)^ 
hingegen, oder 

(ayiatyia-ry 

geht durch zweite Ueberschiebung von l mit {oi)'(of )"«,'' hervor, 
also mit einer Form,<welcbe von n nur um Glieder Am, Bl unter- 
schieden ist. Diese Form kann also bis auf Term A{mt)*, B [It)*, 
also überhaupt, durch 
(6) V = (,nl,' = Ä., 

i;q.i..cdi,tjOOi^le 
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ersetzt werdea. Wenn wir jetzt A, B, C, D, B als die hmdainen- 
talen Invarianteu betrachten, so ist zunächst An durch § 77. (VI), 
dann Aai durch (5) gegeben. Ea ist aber auch 

(nlf = (im)* (j7)* = {mm'y = A„„, 
daher auch 
(6) A„„ = D. 

Ferner, indem man (2) zweimal über / oder m schiebt: 

,7^ (qiy = ii«y {ilf = {"*«)* = ^™- = i BA„, + + CA,, 
^'^ (qmy = (inyiimf=lnnf =A„„ =^BA„^ + iCA„, 

Es ist also nur A„i noch auszudrückeu ; dies aber i^t die schon 
in § 77. behandelte Invariante 
(8) A., = Vt,' {'<■)' -HB' + AC). 

Führen wir also Qberall A, B, C, D ein, so erhalten wir fHr 
diese simultanen Invarianten von l, tn, n folgende Tafel: 

Ai, =2C+isAB A„,=\B{li''+AC)+iC{2C+^AB) 

(9) A^„=D A,, =D 

X„ =^BI)+iC(,B'+AC) Ai„ =i{l^+AC). 

Darch diese drückt sich dos Quadrat von B mittelst der Formel 
§ 58. (5) aus : 

iAii A,„ Alt ] 

(lOJ B»=iL4„, ^,, A„„\. 

\a„, A„„ A„' 

Und R ist zugleich an Stelle der letzten Invariante der Tafel 
((/", ()) '*)8 2u setzen; denn es ist wie diese vom 15. Grade und un- 
geraden Charakters, und kann also da es eine andere Invariante un- 
geraden Charakters nicht giebt, von dieser nur durch einen Zahlen- 
factor verschieden sein. 

Die Gleichung (10) stellt so zugleich die einzige Beziehung dar, 
welche zwischen den Invarianten A, B, C, D, R eintritt. Zwischen 
den A, B, C, D und l, m, n tritt eine Gleichung ein, welche l, m, n 
quadratisch enthält und nach § 58. (9) die Gestalt hat: 
An Am Arn l 

imm -^n m 

Aal An„ AaK n 
l m n 

Durch diese Untersuchungen sind die wesentlichsten derjenigen 
Beziehungen gegeben, von welchen ich spater Gebrauch machen werde. 



= 



dlyGOOt^lC 



Siebenter Abschnitt. 

Typische Darstellungen. 



8 TD. Ueber die Anzahl der Paraiuet«r, toh welchen die IiiTar]»iiten 
nnd CoTarlanleu eines Systems »bhSngen. 

Die vier willkürlichen Grössen, welche eine lineare Substitution 
mit eich führt, kann man itVi Allgemeinen so bestimmen, dass vier 
Coefficienten einer gegebenen Form n'™ Grades, f, nach der Trans- 
formation gegebene Werthe annehmen. Dabei müssen nur gewisse 
Werthsysteme ausgeschlossen werden, durch deren Auftreten 'eine 
speeielle Invarianteneigensehaft herbeigeführt wird ; wie denn z. B. die 
beiden ersten Coefficienten niemals gleichzeitig verschwinden können, 
ohne dass die Discriminante verschwindet, was durch lineare Trans- 
formation nicht erreichbar ist. 

Nehmen wir etwa irgend zwei der Verschwindungselemente der 
Function zu Grundelementen | = 0, i) = 0. Dann verschwinden in der 
transformirten Form das erste und dos letzte Glied von f, so dass das 
Product der neuen Veränderlichen S ■ ij ein Factor von f wird. Indem 
wir noch diese Veränderlichen um constante Factoren passend ändern, 
können wir es ferner erreichen, dass in der übrig bleibenden Function 
(n — 2)'<'' Ordnung die Tiussersten Coefficienten gegebene Werthe an- 
nehmen, wofern nicht etwa einer von diesen, oder beide, verschwinden, 
was nur bei dem Verschwinden der Discriminante eintreten kann. Wir 
können also, wenn nur die Discriminante nicht verschwindet, mitbin 
immer, so lauge die Coefficienten als ganz beliebig gedacht werden, der 
Function /"die Form^eben; 

(1) /■=£»! [|-* + xg-3q...-|-pU»-= + i)-']. 

Hier ist die Anzahl der Coefficienteu von f nur noch gleich n— 3, 
um die Anzahl der Substitutiouscoeffieienten kleiner als die ursprüng- 
liche Zahl der in f enthaltenen Coefficienten. 

Wenn man sich f in der Form (1) gegeben denkt, so sind die 
Coefficienten x, A . . . beliebig und von einander unabhängig. Zwischen 
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dieneD CoeMcienten kaun daher auch im allgemeiaen Falle keine Be- 
ziehung stattfinden. 

Bildet man nun eine Invariante von /*, einmal aus der ursprung- 
lichen Form (J"), einmal au3 der transformirten Form (1) (J'J, und 
ist r die Substitutionsdeterminante, so bat man 

J^r-.J', - 
d. h. J ist eine ganze ratiouale Function von r, x, X . . . ff. Man hat 
also den Satz: 

Alle Invarianten einer Form «"" Grades /'lassen 
sich als ganze rationale Functionen von n-'2 will- 
kürlichen Grössen darstellen, von deren einer nur 
immer eine Potenz als Nenner auftritt. 
Fuhrt mau die Vei^nderlichen £, ij in irgend eine andere Function 
^p der j)*™ Ordnung ein , so behält diese p + l willkürlicbe Coefficienten. 
Daher gilt fdr simultane Invarianten der folgende Satz: 

Alle simultanen Invarianten eines Systems 

von Grundformen f, tp, ii . . . lassen sich als gaäze 

Functionen von so viel willkürlichen Parametern 

ausdrücken, als die Zahl der Coefficienten in diesen 

Formen beträgt, weniger 3. 

Es könnte nun die Frage entstehen, ob diese Parameter nicht 

bei solchen Darstellungen nur immer in einer geringereu Anzahl fester 

Verbindungen auftreten, so dass die Invarianten in der That nur von 

einer kleineren Anzahl von Parametern abhingen. Dass dies nicht so 

ist, sieht man aus folgender Betrachtung. 

Die Aufgabe, eine Form f in die Form (1) zu bringen, ist völlig 
bestimmt und auf n.n — 1 verschiedene Arten lösbar, indem man je 
zwei der linearen Factorcn von /"zu Formen ?, ij wählt; diese Arten 

gruppiren sich übrigens in -^—^ Paare, so dass die Lösungen eines 

Paares sich nur durch Vertauschung von ^ mit 7} von einander imter- 
scheiden. Hat man die linearen Factoren, welche beimtzt werden 
sollen, gewählt und bezeichnet sie durch q%, ffij, so nimmt /"zunächst 
die Form an: 





/■= f— 1 o . 5"-' , + . . . + f 0— 


'.Hl"-', 




md VL 


lan setzt noch 








(2) 




,-.,= 1, „.-.-1, 






Man bat, um p 


und a zu finden, eine «(m-2)" 


' Wurzel zu 


uelieii 


und demnach 


für jede der " "^"^ 


Lösungen noch n . »—2 

Google 
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Unterfiille, welche aber in der That sich auf nur n — 2 reduciren. 
Irgend ein Coefficient nämlich der transformirten Function f besteht 
ausser einem bekannten Theile aas tf'-'a^, was nach (2) in 

P— • ^ 1 

übergeht und also rational Ton q* abhängt; diese QrSsse aber ist aus 
(2) durch die Gleichung (w - 2)*" Grades gegeben : 

(3) «■"i-' = ^,. 

Man könnte hiemach die Aufgabe, f in die Form (i) zu bringen, 
sich in der Weise behandelt denken, dass man die Grösse t= 9" sucht. 
Diese Grösse, welche im Ganzen n.n — \.n — 2 Werthe annehmen 
kann, ist durch eine Gleichung von diesem Grade gegeben, deren 
Coefficienten ganze homogene rationale Functionen der gegebenen 
Goefficienten von f sind. Aber da immer « — 2 Werthe von t sich 
der Gleichung (3j wegen nur durch (n— 2)** Wurzeln der Einheit 
unlerscheiden können, so darf diese Gleichung nur Potenzen vonr*'^ 
enthalten, d. h. sie mnss die Form haben [2>^n(n— 1)J: 

(4) A (t— »jp + j, {T'--'y-'+_A, (T"-y-> ... + Ä^=o, 

in welcher die A ganze homogene Functionen der Goefficienten von 
f sind. 

Zu jedem Werthe von r gehört nur ein System der Grössen ä, 
A , . ., der Goefficienten von f in seiner transformirten Gestalt; und 
zwar sind diese Grössen bis auf die oben durch a, ...h bezeichneten 
Faotoren, welche nur von der Wahl der |, ij, also von r"-" abhängen, 
gleich den Grössen 

-L ± 1 

p"' n'" ' ' ' ' pl"— S)» 

oder gleich 

Man hat also 

_1 g, (r'-y- ■ + B^ (r— ')> -^ . ■ ■ 
x_-. -- ^ 

, 1 C, (r-' )>— +fi Cx— ')r-> . . . 
X - -, . - — ^ 



wo die B, C ... wieder ganze homogene Functionen der Goefficienten 
von /'sind, oder auch, indem man diese Gleichungen mit bezüglich 
mit der (n — 3)*", (« — 4)*" etc. der ersten multiplicirt, und die Po- 
tenzen von T mittelst der Gleichnug (4) reducirt: 

,1 I Goot^lc 
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(5) C" .x-'.i= C',{i- ')"-' + C',Ct—')i- 



wo die S , C älmliche Bedeutungen haben. 

Denken wir ans nun auf f eine lineare Transformation angewandt, 
ao bleiben die linearen Functionen pg, ff i; TßlÜg ungeändert, also 
auch die Coefficientea a, b, nus denen t>, ff sich bestimmten, und 
endlich, wegen der Gleicliung (3), auch t"- '. Durch eine lineare Trans- 
formation wird demnach keine der p Wurzeln der Gleichung (4) 
g^ndert, und die Quotienten 

A ' A ■■■' A ' 
welche rationale Functionen der Coefficienten von f sind, mQssen 
diese Eigenschaft theilen. 

Ferner haben die links in den Gleichungen (5) auftretenden 
Gr&ssen 

x"~-^ . X, «■-* . l . . . 

die Eigenschaft, sich durch a, ...b und die («—2)" Potenz von r 
auszudrücken, also dur^ eine lineare Transformation von f ebenfalls 
nicht geändert zu werden. Denken wir uns nun, durch eine lineare 
Transformation von f gingen B", H^. .. in B', B', . . . ober, ebenso 
C", C\. .. in f, r', u. s. w. Man hätte dann beispielsweise aus der 
ersten Gleichung (5) 

{f-l')('-')-'+(5'-l')('->-'+-+(§-^)-. 

Diese Gleichung muss für die^ Werthe von t"~' bestehen, welche 
der Gleichung (4) geniigen, und da diese im Allgemeinen sänuntlich 
verschieden sind, so würde man die p Gleichungen, welche so ent- 
stehen, als p von einander unabhängige homogene und lineare 
Gleichungen mit den Unbekannten 

^'i_£l :^s„^ El-^ 

E B" ir B"' ■ ß" B' 

ansehen können und daraus schliessen, dass diese Unbekannten sSmmt- 
lieh verschwinden müssen, weil die Determinante des Systems, das 
Differenzenproduct der t"~^, nicht verschwindet. Man'hat also 

R^ B" Ji'~ B" ■■' 
und ebenso: 

i:q,t7edi>G00t^lC 
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d. h. auch die Quotienten 

B. B. c, a. 

#-• W' -C" TT'-- ''■^■^■' 
werden durch lineare Transformation nicht geändert. 

Nun wird im nächsten Paragraphen der folgende Satz nach- 
gewiesen werden, welcher zugleich die Invarianten in einem neuen 
Lichte erscheinen lässt: 

Jeder Quotient zweier Functionen P, Q der 
Coefficienten simultaner Formen f, tp, il>..., wel- 
cher sich durch lineare Transformation der Formen 
nicht ändert und dessen Zähler und Nenner homogen 
fOr jede der Goeft'icientenreihen sind, ist der Quo- 
tient zweier Invarianten. 
Aus den Gleichungen (5) folgt, indem wir diesen Satz als bewiesen 
voraussetzen, dass x, i... irrationale Functionen der Invarianten von 
/'sind. Da nun x, A... dem Obigen zufolge ein System von n — 3 
ganz willkOrlichen Grössen bilden, so können auch die Invariantcu 
B, B^ C\ C, 

B' ~ff'--' C' ,7'-'"-s-^- 

nicht von weniger als n — 3 Parametern ahlmugen. 

Was nun die Grössen B, B,'..., C, C,'... selbst anbetrifil, so 
dürfen wir immer voraussetzen, dass wenigstens je einer der Quotienten 

Es 9J 

B' C • " 

in Zähler und Nenner keinen gemeinschaftlichen Theiler besitzt. Da- 
her sind nach dem angeführten Hilfssatze B, C . .. Invarianten, und 
also auch alle Bi, (Ti. . . Diese Grössen selbst hängen, ausser von den 
ersterwähnten n — 3 Parametern, noch von der Determinante der 
I, ij ab, von welcher sie eine Potenz als Factor enthalten. Von dieser 

Determinante hängen die Quotienten -W, j4--- nicht ab; denn durch 

lineare Transformation kann mau der Determinante jeden beliebigen 
Werth geben, während jene Grössen sich nicht ändern. Diese Deter- 
minante ist also ein {»—2)'*' Parameter und die Invariauten Bi, d. .. 
hängen also von n—2 Parametern ab, was zu beweisen war. 

Ich will an den obigen Satz, unter der Voraussetzung, dass auch 
der Hilfssatz nachgewiesen sei, einige Bemerkungen knüpfen. 

Da alle Invarianten eines simultanen Systems nur von fc — .H Para- 
metern abhängen, wenn k die Anzahl aller Coefficienten beträgt, so 
muss zwischen je i— 2 Invarianten immer eine Relation 
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atattrinden. Man erhält also alle Beziehungen, welche zwischen 
den Invarianten eines Systems stattfinden, deren Zahl etwa i seiu mag, 
wenn man j — ft + 3 Beziehungen zwischen k — 3 fest gewählten und 
je einer der übrigen ableitet. Diese Beziehungen werden im Allge- 
meinen nicht so beschaö'en sein, dass man etwa alle Übrigen Invarianten 
durch k — S rational ausdrücken könnte; ja es wird im Allgemeinen 
kein System von k—3 Invarianten existiren, welches dieser Forderung 
Genüge leistet. 

Da nach § 4. Oovarianteu immer als Invarianten aufgefaast werden 
können, bei deren Bildung das System der Grundformen nur um eine 
lineare Form, das System der Coefticieuteu also um zwei vermehrt ist, 
so folgt daraus, dass alle Oovarianteu und Invarianten eines simultanen 
Systems immer als Ausdrücke mit k— \ Parametern angesehen werden 
dürfen und dass also zwischen je k Covarianten, bez. In- 
varianten eine Relation existirt. Ist h die Gesanuntzabl aller 
Covarianten und Invarianten des Systems, so giebt es also k — k-\-V 
von einander unabhängige Relationen, welche etwa wieder zwischen 
k — 1 fest gewühlten und je einer anderen Form bestehen können. 

Wenn man die Veränderlichen |, rj einfahrt und nun die Co- 
varianten und Invarianten bildet, so kommt man in der That auf 
Functionen von k — 1 Parametern; zu den fc— .3 bei Invarianten 
auftretenden kommen noch ^ und rj hinzu. 

Bezüglich des ganzen Systems der Invarianten und Covarianten 
wird nun weiterhin der Satz nachgewiesen werden: 

Man kann immer/:— 1 Covarianten und Invarian- 
ten so wählen, dass durch sie jede andere Oovariante 
oder Invariante sich rational ausdrückt, wobei 
inrmer nur eine Potenz von einer jener k~ 1 Formen 
den Nenner bildet. 

Dieses System von ^ — 1 Formen lässt sich einfach angeben. 



§ W. Partielle Differentlalglelchnnfeni denen die Covarianten nnd 
Inrarianten eines simultanen Systems gcnÜKen. 

Der Zweck, den wir bei dem Folgenden im Auge haben, besteht 
in dem Beweise des im vorigen Paragraphen angeführten Hilfssatxes. 
Aber bei der FHhning dieses Beweises werden sich einige an und für 
uich interessante Momente ergeben. 

Bezeichnen wir durch P und Q zwei ganze rationale Functionen 
der Coefficienten simultaner Formen f, tp, t..., homogen für jede 
der Coefiicientenreihen, Dieselben Functionen, aus den Coefficienten 

Clebich, Theorla der binilr«>i klgebr. FoimeD. i.'0 
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der linear transfonulrten Functionen gebildet, seien P', <^. Nehmen 
wir an, es sei f(ir jede lineare Transformation mit nicht verschwin- 
dender Determinante 

und zwar mögen P und Q keinen gemeinsamen Theiler besitzen. 
Es folgt dann 

P' = mP 

und da die transformirten Coefficienten lineare Functionen der ursprüng- 
lichen sind, so stimmen die Dimensionen von P und P' oder von Q 
und Q' in Bezug auf die CoefUcienten der gegebenen Formen /", ^p , V - ■ • 
Qberein; m kann daher nur noch eine ganze Function der Transfor- 
mationscoefBcienten sein. 

Wir werden nun folgenden Satz beweisen; 

Wenn eine ganze rationale Function P derCoef- 
ficienten von f, <p, i)..., welche für .jede dieser 
Coefficientenreihen homogen ist, die Eigenschaft 
hat, dass die für die linear transformirten Fun- 
ctionen gebildete Function P' sich von P nur durch 
einen von den Transformationscoef ficienten ab- 
hängigen Factor unterscheidet, so ist dieser Factor 
eine'Potenz der Trausformationsdeterminante und 
P eine Invariante. 

Bezeichnen wir die Coefficienten der verschiedenen gegebenen 
Formen f, tp, tl> . . . beziehungsweise durch 
«(,, öl, a^... 
60. 6., **•■■ 






die Goefftcienteu der transformirten Formen durch beigesetste obere 
Striche. Ist » die Ordnung von f, und sind 

(1) 

die Transformationsformeln, so ist 

(2) /•=«„ V + Y «. V-' 3^. . . =aol- + " (iM-'i)+..., 

und die a'i daher linear in den a,-, von der «*•" Ordnung in den «■. 
ähnlich sind die doppelten Darstellungen von 9, V--- /-■ \ -. 



(3) 
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Als unabhungige Veränderliche können wir hierbei die folgenden 
Grössen auffassen: 

1. Die ursprünglichen Coefficienten der Formen f, g>,i>..., 
deren Gesammtzahl k sein mag. 

2. Die neuen Veränderlichen |, ij. 

3. Die SubstitutionscoefHcienten a, ß. 

Die neuen Coefficienten und die ursprünglichen Veräaiderlichen 
erscheinen als Functionen dieser Grössen. Aber es ist charakteristisch, 
dass die A + ÖGrösseu at, bi..., |, ij, a,, jS« nur in J: + 3 Functionen 
a'i, b'i. . , Xi auftreten. Ich werde nun ein Sjstem von Differentialen 
angeben, welches man den unabhängigen Veränderliehen beilegen 
kann und für welches die DifTerentiale von a;,, a;, verschwinden, 
während die Differentiale der k Functionen a'i, b'i . . . sechs einfache 
Werthesfsteme annehmen. Setzen wir, indem wir durch dt irgend 
eine unendlich kleine Grösse bezeichnen: 

da^ = (pa^+qß^)dt dß, = {ra,+sßi)dt 
dtt^= lpit^ + qßj)dt dß^^lrat+sß^)dt, 
ao wird aus (I): 

dx,^a^[d^ + (p^ + rr])dt] + ß,\di] + [qi+sr})df] 
dx^ = a,[d^ + {pi+rj])di] + ß,[dri+{q^+sr))dl]. 
Daher hat man 

dx^^O, da;g = 0, 

wenn man d^, dij aus den Gleichungen bestimmt: 
,4. dl = ~ip^+rri)dt 

In diesen Formeln sind p, q, r, s noch ganz willkürliche Grössen. 

Sehen wir nun, welche Werthe die Differentiale der a'i, b'i,.. 
annehmen; wobei es hinreicht, eine der Formen, etwa f, zu betrachten. 

Wenn wir die Gleichung (2) differenziren und statt der Diffe- 
rentiale die oben angegebenen besonderen Werthe setzen, so erhal- 
ten wir; 

= ^dl+^dn + i-da\ + ~%'^'näa\... 
^l''da',+ j^'^^^da\... 

Setzen wir nun die Coef^cienten der verschiedenen Potenzen von 
l, 7} einzeln gleich Null, so finden wir für die DiAreutiale der a' 
folgende Ausdrucke: 

20*CjOO»^Ic 
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da'„=^\n.pa'^ +n.qa\ idl 

n , , r n—l , , ' , "-1 

+ nsa\ \dt 

«.M — 1 , , r n— l.M~2 , , M— 1 , . n— l.n— 2 
-1.2 ''"'=['■— 172^ ,,„,+„. _j_r„,+„. -j^ ,, 



dfi\=- n{pa\,+qa',) 

da\ = {n~\){pa\+qfi\.)+ (.«'„ +sf,',) 
(5) da\ = {n-2) (pa\+qa',) + 2irn; +Sii\) 



da'„= n (»-«'„-i+sn',). 

DiSerenziren wir nun die Relation 

P' = mP, 

in welcher P' dieselbe Function der a'; ist, wie Pvon den ai, vmd tn 

eine Function der «, ß allein; au Stelle der DifTerentiale setzen wir 

die einfachen Ausdrücke (3), (5). Dabei bleibt P constant; dm wird 



+ (>•«, +«^,)i^ + (r«, + sA)^^]rf(. 
Man erhält also, mit Beseitigang des Factors dt die Gleichung: 



In der rechten Seite dieser Gleichung bezieht sich die Summe £ 
auf die verschiedenen Coefficienten einer Function; die Summe S 
dagegen auf die verschiedenen Functionen/', <p, ^.,., so dass die 
verschiedenen Glieder dieser Summe sich ergeben, wenn man in dem 
ausgeschrieben^ Gliede statt der a die b, c..., und statt der Oid- 
uuug n von /"die Ordnungeu von p, ifr... setzt. ^, 

i: ,1 ,1 GoO»^lc 
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Die Gleichung (6) reprüseutirt vier verschiedene Gleiehuiigen, 
welche man erhält, indem man die CoefBcientea von p, q, r, s einzeln 
gleich Null setzt; nämlich die Gleichungen: 

-,/ dm, Sm\ Q/ .SP',, „ / 3P' , , ?P'\ 

Ti/a 3m , , Srnv C\/ ,dP' , , -. , dP' , , SP' \ 

.-/(^•j^+^^s^)=ö("«'Fz,+f"-^>'^«^-+'^" ¥7::]) 

Die Subatitutionscoefficienten kommen hier explicite nur in den 
eingeklammerten Factoren der linken Heite vor. Geht man von der 
allgemeinen linearen Substitution zu derjenigen über, für welche 
x, = i, Xg= f], also überhaupt a'i = ai, h'i = bi ..., wird, so hat man nur 

«1 = 1, «i = 0. Ci = 0, ft=l 

zu setzen. Die eingeklammerten Factoren links gehen in gewisse 
numerische Werthe 

{dm\ (rm\ . (dm\ {dm\ . 

über, welche weiterhin bestimmt werden sollen; und indem noch P' 
sich auf P redncirt, erhält man das folgende System partieller 
Differentialgleichungen, welchemjede durch dieGleichung 
P' = »iP de finirte Function derOoefficienten von f,tp,^... 
genügen muss: 



»p=S(»«.?|+(»-')»4-|- 


■■^''-•^) 


,P=8(»».f|+<»-')«.||- 


•■-'■ £) 


,P.S(».||+ -4-1- 


..+»»„,iA) 


— 8(».||+ -4-I- 


■-«. ^). 



Es ist eine besondere Eigenschaft dieser vier Gleichungen, dass 
sie gemeinsame Lösungen gestatten, deren Existenz wir aus der 
Existenz der Invarianten kennen. Aber sie gestatten dieselben nur 
für besondere Werthe von «, ß, y, S, wie wir jetzt zeigen werden. 

Bezeichnen wir durch <t> (P) und V (P) irgend zwei lineare Com- 
binationen der Diflerentialoperatio- 'if der rechten Seite 

dieser Gleichungen stehen; es sei CjOOqIc 
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wo 

-4a = (n—h) {p Oi+q «A+i) + A {r «*-i 4- s «*) 

^'*={m — Ä)(P' «^ + 2' "-i+l) + '»(/«*-! +/(!<), 

und ähnlicli^«, S"/,, Ca, Ca- ■ -, denFunctiooen {p, tf • • • eatspreclieiid, 
während p, q, r, s, p', q', r', s' ganz beliebige Grössen bezeicliueQ 
sollen. 

Die Operationen <t> und T halten die Eigenschaft, 
dass 

(10) * [V (-P)] - V [* (P)] = X (P) 

wieder ein Ausdruck der Form O(i') oder M'(P) ist, 
daes also, wenn man beide Operationen nach einan- 
der anwendet, aber in entgegengesetzter Reihen- 
folge, die Differenz der entstehenden Ausdrücke 
sich aus den rechten Tbeilen der Gleichungen (8) 
wieder linear zusammensetzt. 

Man beweist diesen Satz bequem in folgender Weise. Bei der 
Bildung der Gleichung (10) entstehen zwei Arten von Termen; die 
einen enthalten erste, die andern zweite Differentialquotienten. Die 
Glieder der letzten Art heben sich gegen einander auf, indem in der 
Differenz sich immer zwei Terme der Form 

eUh c'ik "tt (II,. 

zu Null vereinigen. Die linke Seite des Ausdrucks (10) hat also zu- 
nächst wirklich die Eigenschaft, nur erste Differeutialquotienten von 
P zu enthalten; es bleiben dabei diejenigen Glieder von <1> [M* (P)] und 
V [<t>(P)] stehen, welche von der Differentiation derCoefficienten .4, A' ... 
herrühren, so dass 

'"^'=S|l£[i'(^'«'-''W]+||i*(^'.)-'('w]+...j. 

Da nun die Ai nur von den a^, nicht aber von den Coefficienten 
der übrigen Functionen abhängea, so ergeben bei der Bildung von 
^ (A'i,) — V {Ä/i) auch nur diejenigen Theile der Operationen <t>, V 
etwas von Null Verschiedenes, bei welchen nach den n* differenzirt 
wird. Es ist also 



Gotfl^lc 
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nnd demnach: 






(ll)X^i 


^-Ö ^. ?^. H" r«„ ^-^^ 7^ + ■■ -^*»7^ 


-■■^!- 


Um diesen Ausdruck nun in 
bemerke man Folgendes. 

Die unter dem Summeuzeiclien 
(8) befindlichen Ausdrücke gehen, 


übersichtlicher Form 

Jer rechten Theile de 
wenn man 


darzustellen, 
(ileichuagen 




dP dl' 


»F 




durch 


aofl' 9o, 


aa,--- 






ffi". yV'y*» - 


-n— 1 j ^ 






1.2 "' "' ■ ■ 




ersetzt, 


in die Ausdrücke 








-'i:-l^,' 







u welchen ^ immer mit den Argumenten y^ , y^ geschrieben gediicht wird. 
Betrachtet mmi also die Gleichungen 
SP 



(12) äo, ~ 1 "' " 

SP ».«-1 



als symbolische Gleichungen, welche die «"" Dimensionen der y sym- 
bolisch definiren, so nehmen die Gleichungen (8) die symbolische 
Form an: 



(13) 






Die unter den Summenzeichen der Gleichungen (9) enthaltenen 
Ausdrücke erhält man, wenn man die in (8) oder (13) enthaltenen 
Ausdrücke mit p, q, r, s, bez. p', </, /, / multiplicirt und addirt; 
es ist also symbolisch: ^ 

i:q,t7e(n>G00t^lc 
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Da hierbei uur die Differentialquotienten vou F, nicht aber die 
Coeffieienten 04 symbolisch verändert sind, so kann man diese Aus- 
drücke in die Gleichnog (11) eiufGliren und daher symbolisch setzen: 

(15) X (P) 

Die beiden hier vorkommenden Summen 

CO* cat 

haben sehr einfach anzugebende Werthe. Denn die Gleichungen (12), 
welche symbolisch in Bezug auf irgend eine Function Psind, werden 
wirkliche, wenn man P durch /"ersetzt; jene beiden Summen sind 
also wirklich gleich den Ausdrücken (14), und die Gleichung (15) 
verwandelt sich demnach in folgende: 

-iii>l!/, + ''J,)~\iP!l,+''!l,)-^ + {i'J, + ''!l,)j~-^\- 

Bei der Ausrechnung dieser Ausdrücke sieht man sogleich, dass 
die mit zweiten Differentialquotienten von f behafteten Glieder sich 
aufheben, und ea bleibt daher übrig: 



D.qit.zeaOvGoOt^lc 
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X (P) = (j,r-- rj,') S j, ^ + (SP- sj.') 8 j, i^ 

<"■■' an a 7/ 

Diese Formel beweist, ilass wirklieb, wie oben behauptet, der Aus- 
druck 

(17) X(P) = <I>LH'{P)]-T[<t>(P)] 

aich aus den rechten Theilen der Gleichungen (8) zusammensetzt, da 
die Ausdrücke rechts in (13j, welche jene aymbolisch vertreten, hier 
direct vorkommen. 

In Folge der Gleichungen (8) ist aber ferner: 
<i>{P) = {ap+ßq + yr+Ss)F 
H* (P) = {up +ßq'+yr-+ ds) F, 
daher 

*[V(P)]-M'[*(P)] 
= («2)'+(^ff'+yr'+ds')*(P)-i:«P + /'2 + J"-+<*'*)V(P) = 0. 

Mit Hilfe der Gleichungen (8) verschwindet also der 
Ausdruck 

* jy (-P)] -VI« (P)i 

identisch; es ist also auch für jede Fuuctioa P 
X(P) = 

oder wenn man in (IG) für die Summen ihre Werthe aus (13y setzt, 
und deu Factor P auslüsst: 

(18) = (r«'-gr')(«-Ä) + ((i)r'-ri.') + (rs'-sr')ly 

^[{qp'-pq) + {s<i-qs-)\ß. 

Diese Gleichung muss für alle Werthe von p, q, r, s und p', q, 
r'j s' bestehen; daher ist nothwendig 

(19) ' « = d, ß = 0, y = 0. 

Die erste dieser Gleichungen findet man, wenn man p, p und 
s, s' gleich Null setzt, die zweite, wenn man r, r', und die dritte, 
wenn man </, q' versehwinden lasst. 

Mit Hilfe der Gleichungen (19) verwandeln sich uuu die Gleich- 
ungen 1^8) iü folgende: 

liq,t7ed;yG00<:^IC 
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8(« 



pa„_i, 
rP - 



^ ' Q( eP^ , eP ^ SJ" > „ 

„ «P , cP 



8( 



kP. 



Auch die Bedeutung der Grösse a ist aus diesen Gleichungen 
leicht zu erkennen. Äddirt mau die erste und die letzte, so findet 
man: 

Ist also P vom Grade g,, g^. . . beziehungsweise in den Coef- 
ficieuten von f, <p, li)..,, und sind »,, n^ . . . die Ordnungen dieser 
Functionen, so verwandelt sich dies in: 

2aP=nj(,,P + «,<;,P+..., 
oder man hat: 

« = }(". J'i + "»i'a + ---), 
so dass a mit der in § 15. mit K bezeichneten Zahl (fUr Invarianten) 
übereinstimmt. 

Mit Hilfe der Gleichungen (20) ist es nun leicht, zu zeigen, dass 
jede Function P eine Invariaute ist, und daas in der Gleichung 
P'=mP immer m eine Potenz der Trans Ibrmationsdeterminante 
bedeutet. 

Da die Gleichungen (20) eine bestimmte Wahl der Veränderlichen 
nicht voraussetzen, so bestehen sie auch nach jeder linearen Trans- 
formation, d. h. sie hören nicht auf zu bestehen, wenn man P, ai 
durch P', a'i ersetzt. Gehen wir also auf die Gleichungen (7) zurtlck, 
so können wir fDr ihre rechten Theile die Ausdrücke 
aP' = amP, 0, 0, aP'^amP 
setzen; und indem wir den Factor P auslassen, haben wir nunmehr 
folgende Differentialgleichungen ftir m: 
8m , dm 



i;,.,cd,Google 
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Bezeichneu wir, wie sonst, durch r die Subatitutiousdeterminante 



so erlialteu wir aus den obigen Gleichungen die Werthe der Differen- 
tiaiquotienten von logm: 



daher ist 



«A 



d log m=ad log r, wi = c . r". 
Die Gleichung für P geht also in 
P' = cr'.F 
über. Aber für die identische Substitution «, = 1, «, = 0, (3, =0, 
/Jj = 1 , ist P = P', »■ = 1 , also auch c = 1 , und demnach 

P'^r-.P, 
daher P eine Invariante, was zu beweisen war. 

Hiermit ist denn auch zugleich der in § 79. ausgesprochene Hil&- 
satz bewiesen. Denn demselben zufolge sollte einft rationale Function 

p 
der CoeRicienten -jr , welche durch lineare Transformation sich nicht 

V 
ändert, der Quotient zweier Invarianten sein. Es wurde aber im 
Anfange dieses Paragraphen gezeigt, dasa dann P, Q bei linearer 
Transformation sich nur um einen von den CoefUcienten der Formen 
unabhilrigigen Factor ändern können, und soeben sah man, dass dieser 
Factor nur eine Potenz der Traiisformationsdeterminante sein kann. 
Jener Hilfssatz ist also bewiesen. 

Deu iu § 70. ausffesprocheneii Siltzea ist jetzt noch der folgende 
hinzuzufügen : 

Jede Invariante simultaner Formen f, (p, i/< ... 
genügt deu vier partiellen Differentialgleich- 
ungen (20)*.— 
Es ist schon wiederholt erwähnt, dass die Covarianten unter 
simultanen Invarianten mit einbegriffen sind. Will mau indessen die 
Gleichungen (20) für Covarianten so aufstellen, dass die der Differen- 
tiation nach den Yeränderlichen entsprechenden Glieder abgesondert 
erscheinen, so braucht man nur, wenn a;,, x^; sf,, x\ etc. die in der 



• Diese partiellen Ditterentialgleichungeii gab Cajley in Crelle'B Journal 
Bd. 47. Sie bilden den Ausgangspunkt für Aronhold's Begründung der Inva- 
riimtentheorie (Borchardt's Journal, Bd. 62). Siehe auch die Abhandinngen des 
Verf. in Borchardt's Journal, Bd. 59, P ■'. 2ö7. ( ~ va(iL- 
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CoTariante auftretenden Reihen vod Veränderlieben sind, aus den 
Summen links Glieder auszusondern, welche linearen Formen mit den 
GoefGcientcn x^, — x^; x\, —x\ etc. eiitsprecheii. Für solche Glieder 
ist »=l, und a,,, «, sind durch x^, —x^ etc. zu ersetzen. Es treten 
also aus den vier Summen (20) folgende Glieder heraus, in denen die 
Summenzeichen sich auf die verschiedenen Reihen von Veränderlichen 
beziehen : 

C\ cF a HP a eP Q SP 

oder auch, wenn ni, vi' ... die Ordnungen der Covariante P in den 
X, af... bezeichnen: 

Setzt man ausserdem in (20) Hm + u au Stelle von «, so erhlilt 



man fQr eine Covariante P die folgend 



8(» 
8(« 
8(».^. 



8( «.?{- 



1 Difierentialgloichungen : 



?p 



Die Bedeutung der hier durch a bezeichneten Zahl ergiebt sich 
wieder, wenn man die erste und letzte Gleichung addirt, und es findet 
sich mit Beibehaltung der frOheren Bezeichnungen: 

abermals Hbereinstimmend mit der Zahl A des § 16. 

Ich erwÜhue noch eines Satzes, welcher als eine Art veränderten 
Ausdrucks fQr die Differentialgleichungen (20) aufgefasst werden kann, 
sobald dieselbe sich nur auf eine Form beziehen. Bilden wir aus einer 
Invariante P einer Form f die Covariante 

(21) Q^ jj x^' - ^x^—^ x, +j^ Xi--^x^''+ — ... . 

Dass dies eine Covariante ist, folgt aus § 3., denn P ist nach 
den Coefücienten von f differenzirt, und die Differentialquotienteu 
sind mit den Coefficienten der Form gleich hoher Ordnung 

{x^ g, — Xi z^y 

(die z als die Veränderlichen angesehen) multiplictrt worden. Ver- 
möge der symbolischen Bezeichnung (12) geht Q in die Form 

Goot^lc 
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{yxY 

ttV>er, und Bohiebt man dies (n— l)mal über f^a^^, so erhält man 

InxwiBchen nehmen iHe Gleichungen (ÜO) nach (13) die sym- 
bolische Form an: 

*'9!/i ' '^y» '^y, *^S* 

so doss man identisch erhiilt: 

R = 0. 
Man kann also folgenden Satz aussprechen*: 

Bildet man aus einer Invariante P einer Form 
„Im Ordnung die Covariante 

düf, da, ' oa^ 

so ist die (n— 1)" Ueberaehiebung dieser Covariante 
mit f identisch Null. 
Die n" üeberschiebung würde 



also P multiplicirt mit einer Zahl gebei 



I 81. Typische Darstellong nnd associlrte Formen. 

Nach dem Vorigen kann man alle Invarianten eines simultanen 
Systems mit h Coefficienten durch k — 3 Parameter ausdrucken. Man 
kann also auch alle Invarianten als Functionen von solchen k—3 In- 
varianten auffassen, zwischen denen selbst keine Relation besteht. 
Aber diese Functionen sind im Allgemeinen irrational. 

Ebenso kann mau alle Covarianten durch k—l Pariuneter dar- 
stellen ; man kann sich also alle Covarianten als Functionen von zwei 
Covarianten und ^—3 Invarianten, oder allgemeiner als Functionen 
von A;— 1 Covarianten denken. Auch diese Functionen sind im All- 
gemeinen irrational. 

Setzen wir die Bedingung der ßationalitat voran, so. können wir 
die Aufgabe stellen: 

• leb verdanke denselben einer Mittheilung des Hm. üordon. 

Goot^lc 
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AUe Covariantea und Invarianten eines simul- 
tanen Systems sollen durch fc + i — 1 Co Varianten 
bez. Invarianten rational ausgedruckt werden, wäh- 
rend zwischen den letztern X Relationen bestehen. 
Diese Aufgabe wird auf unendlich mannigfaltige Wei^e gelöst 
durch die Theorie der associirten Formen.* 

Betrachten wir irgend zwei Covarianten der simultanen Formen . 
f, tp, if-'-i welche zwei Reihen von Veränderlichen enthalten, und 
zwar y,, j/, linear, x^, x^ zu beliebig hoher Ordnung. Diese Cova- 
rianten I, I) sind nach § S. immer zusammengesetzt aus der ersten 
Polare einer Covariante mit einer Reihe von Veränderlichen, uud aus 
der identischen Covariante {xy), haben also die Form 

wo M und K Covarianten mit einer Reihe von Veränderlichen sind 
und (t die Ordnung von Jf bedeutet. Die Ausdrucke 

sind, wenn wir auf die Veränderlichkeit von ^^, x^ für den Augen- 
blick keine Rücksicht nehmen, neue Veränderliche, welche wir mit 
Hilfe der Substitution (1) an Stelle von p^ und y, einftlhren können. 
Wir erhalten dadurch die Formen f, tp, -^ ..., wenn dieselben mit 
den Veränderlichen y geschrieben werden, transfonnirt in Functionen 
der S, I], deren Coefficienten von x^, x^ abhängen. Betrachten wir 
irgend eine dieser Formen, etwa f, genauer, und führen die Trans- 
formation an derselben aus. Man hat 

Ist aUo symbolisch . 

80 ist die transformirte Form vou f durch die Gleichung gegeben: 

Wir nennen diese Darstellung von f eine ty- 
pische**, insofern darin die Veränderlichen sowohl 
als die Coefficienten Covarianten sind. 

* Diesen Begritf sUllt« (in etwas spccicllcrer Foseung) Hermite auf, 
Cambr. and Dublin, matli. Journal 1861 und Crellc's Journal Bd. 62. Vgl. 
auch BrioBchi, Annali di matem. tom. I., S. 296. 

•• Auch diBBBT Begriff rühri; von Hermite her (vgl. die in der vorigen An- 
merkung citirten Abhandlungen). Doch wandte derselbe ilin hauptsächlich in 
einer etwas andern Form an, indem er die linearen Factoren einer quadratitchen 
Covariante, also irrationale Formen, als tjpiache Veränderliche einfflbrte. 



Goot^lc 
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Das letztere ist leicht einzusebea. In de^ Ausdrucke (2) kom- 
nea n-\-2 Coefficietiteii vor, die Grössen: 

■D=a>)) 



Nun verhalten sich in Bezug auf lineare Trausformationen die 
Coeföcienten |,, 1,; i^i, ij^ wie CoefEcienten linearer Formen. Geht 
z, B. bei linearer Transformation i in |' = r^ . 6 über, und sind 

^i — "si ^1 + "h J^l 

die Transformationsformeln, so hat man 
also 

Dies sind dieselben Transformationsformeln, welche für lineare 
Formen mit constanten Coefficienten oder fQr die Symbole a gelten, 
nur dass noch der Factor ri' hinzutritt. Hierdurch übersieht man so- 
fort, dasa die Ausdrücke (3) die Invarianteneigenschaft besitzen. 

Den Gleichungen (2), (3) entsprechend, erbalten wir andere, 
welche sich auf ip, il) . . . beziehen. Dabei bleibt D ungeändert; an 
Stelle der A aber treten andere Covarianten B, C . . . . Die Anzahl 
aller Ä, B, C ... ist gleich der Anzahl li sämmtlicher ia f, ip, ii ... 
vorkommenden Coefficienten. 

Setzt man, wie oben als die allgemeine Annahme bezeichnet 
wurde: 



\ r IN , SN\ , ,, , 



wo K, L, M, N Covarianten mit einer Eeihe von Veränderlichen, 
H, V die Ordnungen von M, N sind, so wird, wenn man die y durch 
die X ersetzt ^ 

11^X1 + %x, = N, 
und man kann folgenden Satz aussprechen: 
Die t + 3 Formen 

D, A„, A... ., B., B...., M, N ,- 



Goot^lc 
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sind associirte Formen, d. h. solche, durch welche 
alle Invarianten und Govarianten dee simultanen 
Systems f, ip, V-.- sich rational auBdrückea lassen. 
Bildet man nämlich irgend eine Invariante oder Govariante der 
Form f(if), so erhält man im Falle einer Invariante dieselbe direct 
ausgedruckt durch D und die A, B .. .; im Falle einer Covariante kom- 
men in der Bildung auch noch |, rj vor. Da femer die Tronsforma- 
tionsdeterminaute beim Uebergange von den ursprünglichen Veriinder- 
lichen zu 4i V ebenfalls D ist, so wird, wenn mau die ursprünglichen 
Coefiicienteu durch a, b... bezeichnet, die InvariautencigenHchaft 
ausgedruckt durch eine Gleichung der Form: 

=n(^,-A.-; -B«,-A---i ■■-■,hv), 

wo nur, weun IT eine Invariante ist, links y,, y^, rechts |, ^ fehlen. 
Es wird also 

1. jede Invariante von f eine rationale Function der A, B ... 
und von D, und zwor ist der Nenner eine Potenz von D 
allein ; 

2. jede Govariante, geschrieben mit den Veränderlichen j/j, y^, 
eine rationale Function der A, B... und von D, |, j;, und 
zwar ist der Nenner eine Potenz von D allein. 

Setzt man aber a;,, a;^ an Stelle von j/,, y^, so verwandelt aioh 
die obige Gleichung in folgende: 

D^TTCoo, o, ...; 6„, 6, ...; ...', x^, x^) 

und man erhält also jede Govariante, geschrieben mit den x, als 
rationale Function der A, B... und von D, M, N, und zwar ist 
der Nenner wieder nur eine Potenz von D. 

Hiermit ist nicht nur der obige Satz bewiesen, sondern auch zu- 
gleich die Form gegeben, in welcher die Govariante TT durch die 
aasocürten Formen sich ausdrückt. Man erhält den Ausdruck 
einer Covariante (bez. Invariante) durch die Associirteu 
Formen, wenn man in denselben die Coetficienteu durch 
die A, B ..., die Veränderlichen durch M, ^ ersetzt und 
durch die passende Potenz von D dividirt. 

Es handelt sich also zunächst nur noch um die Auffindung der 
vier Relationen, welche zwischen den ft + 3 associirten Formen be- 
stehen müssen. Man findet dieselben. Indem man die Govarianten % 
und )j für. die transformirteu Formen bildet, wo denn den Veränder- 
lichen a;,, 3"^ die Ausdrücke M, N, den Veränderlichen y, , y^ die 
Ausdrucke |, ij entsprechen. Vergleichen wir die ursprünglichen 



Typische Daratellnngron. — §9 81, 88. 321 

Bildungen von |, t) mit den aus der Form (2) von f gewonnenen, 
so erhalten wir Gleichungen von der Form: 

wo jp, Q, R, S gai)7e Functionen der A, B... sind. Aus Ver- 
gleichung der Coefficienten folgen hieraus die vier gesuchten Re- 
lationen: 
(4) P^iJS Q = Q, B-0, S=D^. 

Man kann sich leicht aberzeugen, dass diese Gleichungen vier 
von einander unabhiingige Bestimmungen enthalten. Denn in Folge 
ileri^elben sind %, ij wirklich diejenigen Covarianten, als welche wir 
sie vorausgesetzt haben; wenn man also die D, A, B... zunächst 
als ganz beliebig voraussetzt, und nur die Gleichungen (4) zwist^en 
ihnen annimmt, so müssen die Gleichungen (2) und die entsprechen- 
den wirklich die gesuchten typischen Darstellungen geben, weil 
mit denselben Covarianten g, tj Oberhaupt nur eine Darstellung mög- 
lich ist. Es folgt daraus, dass auch die A, B etc. nur in Folge der 
Belationen (4) schon die symbolischen AosdrOcke (3) annehmen 
müssen, und dass also weitere Relationen nicht vorhanden sein kön- 
nen. Die Gleichungen (4) bilden also die einzigen vorhandenen 
Relationen, und da es solcher vier geben muss, so mQssen jene 
vier Gleichungen nothwendig von einander unabhängig sein. 

8 82. BlofachBtes System assooilrter Formen, 

Während die Gleichungen (4), welche zwischen den associir- 
ten Formen bestehen, im Allgemeinen verwickelter Natur sind, so 
kommt es doch vor, dass zwischen den assocürten Formen einige in 
die Augen fallende Beziehungen von vornherein ersichtlich sind, und 
diese können dann die Relationen (4) des vorigen Paragraphen zum 
Theil oder gänzlich ersetzen. 

Eine besondere Beachtung verdient ein Fall — der einzige seiner 
Art — , in welchem eine Reduction der Bedingungsgleichungen (4) 
in sehr einfacher Weise eintritt, der Fall nämlich, wo eine der Co- 
varianten £, fj, etwa 1}, von den Coefficienten gar nidit abhängt, son- 
dern sich auf die identische Covariante {^xy) reducirt. Ist 

(1) 1 = (^!/),- 
SO wird 

(2) D = {l7i) = l,x, + l,x^ = M, 

und die Coefficienten A haben die Werthe (wie ähnlich anch die 
B u, 8. w.): , - I 

Clrbioh, Tbrnrla dM bliiirao ■Igebi. Foinm. 21 '^t*^^^^^ 



(3) 



Siebenter AbKhnitt. 
^, = a,— i(o6) 



Ferner ist N identisch gleich Null. Die Gleichnngen ^"=0, 
D = M ersetzen zwei der vier Gleichungen (4) des vorigen Para- 
graphen. Tn diesem Falle hängt also alles von den h-\-\ Grössen 
A, B . . ., M ab, unter denen diesmal die gegebenen Formen selbst 
sich befinden. Bildet man | und ij filr die transformirten Formen, 
so erhält man ftir g wieder eine Gleichung der Form 

und daher die Relationen 

(4) P=JtfS Q = 0. 

Aus der Bildung von ij aber findet sich nur die Identität 

(5,) =;«■(»!,); 
und in der Tbat können zwischen den % + 1 Covarianten {2) , (3) auch 
nur zwei Relationen bestehen, welche durch (4) gegeben sind. 

Bildet man nun eine Covariante oder Invariante für die ursprflug- 
licbe und fOr die tj'pische Form, so ergiebt sich eine Relation der Fonn 
Jtf^.nCtto, ö, ...; 6oj *i •■•; ■■■» Vu Vii 

=n(/-, -^,...i 9,--B.--; ■■■; l, n), 

und wenn man y, = a;,, yi = x^ setzt, geht dieselbe Ober in: 

= nCA-^,...i 9., -£,...; ...; JM", 0). 
Man bildet also die Darstellung von TT durch die associirteu For- 
men, indem man statt der Coefficienten a, b... die Ausdrucke 

f, -A^, A^...; ip, -B„ Bf..; ..., 
statt der Yeränderlichen aber M und setzt. Dies lusst sich noch 
anders ausdrücken. Setzt man Null ftir die zweite Veränderliche, so 
reducirt sich TT auf seinen ersten Coefficienten, multiplicirt mit einer 
Potenz von M. Indem man durch diese dividirt, kann man die Regel 
so ausdrücken: 

Man bildet eine Covariante, indem man inibrem 

ersten Coefficienten die c, b . .. durch /", —.4,, A^...; 

q>, —B,, B^...; ... ersetzt und durch die passende 

Potenz von M dividirt. 

Bei einer Invariante tritt an Stelle dieses ersten Coefficienten die 

Invariante selbst 

Mau erhält also alle Formen als ganze Functionen der h Bildungen 
r,-A„Ji,...; f,-B„B,...; .. , 

i;q.i..cdi,tjOOi^le 
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mit Ncuiieru, welche PotenzeD einer (A+ll"" Grösse M sind. 
Zwischen dieseu ^ + 1 ossoeiirteti Forme» bestehen zwei Gleichungen 
(4), deren eine eine Potenz von M durch die Qlmgen Grössen aus- 
drflckt, wührend die andere M nicht mehr enthält. 

Endlich kann man auch die Relationen (4) noch beseitigen, in- 
dem man die erste Polare einer der Formen f, tp, ij) . . . selbst als 
Veründerliche | einfuhrt. Setzt man 



c^) i-m"^ii4 



so ist die Trausformationsdeterminante 

D = M=f; 
die Ausdrücke der B, C... erfahren keine wesentliche Abänderung; 
aber die ersten beiden A werden 

^, =«,"-' {a|) = 0. 
Mau hat hier schon vier Relationen vor sich, nämlich 
D = M, A„=M, A, = 0, Jf=0, 
welche die Stelle der vier Relationen (4) des vorigen Paragraphen 
einnehmen, und auf deren zwei man auch geführt wird, wenn man 
nach Analogie der Gleichungen (4) £ fUr die transformirte Function 
bildet. Man hat also den Satz: 

Setzt man im Vorigen 

13/- ,_1 H 

so lassen sich alle Covarianten und Invarianten des 
simultanen Systems durch die B, C... und durch 
f, Ag, Ag . . . A„, im Ganzen durch k — l Covarianten, 
zwischen denen Relationen nicht mehr besteben, 
rational so au^drOcken, dass nur noch jedesmal 
eine Potenz von f im Nenner erscheint. 
Die oben gegebene Regel über die Bildung einer Covariante 
(bcK. Invariante) drückt sich nun aber so aus: 

Man erhült eine Bildung TT, wenn man im ersten 
Goefficienten derselben die Coefficienten der ur- 
sprünglichen Formen durch 

f, 0, A^...; ip, -B„ B^...; ... 
ersetzt und durch eine entsprechende Potenz von 
f d i V i^l i r t. 
Es ist bemerkenswerth , dass die hier benutzte Transformation 
Immer nitkrlich bleibt, wie speciell die Functionen f, q), 4'/--- &uct 

21. CoogTe 
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gewählt sein tadgsn, da man immer voraussetzen darf, dass von deu 
gegebenen Functionen keine identisch verschwindet. 

Die letzte im Vorigen auseinandergesetzte typische Darstellung 
. beweist den am Ende des § 79. gegebenen Satz. Denn in der That 
sind hier nur h — l associirte Formen vorhanden, durch welche alle, 
mit Nennern von der Form f^, rational sich ausdrücken, und Be- 
dingungen zwischen diesen Formen bestehen nicht mehr. 



l HS. Recurslonsformel fflr die Goefflclfiiteii irewfsser tjrplsclier 
Darstellungen. 



Wenn man von der Substitution ausgeht: 



w «4(11 






welche den zweiten und dritten der im Vorigen behandelten Fülle 
umfasst, so kann man für die Bildung der dabei auftretenden typischen 
Coeificienten eine Becursionsformel angeben. Es ist genügend, 
an einer der Grundformen, etwa an f, dies zu beweisen. FQr den dritten 
und wichtigsten der oben behandelten Fälle orgiebtsich aus derselben 
das benierkenswerthe Resultat, dass alle Coefficienten ^ durch /"theil- 
bar werden. 

Die typische Darstellung war für diesen Fall in der Formel ent- 
halten : 

(2) jf..ft„)=^,E.-^A,j—, + »-:iLzJ^5. .,._+..., 

wo 

-4, = a,"-»(ög)* 



Bilden wir nun den Ausdruck 

Wenn man ffir Ai, seinen symbolischen Ausdruck eintiihrt, so 
geht dieser Ausdruck Qber in: 



+*».-(»8- (»!,-?«'£.). 



WO der erste Theil rechts gleich i^—h)Ai^\ ist. 
Es sei nun symbolisch 

i:q,t7ediyCOOt^lC 
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Duniüacli wird 

'' '■■. * =(ji~l){aa)i«ß)aj'-'ßj'~'. 

Vertauscht man dber rechts a mit ^ und setzt dann fQr die rechte 
Seite die halbe Suinn^e des ursprünglichen und des neuen Ausdrucks, 
so hat man: 

l^«>-^«'= '^(««'■'"-•^^-'l(««)^--(a««-l 

Der Ausdruck 
ist eine aus M entspringende Covariante. Führt mau diese ein, so ist 

und daher aus (4): 

was die gesuchte recurrente Formel giebt; denn man erhält daraus A/^, 
durch Ak-y , Am u)>d die DiSerentialquotienten des letzteren ausgcdrQckt: 

Wenn, wie im dritten Falle des vorigen Paragraphen, Jlf = /, so 
wird M nichts anderes als die zweite Ueberschiebung von f Ober sich 
selbst, welche hier durch ^bezeichnet sein mag: 

(7) A = (a6)*a,"-'6,— % 

und die recurrente Formel wird also: 



,3«, dxt dx^ dxj'^2(n-h) 



(8) ^'-;r^Ai~i^-£'it+¥iti¥.'^^- 



Es ist leicht ersichtlich, dass in Folge dieser Formel alle A durch 
/* theilbar werden. Die ersten sind es, da .^^^Z*, .^j ^0. Nehmen 
wir also an, es sei gezeigt, daaa Ak und A^—t durch /"theilbar seien; 
die Formel {8} lehrt dann, dass .^ji+i ebenfalls den Factor /' entiialte, 
und demnach muss diese Eigenschaft allen Ä zukommen. Setzt man 
nämlich für jeden Werth von h 

Ai, — f.^k, 
ao ist 

fp.-i, v.-Oi „„„„„Google 
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oder, da der erste Theil wegen der Bedeutung der | identisch ver- 
schwindet: 

Daher ist in (8) der Werth von ^a+i wirklich durch f theilbar, 
und zwar erhält man aus jeuer Formel jetzt für die 9» die Recursions- 



(9) 9'«.l=^^|äJ;-H--ä^>.(-r2^;^r»j' 

Durch Einfflhrung der (p verwandelt sich nun die typische Dar- 
stellung von /"(y) in folgende: 

>■- 1 j-/ \ ^n • n.n— 1 r. ■} 1 "■** — l.n — 2 1.. 1 « ■ - 
/""'/(!') = S" + — fTg— 9'»!""''?'' f^2~:-^f—Vsi'f— + 'P«'i'', 

und alle Covarianten und Invarianten von /"sind durch die 
H — 1 Covarianten 

f, fPi, Va ■■■ Vb 
rational und zwar so ausdrQckbar, dass nur jedcBnial eine 
Potenz von f als Nenner erscheint. 

I 81> Die Independent« DargtelliUB der Fanctlonen f. 

Bei der grossen Wichtigkeit der Formen tp ist es wUnscheiiswerth, 
sie auch independent darzastellen. Hierzu gelangt man auf fol- 
gende Art; 

Es ist syinbolifich __ 

A„= f. q,i = „,•>-" (ai)'- (;;>2> 

Ich werde nun in zweien der Factoren (aj) für die | ihre »ym- 
boliechen Äusdrficke (2) seteen. Alsdann ist 

f. 9)* = fl^-- * (a|)*-> (ab) iac) bj-' c,-"', 
oder wenn man die Identität II. g 15. anwendet: 
f-9h = i o,"-* (ag)*-= fc,"-' O— ' ^(ahy c,= + (ac)' V- (ftt)* a,*| 

= f. («."-* («!)»-' (« 6)* b.-' -iA. 9)»_,i. 
Bezeichnet man also durch if-* die Covariante: 
CD tk=(.aby(ai)^-^a.-'-h.-~\ 

welche von der Ordnung 

(»-i)(;.-2) + „-/, + »-2..;,{»-2)Goo<;;le 
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ist, 80 hat man für ip\ die Formel: 

Diese Recuiaionsforuiel aber gestattet leicht die independente 
Darstellung der ip; denn indem man in (2) für y*_j seinen Werth 
in tph—i und i^^— i einsetzt u. s. w. , erhält man: 

(3) fP* ^= "/■* — i A if-4_, + \A' ^i-, — J A^ ifh-Ji ■■■, 

eine Formel, welche die indepentfente Darstellnng der 91 vollstündig 
liefert, wenn man noch bemerkt, dass wegen der Gleichungen fp^=\, 
^1=0 die Gleichung (2) fQr ip^ und 9>g giebt : 

?'3 = *'S 

Die Gleichung (3) endigt also fQr ungerade h mit ^^\ für gerade 
h kann man sie bis tf<„ fortsetzen, aber dann ^„-=1 annehmen; oder 
man kann überhaupt den Gleichungen (Ij noch die beiden willkür- 
lichen Bestimmungen hinzufügen: 

(4) %='^, (t-, =0, 

und in der rechten Seite von (3) die Glieder so lauge fortsetzen, ala 
die Indices nicht negativ werden. 
Bemerken wir noch, dass 

if-j^Cai)»«^"-'*,— s = A, 
so können wir jetzt folgenden Satz aussprechen: 

Alle Covarianten und Invarianten von f sind 
rationale Functionen der n Covarianten 

f, A, %, V^..., t. [*4 = C«fr)»C«S)*-'o-'^*fr-"-'J. 
wobei immer der Nenner nur eine Potenz von /"ist. 
ludern man das bei dieser Darstellung der ip angewandte Ver- 
fahren weiter benutzt, wird es nun möglich, allgemein ein einfachstes 
Formenaystem anzugeben, durch welches man rational mit Potenzen 
von f im Nenner alle Invarianten und Covarianten ausdrücken kann. 
Die Untersuchung, welche wir zu diesem Zwecke ausfuhren, besteht 
aus zwei Theilen; in dem ersten werden allgemein Endformeln ge- 
. geben, durch welche man die sp oder V auf ein einfacheres Formeu- 
syatem zurückführt. Eine weitere Eeduction, welche dann zweitens 
erfolgt, gestattet eine Angabe von Endformeln nicht mehr, liefert 
aber ein Formensystem, welches offenbar eine Rcduction nicht mehr 
zulässt. 

Wenn man die oben für den ZusammenboDg der 9 mit den ^ 
entwickelten Gleichungen in eine zusammenfassen will, so kann dies 
folgendermassen geschehen. Die Gleichungen 

liq,t7ed;yG00<:^IC 
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(5) ^p^ = 1^f^-\£ilp^ 



kann man sich bis in'a Unendlicfae fortgesetzt denken, wobei denn 
immer nur die n — 1 ersten Gleichungen fOr den vorliegenden Zweck 
eine Bedentaug haben. Multipücirt man die Gleichungen (5) mit 1, 
e, e* .. . und Bummirt, so erhält man: 

und daher: 

(6J iPi + Vi' + <Pil---= jq ^i^^a — -• 

Die Formen 91 sind also die ersten n — 1 Goef- 
ficienten bei der Entwickelung des Ausdrucks rechts 
nach aufsteigenden Potenzen von g. 

Wenn wir nun die Formen ^^ und ^g ausnehmen, so können wir 
für die übrigen ^ Formeln aufstellen, welche den Reductiousfornieln 
(5) der tp ganz analog sind. Ist ft>4, so kann man in dem Aus- 
drucke: 

abermals fOr zwei Factoren (a|) ihre Werthe einführen und erhült, 
ganz wie bei der Reduction der tp: 

i)^ = (ab)* (at)*-« (ac) (ad) a,"-* 6,»-' c,— ' rf,"-' 

= (a by (« !)»-< a,"-* 6,"-' c^"-* d^'^ (a cy rf,« - i (c d)* a^* j 
= /-.(aJ)«(ac)*Cal)*-'ö*"-*6,— »c,-'-}Aitft-?. 
Führt man also die Bezeichnung ein: 
(7) t, = iaiyiacfiaQ^a.-'b.-'c.-^ 

(*>4), 
BO hat man die Gleichuugen; 

*. = /■• Ji-IA»., 



und eB sind daher, indem man ganz wie oben verfährt, ip^, ^j 
die ersten « — 3 Entwickelungscoefficienten der Reihe : 



(8) *', + *s» + *.» 



-iA(i)., + i).,«1 + /-fa + i;,»+)i, »■...) 



1 + iA»" 



Goo<^lc 
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Guu2 ebenso kaun man nun die Formen x^ beliatidelu, für welche 
h ^> 6. Setzt man 

(9) ** = (aby (acy (ad)'' Co|)*-« a."-* 6,-» c,— » dr-», 
HO hat mau die Reductionsformelii : 

&-/-.»,-iAj, 



und jig, Xt • ■ • siiid also dien — 5 ersten Eutwickelangscoefficieuteil 
de& Ansdnicks: 

(10) z.+i,«+».«"...= r+iÄi5 

Indem man so fortfährt, erhält man eine Reihe von Gleichungen 
(6), (8), (10):. 

_ -tA + (», + »,g+i(.,»'...) 
l + iA«= 
-i A «.,+»,«) +r(z. + »,»4- ».g'...) 
1 + lA»* 






)l> + );,« + i,«" = 



-iA(i;, + ^,«) +/-(»,+!>,«+», «■...) 
l + JA.' 



MultipUcirt nun dieselben der Reihe nach mit 
fis* f*^ 



^' 1 + iA^*' (l + iA««)»'. (l+iAÄT'" 
uud addirt, so bleibt, mit Weglaasung der sich aufhubeudeu Terme: 

(11) <p^ + ^^e + <p^e^... 

l+iA^«'^(l+iAsY'** (l + iAVT "^ (1 + iA^r 

Mit Hilfe dieser Formel drücken sich die Functionen ^ darch 
die Formen 

(12) Ä = *<, *,, Xu 3!6> *6. »7-- 

aus. Um die darin liegende Vereinfachung abzuschätzen , bemerke mau, 
dass Grad (in den Coefficienten) und Ordnung (in den VerÄuderlicheu) 
bei den 9 die folgeuden sind: 



1 'P, 


». ■ 1 (P. V, 


■)>. 


<P, ■■■ 


ürad: | 2 


3 4 5 


6 


7 ... 


Ordnung: |2n- 4 


3»-6 4n-8 6»-10 


6n-12 


'»Güogit 
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dagegen bei der neu eingeführten Reihe von Formen: 

I <^. I "/'s I ^> I l5 1 »e I »T •■ ._ 
Gtad: |2|3[3|4|4|5.., 
Ordnung: | 2n-4 | 3»-6 | 3«-8 |4«-10]4rt^l2|5«- 14 . . . 
Entwickelt mau die rechte Seite des Ausdrucks (7), so liat man 

+ (<(-i + K'3^)(I-5A£^+ä AM-IAV...) 

+ r2'(*C+*7^){'-4A^*+V>A'£*-VA»2«...) 



und daher, mit RU^sicbt daranf, dass A = ^2- 

<Pi = 'i's 



wu duB B ild Uli gs^e setz minder übersichtlich ist. 

Sprechen wir den in Obigem enthalteneu Satz folgender- 
mnssen aus: 

Alle Invarianten und Govarianten von f sind 
biß auf Nenner von der Form f- ganze rationale 
Functionen der folgenden » Bildungen: 

f 

ifrj = (a by a.r"~* bi'- * 

Xt =(,aby(^acya^'—* 6,"- ^c^"-^ 

X^ = (aby (acy («§) o^" "' &r"-' c,"-' 

#6= (aby iacy {ady c,—» 6^"-» c^—^ rf^—' 

*, - (aby iaey (ady (a|) c.-' 6,—^ c.-^d,"-' 



9 85. Dag einfaoligte SjstAm oBgoolirter Fonnei. 

Eine viel wesentlichere Grad- und Ordnungserniedrigung der 
Formen, durch welche sich allfs ausdrücken lässt, erhält man aber 
durch folgende Betrachtung. 

Die Formen ^^, tfi^, Xn Xb--r ^^^ welche oben alles zurück- 
geführt wurde, mit Ausnahme der letzten von allen, haben die 
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Eigenscliaft, dass jedes darin auftretende Symbol auch durch einen 
linearen symbolischen Factor vertreten ist. Denken wir uns die For- 
men der Keiho nach fQr n = 1 , 2, 3 . . . entwickelt, so tritt also bei 
jedem folgenden Werthe von n nur eine weseutlich neue Form auf, 
die letzte; die anderen aber sind auB den Formen des um 1 niedrigeren 
n dadurch ableitbar, dass man in jedem der symbolischen Ausdrücke 
das Frodact aller seinen Symbolen entsprechenden linearen Factoren 
als Factor hinzufügt. So kommen bei n = 2 nur 

f=--a;,' und ^^ = D = (aby 
vor ; BUS diesen werden bei n — 3 die Formen 

/ = aj, Va = A = (aby ß, b,, 
und es tritt die neue Form 

1!',= -V= -(«'')- (cfl)ftx f.* 
auf u. 8. w. Jede (Jovariante einer Form »*" Ordnung, bei welcher 
allo_ Symbole auch durch lineare Factoren vertreten sind, kommt schon, 
mit je einem linearen Factor weniger l^r jedes Symbol, bei den 
Formen (»— !)*•■ Ordnung vor, und ist dort durch f und die den 
, Formen (n — 1)"' Ordnung entsprechende Reihe von Formen i^, jj- -, 
mit einem Nenner f^ rational ausdrUckbar; daher ist eine solche bei 
den Formen n*" Ordnung durch die entsprechenden Formen i>, % ■• ■ 
ausdrtickbar, d. fa. man bedarf bei einer solchen Covariante nicht der 
letzten, bei den Formen r^'" Ordnung neu auftretenden Bildung, 
welche zugleich nur in dem letzten Coefficienten ihrer typischen Form 
vorkommt. 

Man kann also sagen, dass jede Covariante, in welcher 
jedes Symbol durch einen linearen Factor Vertreten ist, 
bereits durch die ersten n— 1 der Formen f, ^j, tf)^, y^, JEs ■ ■ ■ 
als rationale Function mit einem Nenner f^ ausgedruckt 
werden kann; ebenso jede Covariante, in welcher jedes 
Symbol durch das (Quadrat des betreffenden linearen 
Factors vertreten ist, durch die ersten n— 2 der Formen 
f) ^i> ^t) It, Za - ■ • u. s. w. Da aber umgekehrt aus den letzten 
Formeln des vorigen Paragraphen (fr, durch f, qo^; Va durch f, tp^, tps', 
X, durch /■, qoj, y^, <p^ etc. als ganze Functionen dividirt dnrdi Po- 
tenzen von f aasgedrSckt werden können, so kann man in dem soeben 
ausgesprochenen Satze auch statt der ersten'» — 1, n—2 etc. der For- 
men f, Vi) t-i, Xii Xt ■ ■ ■ iniMcr sagen: die ersten «—1, «—2 etc. 
Coefficienten der typischen Darstellung. 

Man kann daher nun auch den letzten bei den Formen n*" Ord- 
nung auftretenden Coefficienten tp„ oder die ihn vertretende Form 
der Reihe f, f^, if>i, Xi, Zs ■ ■ ■ i" dieser Reihe durch eine and^ 
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Form ersetzen, welche sich von der ursprüiiRlicheu durch eiu Glied 
unterscheidet, in welchem jedes Symbol durch einen linearen Factor 
vertreten ist uud welches also schon als ratiouiile Function mit einem 
Nenner /"l durch die vorhergehenden Glieder der Reihe ausgedrOckt 
werden kann. Danu aber Oberzeugl man sich leicht, dass durch Zu- 
fagung solcher Torme die betreffende Form wiederholt durch f theilbor 
gemacht und also auf eine nach Grad und Ordnung weseutlich niedrigere 
Covariante zuröckgeführt werden kauii. 

Betrachten wir zunfichst deu Fall, wo n gerade ist. lu diesem 
Falle ist die neu hinzutretende Bildung von der Form 

Setzen wir dann für (acy^hz* seinen Wertb: • 
{acf K* = t (d &) c, + (6c) a^ [*, 
so brauchen wir davon nur den Term 
iabfc,' 
zu berücksichtigen; denn das von den übrigen Termen Herrührende 
enthUlt den symbolischen Factor a^b^Cj; . ■ . und kann also übergangen 
werden. An Stelle der obigen Form kann man also eine setzen, 
welche den Factor C:,'='f ■euÜuüt, und mit Uebergehung desselben 
bleibt dann die Form übrig: 

C«6)'(ad)*--- Co»»)*fc.r— *rf«"-^.. *»,—'. • 

Verfahrt man nun mit (adyb^'' ebenso wie oben mit {ahybj, 
so kann man, mit Uinweglassung von Temen, welche übcrgaugeu 
werden dürfen, und mit Auslassung eines Factors f, statt der obigen 
die Form einführen: 

(ahy^acy... (o»»)*6,"-*t;j"-* . . , TOx""'. 

So kann man, da die Zahl der Symbole b, c . . . m gleich ■ „ 
ist, fortfahren, bis man zu der Form 

(o b)" ~ * (a mf 6j* m," - ' ' 
gelangt. Bei dieser kann man noch einen Factor (am)bi durch 
(oi)»Hx + (ftm) a, ersetzen und den letzten Theil auslassen/ weil er 
axb^mx enthült. Es bleibt also 

(_ab)"-'iam)b^mj'-l 

Da nun n— 1 ungerade ist, so erhält man durch Vertauschung 
von a mit b, indem man fUr den obigen Ausdruck die halbe Summe 
zweier gleicher einführt: 

= K«i)'- m.'-^f.W- Google 
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Es bleibt also endlich die einrachste Invariaute (itb)" der Form n'" 
Ordnung ttbrig; und diese ist das einfauliste Gebilde, welches als 
neue Form eiugeftlbrt werden kann. Bei den Formen höherer Ordnung 
treten ttlr sie die Covariauten 

(a b}* Ox f>t , {a 6)" o«* bx' ■■., 
ein. 

Alle geraden Formen geben, wie man sieht, bei dieser Unter- 
suchung nur zu Covarianten oder Invarianten Veranlagung, welche 
iu den Coefftcienten vom itweiteu Grade sind. So trat bei den Formen 
«weiter Ordnung (o6)* auf, bei den Formen vierter Ocdnung (ab)*. 
Gehen wir nnn zu dem Falle eines ungeraden n über. liier ist 
die zu betrachtende neue Bildung: 

iaiy(ac)*... (nj»)>(a£) V"'c*"-'... tWx--^ 
Wir können, indem wir ganz wie oben verfahren, an Stelle die- 
ser Fonn die Form 

(a6)"->(o|)fc. 
einßihren, die Fanctionaldeterminante von ^ab)''~^ a^bi mit f. Für 
Formen von höherer als der n*" Ordnung tritt au Stelle derselben 

(ab)--^(ai)ax^-'b,\ 
was nicht aufhört (bis auf einen numerischen Factor) die Functionol- 
determiuante von f mit der Form zweiten Grades in den Coefficienten 

(aby-^a^^bj 
?.n sein. 

Und so können wir denn endlich folgenden Satz aussprechen: 

Alle Covarianten und Invarianten einer Form f 
von der n"" Ordnung sind durch die folgenden ein- 
fachsten Formen als rationale Functionen mit Neu- 
nern f^ darstellbar: 

1. /selbst, 

2. die Formen zweiten Grades in den Coefficienten. 

(ahy fl,-^» M-S (aby o,"-' br'-* . . ., 

3. die Functionaldeterminanten der letzteren 
mit f. 

Von diesen Formen sind die unter (2) angeführten von den Ord- 
nungen 

2n-4, 2m-8, 2«-12..., 

die unter (3) angef^rten von den Ordnungen 

3»-6, 3«- 10, 3tt-14.... 



Die letzteren sind sämmtlich Formen ungeraden Charakters, ■ 



C 
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I 86. Methode sur BerechiinDg der Coeftclenten <p- Vio Irpisehen 
Dar Stella D^en bis znr secfasten Ordnnngr. 

Um nun wirklich die CoefGcieiiten 9 und damit auch alle anderen 
Invarianten und Covarianten durch das vorhin angegebene einfachste 
System auszudrücken, kann man folgenden Weg einschlagen.* 

Der grösseren Uebersichtlichkeit wegen bezeichne ich die Formen 
des einfachsten Systems assocürter Formen durch a, r, so dass 

ff, = {a6)* flj"-' hi"-^ T, = (a&)* {(ic)a:r"-* ft»""' c,"-' 



ff,=.(a6)"a^— ^'i,— t* i, = (a6)U(oc)fl^.-M-i6^«- 



wo denn o, die frUher durch A bezeichnete Form ist. Man bilde nun 
diese Ausdrücke fUr die typische Form. "Nach einem in § ii2. gegebenen 
Satze hat man, um eine Covariante für die typische Form zu bilden, 
nur in dem ersten Coeßicienten derselben die Ooefiicienten von f 
durch die Coefficienten /", 0, A^, —A^.,. der typischen Form zu 
ersetzen und di^rcb eine passende Potenz Ton / zu dividiren. Da in- 
zwischen gezeigt wurde, dass 

A^=f.<p„ A, = f.(p^..., 
so kann man diesen Satz jetzt dahin aussprechen, dass in Jenem 
Coeflicienten die Coeföcienten von / durch die Ausdrücke 

(1) 1, 0, qp„ q^, ... 

zu ersetzen sind und sodann durch eine passende Potenz von /'3ividirt 
werden muss. 
Ist nun 

f -," -1 ,n.M— 1 .,,. 

f— «(, a;," + j a, a:,"-' x^ + - ^ ^ a^ x^''-^x/ + . . . + ff„ .r^", 

and setzt man zugleich 



2n--4i.2n-ii-] j _, _, j 

+ 12 ■'» ^' ^' ■■■' 

80 erhält man durch Bilduug der ersten Ueberschiebung von f mit 0«: 

= (o.S„W-floS,'*')a^,*'-*'-* +■■■ 



• Ich vcrdankii die liier folgende Methode einer schriftlichen Mittheilung v 
Hei-m UriuBehi. 



Goo»^ Ic 
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Man erhält daher r,, wenn man in dem Ausdrucke a^ s^W — Oy sj" 
statt der a die Grössen (1) einsetzt und durch eine passende Potenz 
von f dividirt. Dabei aber ist a^ durch 0, a-f^ durch 1 zu ersetzen; 
man braucht also , statt im ersten Coefiicienten von ty diese Ersetzung 
Toizunehnien , dieselbe nur an ~ s/'', dem uegativ genommenen zweiten 
Coefficienten von <J,, auszuführen. 

Nun ist, als (21)" Ueberschiebung von f über sich selbst: 

(M — 2j ,, , \ 

**u^l H i "^1 Xi"-^'-' Xj...\ 

/■ „ ,, , n-2i ., . \ 

■ ( fli.-i a;,"-** H j — an a:,— "-' ar, . .. j 

, 2i-.2i-l/ „ „, , n~2i , ,, , \ 
H j — (^«aV~ H — «sV ' a;,...j 



+ 






2i . , 2i.2i~l 

2i , 2i.2i-l 

oder, wenn man gleichartige Terme zusammenzieht: 
,,, „l 2i , 2t.2i-l 

(-1)-- 2i.2i-l...i + l i 
^ 2 1.2...» "■ i 

,,, 2(-l , 2t.2)-3 
Si" = «u'''Ji+i 1 — «iOifH T — 2 — <'«"J'-I 

2i.2t-1.2i-5 



Setzt man nun hierin die Grössen (1) an Stelle der a, so werden 
die Ausdrücke rechte von der Ordnung der Ausdrücke (pji nnd Vw+i» 
also beziehungsweise vou de» Ordnungen 2»(«— 2) und (2*+1)(m— 21 ^ 
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(vgl. S. 329), während 0( und r, vou den Ordnungen 2n — 4t und 
3n — 4t~2 sind. Die hinzuzufagenden Potenzen von /"sind also: 

b.i„: 2i(-2)-P«-4.-) ^2.._2 

bei .,: P< + l)('-2)-(3»-4-2)^^._ 

« ' 

und die Ausdrücke der ff, r durcb die 9» werden durch die Gleich- 
ungen gegeben: 

, -, , ,2».2i-l 2i.2*-1.2i-2 
iiti.f"-' = fp2i + — J--2 — yjVii-i r~2~3 V3<pii-3 



C-iy 2i.2«-i...i+i 

+ •■■ -9 1-9 — i f" 



2 1 



T,.r'-' = 9'«-i+- 



+...(-iy. 



1.2.; 



1.2.3 

t + 2.1_. 



Diese Formeln gestatten ea , successire die verschiedenen 91 durch 
die (S, T auszudrücken, und indem dieses möglich wird, geben sie zu- 
gleich einen unmittelbaren Beweis dafür, dasa olle Covarianten und 
Invarianten vou f als ganze rationale Functionen von f und den ff, r, 
nur jedesmal durch eine Potenz von f dividirt, ausgedrückt werden 
können. 

Da die p hier successive berechnet werden, so enthält qji,- nur 
die a bis fff, die t bis zu tf-i einschhesslich; d^egen enthillt (pa + i 
die ff bis zu ff^ und die t bis zu tj einschliesslich. Inzwischen bemerkt 
man, dass die Differenz 

die froheren ip nach den obigen Formeln nur bis zu 9:111—1, und dass 
die Differenz 

vif+i— Tj.r'"' 

die 9> nur bis zu 9)1,-— 1 enthült. Daher kann die erste Differenz, wenn 
man alles durch die ff, t ausdruckt, diese Grössen nur bis zu Oi-i, 
Ti-2, die zweite Differenz dieselbe nur bis zu tfj-i, ti_i enthalten. 
Und man hat also den Satz: 

Die Ausdrücke der typischen Coefficienten 93 
haben die Form: 

<p-ii =iff*r"-* + TTi( CA ff„ ffj..., ff(-i, Tj, Tj..., r^-a) 
9)^.1= rtp'-' + 'Uti+iif, ffi, ffg.--, ff(-i, T,, tj..-, ri_i), 
wo die TT ganze Functionen bezeichnen. ^ 

Goot^lc 



Typische Danitellmigen. — S 86- 
Die Gleichungen 

4 »./'' = »'«+ 15 T, V, - 10 9,' 

i <*4 r = Vg + 28 V» ips — 56 9>a Ve + 35 fl'«* 



^4 r = Vs + 20 9>t Vi — 28 (Ps 91g + 14 91^ 9 



geben aufgelöst folgende AusdrQcke der ersten 91; 

f. = i »1 

»> = 'i 

f. = !«./'-»»,' 

«»i = «j /■' + (i «. «.-}'',».)/'' + 1 "■' '1 

-(Hl^»i'- 198 ",',') 



Die fraglielien typischen Darstellungen werden daber für die 
ersten Ordnungen folgende; 

n = 2. Hier wird a, = 1), also 

wie in § 33. 

*t = 3. Ea wird ff, = A, t, =^ — Q, also 

r-/(y) = S'' + *AU' + «ir'. 

Äile Invarianten und Covarianten von f drQcken sich also durch 
f, A, Q aus. In der That bleibt nur nocb R übrig; bildet man das- 
selbe fiir die rechte Seite nach der ausgerechneten Form (§ 34, Anm.), 
so hat man 

Die Vergleichung der Ordnungen giebt A = 2, also 

r ' 

was nichts anderes als die Gleichung (7) des § 35. ist. 

w = 4. Man hat • 

., = jr, r, = -T, o,=.-, „„„.Google 

CUhich. ThMiiia dar biaUan lletbr. Faman. 99 ^ 
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Alle Covariunten und Invarinnten drUckeD sich also durch f, M, 
T, i aus. Ea ist nur j noch übrig, und indem man es für die rechte 
Seite bildet, findet mau 

„ -ff 



i-ß- 



2 



> = ^- f, i 

w«8 die Formel (1) des § 42. ist. 

H = 5. Man hat, indem nach Analogie des § 73. die übrigen 
Bezeichnungen beibehalten werden, nur noch die neue Form 

q = (ab)* {Ca) «t 6i* cj'—iei) d* t,* 
hinzuzufügen; dann ist T^ — — 5, 

und die typische Darstellung wird: 

/■*■/•(?)=• l' + 5i?e.l'+ 10 J'|',> + 5(^/^-iS"')|.l' 

+ (sr-2?r)>,'. 

Ns=6. Hier tritt die Invariante A=e^ (§76.) hinzu, und die 
typische Form wird: 



, I 87. Aaweadnn^ der typischen Dargtellnn; ant die ISBung tob 
OlelchODKeii. 

Wenn man unter x^ , x^ irgend welche constanten Werthe ver- 
steht, so hat die Substitution 

die Eigenschaft, die Gleichung /'=0 von ihrem zweiten Tenne zu 
befreien, Ckxigic 



Typische Daretellnngen. — §S 8e, BT. 339 

I. Bei quadratischen Gleichungen, wo nach §86. die neue Form 

wird, hat man an Stelle von /^(y) = sofort die reine quadratische 
Gleichung 

also 

■ £=±/^.. 

oder 

i [?■ r (»,) + y, r (»,)] =j/-^- (». V, - », '.} , 

und daher, was auch Xi, x, sßin mögen: 

4fW + ^, 



was mit der in § 33. gegebenen Losung übereinstimmt. 

3. Bei cubiscfaen Grieichungen wird nach § 86. die neue Gleichung: 

Diese Gleichung kann, wie in § 44., durch entsprechende Modi 
fication der in § 38, gegebenen Lösung, oder direct durch die Car- 
dauosche Formel gelöst werden. Man erhält dann 

wo E eine dritte Wurzel der Einheit ist, und, durch Einsetzen in (1), 
nach den gewöhnlichen Regeln: 

daher sind A^ und B^ die Wurzeln der Gleichung 



-«-|'=o, 



und es wird 






"'22» 



Goo<^le 
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Aber nach der Theorie der cubischen Formen ist 
daher ^^ 

Die Grössen A und B sind also durch die Gleichungen 

«■ = 4(0-^/-!) 

nebst der Bedingung 

C5) ^S = -^, 

welche die Wahl der Cabikwurzel von B' an die von A' boOpft, 
gegeben; sodann aber findet man nach (2) — aus der Gleichung: 

(6) ^yiLSal+y^rs^^s^A+s^'B. 

Die Lösung giebt, ganz analog der fQr die quadratischen Gleich- 
ungen aufgestellten, eine unendliche Anzahl gleichberechtigter Auf- 
lösungen, welche nur durch die Wahl des wHllürlichen Parameters 

-* von einander verschieden sind* 

Ig 

Eine andere Darstellung der Auflösung der cubischen Gleichungen 
(1) erhält man, indem man f^ die x eines der Werthepaare a, ß 
setzt, füx welche A verschwindet. Die Gleichung (1) verwandelt sich 
dann in eine reine cubische Gleichung, and man hat daher 

wo die dritte Wurzel jeden ihrer drei Werthe annehmen kann. Die 
Lösang der cubischen Gleichung nimmt also dann die beiden For- 
men an: 

3. Bei biqu ad rauschen Gleichungen ist die transformirte Gestalt 
nach § 80.: 

(7) 0=|*-l-3.ff6»ij» + 4n'/» + (^-J-H')v. . 

• Oundel finget, Math. Adh. Bd. 3, S. 272. p -,ml ^ 
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Setzt man nun, iiach Euler'B Methode: 

(8) ^=Ä+S + C, 

SO kaun man die Gleichung (7) in folgende drei zerlegen, welche 

dann die Grössen A, B, C ToUständig bestimmen: 

T 
ABC —4 

(9) A' + B' + C --}fi 
A'S' + J?C + C'A'=^-'-^. 

Daher sind A^, B*, C^ die Wurzeln der cubischeu Gleichung 

(10) ^+}if,. + (2i_l|.),_l. = 0, 

während ausserdem zwischen A, B, C selbst die Zeichenbestimmung 

(11) ABO=-i 
besteht. Setzt man aber in (10) 

(12) if = - 

und fahrt dadurch die neue Unbekannte n» ein, so verwandelt sich, 
wenn man zugleich die Identität 



B+mf 
2 ■ 



i'=-i{a>-LHi'-{f), 



berücksichtigt, die Gleichang (10) in die cubiscbe Resolvente des 
§ 44., nämlich 

(13) ™._.i„_i=o. 

Man hat also, wenn vrieder m, m' , m" die Wurzeln dieser 
Gleichung sind: 

A^y~?^ 



(14) B~j/- 



H+r^f 



C=j/-ä±ff, 



WO fOr die Vorzeichen der Quadratwurzeln noch die Bedingung (10) 
besteht. 

Man sieht, dass A, B, C nichts anderes sind, als die Werthe 
welche die irrationalen quadratischen Cova' für das^fp 
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beliebige Werthepa&r x^, x, annehmen. Daher kann man diese 
L5sang der biqnadrati sehen Gleichung endlich in folgender Form 
schreiben*; 

(16, jSin5i±MIa)=+^(j;) + *(;S, + j(:,), 

*i »» ~ »i ^ 

(16) +i>W-+.*W. + xW=-f- 

Für die wirkliche Darstellnng der Lösang haben die hier er- 
wähnten Formen vor den im Frfihem gegebenen wesentliche VorzQge. 
Ich will die Formeln (15), (16) auf eine an und f(lr sieb interessante 
Gleichung anwenden, die Modulai^leichuug fQr die Transformation 
dritter Ordnung der elliptischen Functionen. Nach Fnndam. S. 23 ist 
dieselbe 

(17) u*-«* + 2u«(l-«»v»)=0, 

wo u = yx, v=:yk, und wo x den gegebenen, k den gesuchten 
Modul bedeutet. FOhrt man den reciproken Werth t des Multipli- 
cators Jlf ein, so geschieht dies mittelst der linearen Transformation 
(Fundam. S. 25J 

(,8) '=4="-±^'- 

und die Gleichung (17) verwandelt sich dadurch in 

(19) /•=f-6*» + 8(l-2x^*-3 = 0. 
Für dieselbe ist i = 0, 

1 -1 

(20) j = 6 -1 2(1-2«*) =96x»)('S 

-1 2(l-2x*) -3 

wenn x'* = l — x*; daher aus (13) 

(21) m = ^^ = 2^4x»x''. 

Zugleich ist 

(22) fi=-2(* + 8(l-2x»)(3-12*» + 8(l-2x*)*-|-I6x»x'*. 
Setzt man also in (15) x^ = \, «, = 0, so hat man: 



f=-^~j/i-y'i»'»''+j/i->v'ix',-'+j/i-i'i^i. 



* Arouhold in Crelle'g Journ&l, BO. 112. 

i:q,t7edi>COOt^lC 



Typische DarBtellnDgen. — §§ 87, 88, 34B 

Um die ZeichenbestimmuDg (IG) zu tiuden, muHS maa nocli den 
ersten Coefficienten von T {weil a;, = 1 , aij, = 0) bilden, welcher gleich 

ist. Die Vorzeichen der Wurzeln sind also so zu nehmen, dass 



y l-p ix^x* .j/ \ ~ e\/Ax*x'* .j/ \~a'\/Ax 



x'a^2x»-I. 



I 88. Andere typische D&rBtellnDg des Formeagystems der Fomien dritter 
und Tlerter OrdnniiK. 

Wenn es sich darum handelt, nicht nur die Grundform, eondern 
auch ihre Govarianten in typischen Veränderlichen darzustellen, so 
können andere Substitutionen, als die im Vorigen behandelten, den 
Vorzug einfachster Eigenschaften besitzen. Bei den Formen dritter 
Ordnung ist es die Substitution 

bei den Formen vierter Ordnung die Substitution 
(2) l=I.'T„ ,-(!!,), 

welche am einfachsten zum Ziele fflhrt. In beiden Füllen haben die 
neuen Veränderlichen die Eigenschaft, Null zu geben, wenn man sie 
dem Prozesse S unterwirft, so dass, um Q, resp. H zu finden, es nur 
nöthig ist, die Coefficienten der typischen Darstellung von /"die- 
sem Prozesse zu unterwerfen, während andererseits ^ und T unmit- 
telbar aus den Formeln des § 86. gefunden werden. Doch ist 
ee auch für die erateren Formeln nicht erforderlich, auf den Prozess 3 
zurückzugehen, wenn man sofort die Darstellung der zusammen- 
gesetzten Formen xf+iQ, bez. xf+iS unternimmt. Zur Be- 
stimmung der Coefficienten in deren DarsteUungen fährt die recurrente 
Formel des § 83. 

Es sei nämlich JP^Fg" irgend eine Form, und 

eine aus Anwendung einer beliebigen andern, nur nicht linearen, 
Form g) entspringende Substitution. Es wird dann 

and daher 

Gooi^le 
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Die Methode, eine recnrrente Formel fDr dia B zu findeu, kann 
nun aus § 83. ohne Weiteres entlehnt werden. Denn da a. a. 0. eine 
Beziehung zwischen den dort durch f, M bezeichneten Formen in 
keiner Weise benutzt wurde, so bleibt das Resultat auch für den vor- 
liegenden Fall bestehen, in welchem f, M nur durch F, tp ersetzt 
werden. Man hat also die recurrente Formel: 

wo 4> die Coyariaute 

(5) <t> = (9)^p')'9'^->'«^-' 

bedeutet. Ich wende dieselbe jetzt auf die fragliche Darstellung der 
Formen dritter und vierter Ordnung an. 

1. Cubische Formen. Zunächst wird durch Anwendung der 
Substitution (1) nach § 86. : 

(6) A.AO/)=g« + |,,*. 
Sodann igt 

(7) A>(«/'+10 = S.I'-3B,|', + 3a,|,'-B,,>, 
und zwar hat man nach (B), (4) (<1> = Ü); 

' *| ax, dXj S\' dx^l 

= ««-!'/■ 1§36.(3).1 

-B, = -^[«(aA)a.>a,+ i(«A)«,-A,] + Ji(««-|i/) 

D.qil.zMBlG001^le 
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Die typische DarsttiUiuig von xf+lQ wird also: 

A'(«/-+»e)=(«/-+»«)(p-5^5.i')-(««-fv)(3i',-f,'} 

Sie zerfällt in die beiden Gleichungen: 

2. Biquadratiache Formen. Zur Darstellung von T mittelst 
der Substitution (2) benutzen wir die letzte Gleichung des § 86,, in- 
dem wir T an Stelle der dort durch f bezeichneten Form treten lassen. 
Es ist zunähst zu er&rtem, was an Stelle der dort durch H, T, i, 
q, A bezeichneten Formen zu setzen ist. Hierzu benutzt man die 
Formeln des § 43. Bezeichnen wir durch / und J die nach den y 
genommenen Invarianten der Form 

B.m-f.Bd,), 

welche aus tii, jtl dadurch hervorgehen, dass H tHr x, —f t&r X 
gesetzt wird, so hat mau nach § 43. (7) für die in § 86. durch H 
bezeichnete Form den Ausdruclc; 

(.TTyT,'T;' = -^I. 

Die in § 86. durch T bezeichnete Form ist die erste Ueberschiebung 
dieser Form mit T: 

_ 1 IdTel cTll\ 

V2.s.i\ex,ex, ex,gxj 

ii.e.e\cfvi,gx, »z,ezj'^ea\ex^dx, ix,ixj]' 

Aber nach § 42. (2) hat man : , 

djl d£_ST_ P£^ ea(H,-r) . 
Sx^dx^ dx^Sx~ dH 

»I dH ST IB sa{B,-f) 

dx^Sx^ dx^dx^ 3f 

und der gesuchte Ausdruclc wird also; 

f 87 ag( g,-/-) a/ »S{H, ~rt\ 
sa(x,i) aj.j aQ(«, ü) i 

8« »r. 3J I — « ■=_, 

= ^f- (§41.) 



"^ T^i af äff 

= rh 



Gooi^le 
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Die an Stelle von i (§ 86.) zu setzende vierte UeberBcIiiebuDg von 
T über sich selbst verschwindet nach § 4;). identisch; ebenso also aucb 
die an Stelle von q (§ 86.) tretende erste üeberschicbung dieser Form 
mit T. Dagegen wird die sechste Ueberschiebung A von T über sich 
selbst, nach §43.: 

Da aber fttr x~H, A = — /", T* in — ^ß übei^eHt, und nach 
§41.: 

so wird auch 

3"-^=i'j(|-/)o*(-a,-fi 

Wenden wir jetzt die letzte Formel des § 86. an, so erhalten wir fllr 
T die Darstellung: 

Um die Darstellung von xf+iS zu finden, wendet man wieder 
die Formel (4) an. Es ist 

T*{xf+XH)^B,V-ia,Vv + Q^A'v'-^JiAl' + Si^*- 
Dabei ist 

B„=xf+IH, <t>^iTT'fT^*T^-*=--^. 

Man vereinfacht die Aufsuchung der folgenden Coeffieienten sehr 
durch folgende Vorbetr^htung. Setzen wir der KOrze wegen 
u=xf+i3 

wo Q immer mit den Argumenten H, —f geschrieben gedacht wird, 

so ist 



oder nach § 42. : 

i;q.i..cdi,tjOOi^le 
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Ferner : 



S.=4 



^ffi)/• 






»/'S 



('s:, 3a;[/ 
dfHT dHdT \\ 



df'' J\dx, 



)ll} 






>H' 



Der in der grossen Kl; 
auch die Form erhalten: 

8'a , a'g 

' SH- Wßlt 

a'g 8=a_ 

I _a^ 

a'g 
1 dfiH 
80 dass endlich 

(") -l. 



bcfiudlicliG Ausdruck kann aber 



= 4(«/'+'i')' 



„ a'o a'Q 

dßM 

«/■■ 



--3J(»/-+Xif) |§4I.(8)|, 



8» 



8l, ' 



I, 27». 



, X uicht 



Hieraus folgt, daas man setzen kann: 
(12) .Bj=.Ci« + B,», C.= I, i), = 0, 

wo Ci, und Z)a ganze Functionen von f, H sind, welche 
mehr enthalten. 

In der That, es verwandelt sich die recurrente Formel (4) mit 
Anwendung der Gleichungen (10), (11) in: 

ß„„ + 2,.„„„jlj{ß|s._||f,_2.i,.)„ 

-24^^- (»-«+*'-"). 
eine Gleichung, welche sofort in die beiden zerfällt: 






<rr;.l8i:*'^-8i7''-"^V-24i43r)-"^'^' 

_L('8_5., _8A, ,„,^ \ 
4-;A8l,''"8i: *■"''" ) 



-JD,- 



Betrachtet man 
Functionen von f 



' und B, 
■'citer; 



24(4-/0 
wie oben angegeben, als 

Goo<^lc 
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8l, ' 


«B, sa an, 8a\ 
— *\ if 'dB~ m dfl' 




und die recurrenten Formeln werden also: 




(13) 


2 aa 80 ac. aß,„,„| bh 

3(4-4) az-aÄ eä er ' '^^'( 24(4- 

2 an.aa az), aa . „ ) 5* 

3(4-;,)i öfSH IM df"- ( 24(4- 




Führt 
man weitei 


man nun aus (12) die Werthe C, = 1 , i), - ein 
C, = 0, D, = -}, 


, 80 erhält 


■ (14) 


„ 1 ('ajan aj 8n\ isj' 
'-'--TB V-ä78S~äfl ■?/•/" 8T24 
„ 2 /87 «a el 8Q\ / J 
■"'^"^3:48V'878ff''8Äa/-; 18~36- 


Ea bleibt uur noch der erst« Theil von C^ umzoformen. 
mit Bezug aaf x, X als Teränderliche in § 41. 


Man hatte 




j.i = -iQsi. 




Setzt 1 


mau also fUr den Augenblick symbolisch 




so wird 
mithin 


i,l = - 3 (i»»')' "•"'■. = - 3 A.< 
i« = -3(»a)«'.'A, = -3fe-, 




,/Sjcw 


-|tS) = -^(«*»)«-'»-' = -4^"'^-- 






=-*-■■ ß^-^^^-toogle 
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Setzt man also x = H, i. = — f, so ergiebt sich 
SJaÖ dJdQ . „ 









IfdH 


mif" 


-«j 


• 


und somit: 














(16) 








''-S- 






Fassen 


wir 


nunmehT alles 


zusBinmen, m 


haben wir; 




s. 


= 


-f+iB 










^1 


= 




-*(' 


80 





■»4=54 («/■+»ff)+ä5 (»äir - ■■ ir)- 

Die typische Darstellung von xf+lH wird also : 



oder man hat: 



-li7('''''"Ä'''+ä'')- 



I 89. Ceber die Anf^ftbe, in gegebenen Elementen ein letites m finden, 
80 duB eine bestimmte iBTuiante des gauen Sjstems Terschwindet. 

Im Folgenden werde ich eine Anwendung der typischen Dar- 
stellnngen geben, welche für die Untersuchung der Natur von InTarianten 
von der gröseten Wichtigkeit ist. Um nämlich die Bedeatnng des 
Yerschwindens einer Invariante J zu erkennen, welche einem Systeme 
von Formen f, q» . . . simultan zugehört, kann man die Elemente, 
welche den Gleichungen f = (i, 4' = 0... zugehören, bis auf eines 
(etwa von f) als bekannt Toraassetzen und nun die Frage stellen: |^ 



350 Siebenter Abscboitt. 

Wie bestimmt man das letzte der Gleichnng f=0 
zugehörige Element so, dass eine gegebene simnl- 
taoe Invariante J Yon f, ^ ... Terscbwindet? 

Man kann in Folge dieser Fragestellung f als das Product einer 
unbekannten linearen Form t] mit einer gegebenen Form F einer um 
1 niedrigeren Ordnung ansehen; und indem mau diesen Ausdruck ij.F 
in die Invariante, welche verschwinden soll, an Stelle von f einfQhrt, 
erhält man aus J^ = eine Gleichung fflr das Terhältnisa der Coef- 
äcienten von ij, eine Gleichung von ebenso hohem Grade in Be/.ug 
auT diese Unbekannte, als J es in Bezug auf die CoefBcieuten von 
f war. 

Diese Gleichung hat in vielen Fällen bemerkenswerthe Eigen- 
schaften und dient dazu, die Eigenschaften von J zu beleuchten. Ich 
will zunächst nur zweier Fälle gedenken, in denen das Resultat von 
vornherein klar und daher eine Untersuchung weiter nicht nöthig ist; 
ich meine die Fälle, in denen J eine Resultante oder Discrimi- 
nante ist. 

Wenn J die Resultaute vou f und ^ ist und wir voranssetzen, 
dass die Resultante von F und q> nicht verschwindet, so kann J nur 
dadurch verschwinden, dass t] ein Factor von 93 wird. Ist also symbolisch 
^ = ^y» , so ist die gesuchte Gleichung 

Ist J die Discriminante von f und verschwindet nj^ht schon die 
Discriminante von F, so kann J nur gleich Null werden, wenn ij 
Factor von J'ist, und die gesuchte Gleichung ist also, wenn F^Fy'^^ 
gesetet wird: 

(F,)— =0. 
Um nun in anderen Fällen die gesuchte Gleichung zu finden, 
werde ich durch x das Verschwindungselement von ij bezeichnen, so dass 

1? = («!/), 
und werde in J", qo . . . als zweite Veränderliche 

l = F,'-'F, 
einfahren. Man hat dann nach § 83. 

F'-'.F(!i)=l—' +'^=\^—9,l'-'v' 

«— 1.«— 2.«— 3 .„ j , 

(11 172T3 ».S-V--, 



Gooi^le 
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Die Form f aber kauo durcli den Ausdruck gegeben aageselien 
werden : 

^ ' »-1.B-2.B-3 , . , 1 

17273 — '■.5-V-| 

und die Coefficienten der transformirten Form f sind also : 
0, 1, 0, 3q>j, — 4yj, 5^4 .... 
Waren nun nrsprflnglicli »„, ö, . . .; 6^, fr, . . .;. . , die Coefficienten 
Yon f, 9) ■ ■ ■ , und 

/=TT(aoj«i--; &o)^ •■■;•■■)» 
so erhält man nur eine Potenz von F als überflüssigen Factor, wenn 
man statt der Ooefficienten a, b . . . die der Darstellungen (1), (3) setzt. 
Die gesuchte Gleichung ist daher: 

^_ TT(0,l,0,-3ya...;.B„,-.g, .■■;...) 
u_ ^i ■ 

Ich werde diese Art, die Endgleichung zu bilden, auf Fälle an- 
wenden, in welchen es sich nur um Invarianten einer einzigen Form 
f handelt. 



Zu drei gegebenen Elementen soll ein viertes 
gefunden werden, so dass für die Gruppe aller ent- 
weder i oder j verschwindet. 
Man hat für F eine Form dritter Ordnung in der typischen 
Darstellung (§ 86.) 

J'^i^(t,) = r + 4AS^*-J-«.)' 
zu setzen. Soll nun i verschwinden, so hat man in der Gleichung 

t = 2 (fl^ d^ - 4 (X, o, -I- 3 a,*) 
zu setzen: 

«0 = 0, o, = l, aj = 0, o, = ^A, «4 = — 4$. , 
Man erhillt also 

Ä = 0, 
nud hat den Satz: 

F!s giebt zu drei gegebenen Elementen immer 
zwei, deren jedes mit denselben ein cyclisch pro- 
jectivisches System bilden kann; dies sind die Ver- 
schwindungselemente der zur Gruppe der drei ge- 
hörigen Covariante A. GoO»?lc 
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Soll dagegen j verschwinden, so hat man in 

jene Werthe der a einzusetzen, und findet also 
« = 0. 
Dies giebt den Satz: 

Zu drei gegebenen Elementen kann man auf 
drei Arten das vierte harmonische bilden. Diese 
drei vierten harmonischen Elemente entsprechen 
der zu der Gruppe jener drei gehörigen Co Variante Q. 
Man kann hiernach die in § 39. gegebene geometrische Inter- 
pretation der cnbischen Formen in folgender Weise er^^luzen: Zu den 
Elementen der Gruppe construirt man die drei vierten 
harmonischen, welche Q bilden. Sie geben mit den ersten 
drei Paare einer Involution, und indem man deren Doppel- 
elemente sucht, erhält man die Elemente von ^. 

n. 

Zu vier gegebenen Elementen soll ein fänftes 

gesucht werden, so dass eine der Invarianten der 

Grnppe aller fünf verschwindet. 

Bemerken wir zunächst folgendes Allgemeine. Wenn wir eine 

der vier Invarianten A, B, C, B verschwinden lassen, so erhalten 

wir Gleichungen der Ordnungen 4, 8, 12, 18. Nun können nach 

dem Vorigen sich diese Gleichungen nur durch rationale Functionen 

der zu der Form vierter Ordnung gehörigen Covarianten F, H, T 

ausdrucken, welche von den Ordnungen 4, 8, 6 sind. Da noch T* 

durch F, H ausdrückbar ist, so folgt, dass 

.4=0 auf eine lineare Gleichung zwischen F, H, 
B = f) auf eine quadratische Gleichung zwischen F, H, 
C = auf eine cubische Gleichung zwischen F, H, 
B = auf T, multiplicirt mit einer cubischen Gleichung zwischen 
F imä H 
führen muss. Daher hat man den Satz: 

Die Aufgabe, zu vier gegebenen ein fünftes 
Element so zu bestimmen, dass A, B, C oder B* 
verschwindet, führt jederzeit auf algebraisch lös- 
bare Gleichungen. 



* Ebenso, wenn etwa M oder N vorBchwinden soll.. 



dlyGOOt^lC 
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Und zwar kanu mao hinzufügen, dass die Lösungen sich immer 
gruppenweise aus den Quadrupeln der Reihe xT'+lJI zusammen- 
setzen, welche nur (bei T=0) gelegeutlich , wenn ein solches Qua- 
drupel iu ein doppelt zu rechnendes Paar ausartet, durch dieses selbst 
ersetzt werden kanu. 

Da nach § 86 hier: 

80 hat man, um die Uleichungeu A=0 etc. nach der oben gegebenen 
Methode zu bilden, statt der Coefficienten von /'folgende Ausdrücke 



0, 1, 0, ?2-, 



-4T.l,{i^-iH'). 



Bezeichnen wir durch "7", /, A' etc. die Govarianten der Form 
fflnften Grades, gebildet fOr die rechte Seite der typischen Darstellung 
und für I, ij als Veründerliche, so haben wir: 



(3) 



- 12i/S' + 24 rt IJ + (6.f ■ + ßJJ') ,■, 



jl'=-24li((Si\F' + 6H') + 12T>l, 
oder, weim wir für T' seinen Werth aus der Formel: 

T'=-i(n'-lHf< + ljf^^ 
setzen : 

(4) A' =- 48 F* {AiH-jF). 

Die vier Elemente, fQr welche .^ = 0, werden 
also aus der Gleichung gefunden: 
= 4»^-^^ 
Man erhült sodann, indem man / nach § 73. bildet: 

(5) /=i)J4r5'+(6ff< -5^'j£',-cffri,,« 

und daraus 



(6),' 



\ -r|fl(9Cii(-16.24jF) 
+ ,= (12.18 j.Ffl>- 24 tJJ'-»).,)\F' + '|i"a"F> 



nithin durch zweite Ueberschiebung von r' und i' : 
(7) Ji- = 2i'''|18(4iif-ji'')'^125F'(i^-6j')|. , . 

Ol.»..!. Tl««. d„ u.U.. .l,.br. Fora... 23 VjOOglC 
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Beiläufig ergiebt sich aus (4), (7), daaa die Invariante achten 
Grades 



64 



-B' = 250f«.(i'-6j=) 



immer uud nur dann verschwindet, wenn zwei der vier gegebenen 
Punkte zusammenfallen oder wenn der fünfte mit einem von jenen 
zusammenfällt. Daher' ist j1'*— 64£'die Discrimiuante der Form 
filnfter Ordnung. 

Die Gleichung £' = ist zwar quadratisch fDr M, F, zerfallt 
aber, wie man sieht, sofort in zwei Fact«rea, so dass man den Satz 
aussprechen kann: 

Die 2.4Elemente, für welcheB=0, werden aus 
den beiden durch verschiedene Wahl der Quadrat- 
wurzel entstehenden Gleichungen 



gefunden. 
Sodann ergiebt sich aus t' seine Discrimiuante 
C = % F^ \H^ (8.48i3+24.25.48jä) - fi"» F.48 .81 . i*j 
-fi'F*(7.48.48i;/+l^»*Wj^{25.80i»j + 8.24.32/)|. 

Die 3.4 Elemente, für welche C=0, werden also 
aus der cubischen Gleichung 
Q=W (8.48*''+24.25.48/)-fl"»J'.48.81)''j 
-fl-J'*(7.48.48.ij*+i^i*WF'(25.80i'y+8.24.32/) 

gefunden. 
Um schliesslich B zu erhalten, bilden wir aus t" und %' die erste 
Ueberschiebung : 

*' = 10J'M12 6»r(-48j\ff+5i«F) 
+ 6i)(-12.12.4.jff'-36t*ff'J'+48.3 0"ffJ'*+25iäJ'») 
+ \2ri'T{24:in* + ^i^HF-Z2i}F^\, 
sowie, da a = — {ijyji war, aus t und j die zweite Ueberschiebung 

a' = bF^[~4STii+HSHJF-2iiH'. + biyF*\ri], 
and haben dann aus i{=(#a)^ die Bestimmung: 

Ji' .- 250 . 12 . TF^ [- J» . 48 . 48 (48/+ 14»» j) 
+ 6.48fl"'J'(24.V+7»')-48.243.i?.F*.iV 
+ J'* (Ö25t'«+32.48.8i»/)]- 



. Goot^ Ic 



Typische baretellniigen. — § 86, S55 

Die 18 Elemente, für welche Ji verschwindet, 
bestehen also 

1. aus den 6 Elementen von T=0, 

2. aus drei Quadrupeln, welche durch die cubische 
Gleichung 

0=-HK4:S^48f+U?J)+6.48H'F^24t^f+^^^) 
-4S.24S.HFH^j+F\e25%^+32.4S.S.i?f) 
gefunden werden. 

Wenn der fünfte Factor der Gleichung fönften Grades ein Factor 
von T=0 ist, so beisst dieses nach der Theorie der biquadratischen 
Formen, dass er einem Doppelelemente einer der Involutionen entspricht, 
welche durch die Zerlegungen der gegebenen vier Elemente in zwei 
Paare gegeben sind (vgL § 51.). Man sieht also, dass B ver- 
schwindet, wenn ein Factor der Gleichung fünften Gra- 
des bei einer bestimmten Sonderung der anderen vier in 
zwei Paare eines der zu beiden Paaren gleichzeitig har- 
monischen Elemente ist. Wir werden auf diese Eigenschaft von 
E bei einer anderen Gelegenheit in Zusammenhang mit der Auflösung 
der Gleichung fßnften Grades zurückkommen, welche ftir R^O 
in algebraischer Form möglich vrird. Aber B verschwindet offen- 
bar nicht nur, wenn der hier bevorzugte fünfte Factor den vier 
gegebenen gegenüber die angeführte Eigenschaft hat, sondern auch 
noch, wenn dieselbe für einen der vier gegebenen Factoren ein- 
tritt, gegenüber der Combination der drei andern gegebenen und des 
gesuchten. Dieser Fall ist es, bei welchem in dem oben gegebenen 
Ausdruck von JR* nicht der Factor T, sondern der in S und /'cubische 
Factor verschwindet. 

Wir können nunmehr die Gleichung £ = auch auf eine Be- 
ziehung zwischen Doppelverhältnissen zurückführen. Bezeichnen wir 
durch a, b zwei von fünf Punkten, durch c, d zwei andere, durch 
sc den fünften. Es verschwindet R, wenn ein sechster Punkt t/ 
existirt, so dass x, y sowohl zu a, h, als zu c, d harmonisch sind. 
Unter dieser Voraussetzung bestehen die Gleichungen 

f^ = _^£) (gc) ^ {xc\ 
(3/6) {xhy (yd) {xd)- 

Aus diesen erhält man eine Beziehung zwischen x, a, h, e, d, 
indem man y eliminirt. Multiplicirt man die zweite Gleichung links 
ii] Zähler und Nenner mit {ah) und wendet die Identität § 15. IV. an, 
so erhält man: 

(yg) (he) — (yb) (ac) _ (xc) 
(ya)(M-(yft)(flrf) (a^d)' rnnolp 
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daher, indem man das Verhältniss (ya):(y6) aus der ersten Gleichung 
eintnigi: 

jxä) (b c) + (xb) (o c) _ (xc) 
(xa) {bd) + {xb) {ad) ~ {xd}' 
oder 
(8) {za){xd)ibc) + {xb){xd){ac) 

+ (xa) {xc) {bd) + {xb) {x c) {ad) = 0. 
Diese Gletcliung ist quadratisch in x und liefert die oben durch 
X, y bezeichneten Punkte. Sie ist ferner symmetrisch fOr a, b einer- 
seits, fOr c,'d andererseita , und endlich für die Paare a, h und e, d 
als solche. Die linke Seite derGleichung nimmt also durch Yertauschung 
der a, b, c, d, x im Ganzen nur 15 verschiedene AusdrOcke an; das 
Proiluct aller ist vom Grade 18 in Bezug auf jede der Reihen und 
stellt bis auf einen numerischen Factor die Invariante R der Form 
fünften Grades 

(oy) {hy {cy) {dy) (xy) 

dar, welche durch ihre Verschwindungselemente gegeben ist. 

Uebrigens kann man mit Verletzung der erwähnten Symmetrie 
die linke Seite von (8) in mannigfacher Weise einfacher darstellen, 
z. 6. in der Form 

2 { {xb) {xd) (ac) + {xa) {xc) {bd)i.* 

Eine andere Frage, deren Losung die vorliegenden Formeln ohne 
Weiteres ergeben, ist die nach dem projectivischen Charakter 
desjenigen Systems von fUnf JEllementen, welches durch 
vier beliebige (^^=0) und ein fünftes gegeben ist, für 
welches die zu jenen vier gehörige biquadratische Oo- 
variante {H) verschwindet. In diesem Falle niuss eine gewisse 
Invariantenbeziebntlg eintreten. Man erhält sie, wenn man in den 
obigen Ausdrücken von A' , B", C überall H=0 setzt und dann 
F, i, j eliminirt. Auf diese Weise erhält man leicht 

iC=4tA{Ä*-B), 
welches die gesuchte Beziehung ist. 



* Die Zerlegung von S in diese Factoren gab Hermite i 
Journal, Bd ii9, S. 304. 
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Achter Absohnitt. 

Typische Darstellung von Fonnen uogerader Ordnung 
mittelst linearer Covarianten. 



ü VO. TfpigDhe DarstollliDg toh Formos, deren eine wenlfstentt ron 
ungerader Ordnung Ist, mittelst linearer Corarlnnten. 

Im Vorigen (§ 81.) haben wir typische Darstellungeu gebildet, 
indem wir als Veränderliche zwei Covarianten |, rj mit zwei Reihen 
voll Veränderlichen x^, x^ und y,, y^ einführten, deren letztere nur 
linear auftraten. Die simultanen Functionen f, (p . .-, geschrieben mit 
den y, Hessen sich dann als Functionen von g, rj ausdrücken, deren 
Coefßcienten Covarianten waren, mit einem gemeinscbaftlicben Neuner, 
welcher gleichfalls Co Variante ist. 

Ist wenigstens eine Form des Systems von ungerader Ordnung, 
so kann man, so lange ihre Coefficienten nicbt besonderen Be- 
dingungen genfigen, an Stelle von |, i] lineare Covarianten setzen 
und erhält dann f, tp... ausgedrfickt durch diese, während die Goef- 
ticienten der typischen Darstellung Constante, also Invarianten wer- 
den. Da man in |, i] hier stete nur eine Reihe von Veränderliehen 
hat, so wollen wir diese dnrch x,, x^ bezeichnen. Ist D die Deter- 
minante von I, 1], so bat man also 





D'.f = {{ln).a. 


.]■= 


1(01)6. 


-(«6)iJ' 




= A,i'- 


\A. 


.-,S— 


1+ 1.2 


wo 


Ak die Invariante 









bedeutet, und wo i)s=(gi7); analog bei den übrigen Formen des 
Systems. 

Ich werde zunächst beweisen, dass im Allgemeinen eine Form / 
von ungerader Ordnung m(>3) wenigstens zwei lineare Covarianten 
besitzt, deren Determinante nicbt verschwindet. Es genügt, wenn 
föx irgend eine besondere Form (2A + l)*"0rdnnng dieses gezeigt wird. 



358 Achter Abschnitt. Typische Darstellung von Formen 

Denn bildet man mittelst allgemeiner Prozesse zwei lineare Covariant«n 
einer solchen speciellen Form ond findet, dass deren Determinante 
nicht verschwindet, so kann nm so weniger die Determinante der- 
jenigen linearen Covarianten verscli winden, welche vermöge derselben 
allgemeinen Prozesse aus der allgemeinen Form (2ä-(-1)'" Ordnung 
entstehen. 

Man kann nun lineare Covarianten leicht wirklich bilden, wenn 
man in einer Form (2Ä+1}*" Ordnung nur die beiden ersten, die 
beiden letzten und die beiden mittleren Coefficienten beibehält, alle 
übrigen aber gleich Null annimmt; ja man kann auch noch diese 
(ibriggebliebenen CoefBcieuten symmetrisch gleich annehmen; die 
weitere Bestimmung derselben bleibt vorbehalten. Ausgeschlossen ist 
nur der Fall der Formen dritter Ordnung, für welche die beibehal- 
tenen sechs Terme nicht mehr alle verschieden sind; dass aber für 
diese keine linearen Covarianten existiren, wissen wir bereits. Ea sei 
also &>■!,* 
/■=« (:(?»+<+y»A+') + (2A+1) 6 («"y+y'^a:) + ;ic(a:*+y +!,*+' j;*), 
wo X der Efirze wegen fßr den BinomialcoeiBcienten 
, 2Ä+1 .2A... Ä+2 
i 1727771 

gesetzt ist. Bilden wir nnn die quadratische Covariaute ^, deren 
Symbol {aby* aj:br ist. Wir erhalten sie nach § 30. aus den durch 
2A+1.2A.2Ä— 1 ...2 dividirten 2A*"'' Differeutialquotienteu von f, 
welche folgende sind: 

ax + by, bx, ..., cy, c(x+y)f ex, ..., by, oy + 6j;; 
und es wird also 

^ = 2 \{ax-yby)[ay-\-bx) -2h :b* xy + {-XY-* Q c^ xy 

+ (-l)*|c'(x+j/)M 
= (2o6+ffc»){a^-|-y*) + 21n* + i'*-2A6»+(-])*-'pc* 

wo 9, die Binomialcoefficienten 

_2A.2ft-l ...^+2 2h.2h- \ ...h+\ 

^'~ i.2...Ä-l '' 1.2...Ä 

bedeuten. Nun kann man offenbar die Coefficienten a und 6 so be- 
stimmen, dass 

2o& + ffc» = 0, o» + 6»-2AJ«-K-l)*-'pc' + {-l)*ffc»^l. 

* Einer leichten Modification bedarf die folgende Rechnung auch noch für 
h = 2; da sie indessen anf der Hand liegt, kann sie hier übergangen werden. 
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Dann ist 

il> = 2 xy; 

und indem wir tfr wiederholt zweimal über /'schieben, brauchen wir 
(von einem nicht verschwind ouden Zahlenfactor abgesehen) immer nur 
f zweimal nach x und y zu diÖ'erenziren. Daher erhalten wir zuletzt 
die lineare Gu Variante 

i = c(x+y), 

und indem wir diese noch einmal Ober t schieben, die zweite: 

r)^c{x-y). 

Mau hat also zwei lineare OoVariauteu vor sich, deren Determi- 
nante nicht verschwindet. Es ist dabei nur auf die Leichtigkeit der 
liilduog, keineswegs darauf Rücksicht genommen, ob | und ij in den 
Coefficienten von f möglichst niedrig seiea, was keineswegs der 
Kall ist. 

Es hat also, wenn n>-3, schon eine einzelne Form ungerader 
Ordnung im Allgemeinen zwei lineare Covarianten der verlangteu Art, 
ulao auch jedes System, in welchem sie auftritt. 

Enthält ein System ausser geraden Formen nur eine lineare oder 
cubische Form, oder beides, so Überzeugt man sich leicht, dass man 
Ueberschiebungeu von Potenzen derselben Ober einander oder Über 
die Formen gerader Ordnung bilden kann, welche im Allgemeinen 
die erforderlichen üueareu Covarianten liefern. 

So sehen wir denn, dass bei einzelnen Formen von » = 5 au 
aufwärts typische Darstellungen dieser Art im Allgemeinen möglich 
sind, bei Systemen, sobald überhaupt wenigstens eine Form ungerader 
Ordnung auftritt. Und zwar geschieht dies auch bei specieller Wahl 
der Coefficienten immer so lange, als noch zwei lineare .Covarianten 
existiren, deren Determinante nicht Null ist. 

Ist wieder h die Anzahl aller in der g^ehenen Form ihrer Ord- 
nung nach vorkommenden Coefficienten, so treten in der typischen 
Form k+1 Invarianten auf; zwischen diesen müssen vier Relationen 
bestehen. Man findet sie, wie in § 81. angegeben ist, indem 
man nämlich die Covarianten |, t] aus der ■ typischen Form bildet 
und dann die Bedingungen daftlr aufstellt, dass diese | und rj 
selbst seien. 

Es folgt daraus sofort folgender Satz, welcher fflr die Invarianten 

eine ähnliche Bedeutung hat, wie für Invarianten und Covarianten 

zusanunendie oben aus der typischen Darstellung gezogenen Folgerungen: 

Allolnvarianten einessimultanen Systems/', 9?..., 

welches wenigstens eine Form ungerader Ordnung 

enthält, lassen sich als Brüche darstellen^ dereji 
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Zähler ganze rationale Functionen von gewissen 
{bei einer einzigen Forni. »"' Ordnung von »+1) In- 
varianten sind, während im Nenner jedesmal eine 
Potenz einer bestimmten (ft+l)"" steht. 

Diese h+\ Invarianten, durch welche hier alles ausgedrückt wird, 
haben verhältnissmässig hohe Grade in Bezug auf die Coefficienteu 
der Gonstituirenden Formen, Will man aber durch einfachere In- 
varianteu alle anderen rational ausdrücken, so bedarf man dazu im 
Allgemeinen einer grosseren Zahl. 



I 91. ZnrUoknhrnne: der Coefflclenten solcher typischen Darstejlungeii 
■nf nlediiKCre Invariant«!, 

Schon im vorigen Paragraphen zeigte sich als uSchstliegcnd«» 
Beispiel der Fall, wo die zweite lineare Covariante als erste Ueber- 
schiebung der ersten linearen Covariante ^ mit einer quadratJHcheu 
Covariante t entstand. In diesem Falle kann man gewisse Reductions- 
formeln aufstellen, welche dazu dienen, die grösste Zahl der typischen 
Coef&cienten auf niedere Invarianten zurückzuführen. Es geitOgt liierbei 
eine Form des Systems zu betrachten. 

Möge die quadratische Covariante * jetzt eine ganz beliebige sein; 
immer wollen wir in Verbindung mit f die folgenden, der Ordnung 
noch absteigenden Covarianten betrachten, welche durch wiederholte 
zweite Ueberschiebung von ii über f entstehen: 



Die A, B, C, D . . . sind dabei durch folgende Formeln gegeben : 

A =.(<.»)• (»D— >->(«,)» 

6', =(oi(.)' (<.♦■)■ ("«)"-'-* (»■!)' 

Dt = (»*)' (o *')' (n *")' (a ir - '- » (a r,)» 



Nun ist 



f-C*!)»., 



di.Gooi^le 
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daher 

,j» = (tf,g)(^'5)#.,V'„ 

oder nach der Identität II, des § 15. : 
Aber es ist 

(«'l)'---{l'j)---D; 

setzen wir noch 

so haben wir die Relation 

Aus dieser Gleichung erhalten wir sofort Relationen zwischen 
den Ät, Bt-.., weun wir in derselben x^ durch a,, x, durch — Og 
ersetzen und sodann die Gleichung mit den Ausdritckeu 

(«ir-* («,;)*-' 



niultipliciren. Es ergeben sich dann folgende Beziehungen, in deren 
jeder eine höhere Invariante in niedere zerlegt erscheint: 

= B* + D . Ct_i + i A . Bt-i 



Mit Hilfe dieser Formeln drücken sich schliesslich die Coefficienteii 
der typischen Darstellung von f durch folgende m + 3 Invarianten aus: 

A, D, A^, A,, B„ B„ C„, C, ..., 

welche gr&Bstenthetls von wesentlich niederer Ordnung sind als die 
Coefficienten der typischen Form. 

Alle Invarianten von f allein sind daher gleichfalls rationale Fun- 
ctionen dieser m + 3 Grossen , deren Nenner nur Potenzen von D sind ; 
und da die übrigen Formen ip... noch beliebig gewählt werden 
kSimeu, so sind die Invarianten von f auf unendlich viele Weisen 
so darstellbar. 

Betrachten wir iusbesondere eine Form f ungerader Ordnung 
m = 2»i+l för sich, und sind |, tj lineare Covarianten dieser Form 
allein, so hat man nach den Betrachtungen des vorigen Paragraphen 
durch in-\-\, nach den jetzigen durch m-\-2, aber verhaltnisam assig 
niedrige, Invarianten alle anderen rational so ausgedrückt, dass nur 
Potenzen von einer derselben in den Nennern auftreten, ( "ooolc 



362 Achter ÄWlmitt. Typiache Daratellung von Formen 

Ich will als Beispiel die Formen flinfter Orduuug benutzen, 
diese hat man die GoefficieutenTeihe zu betrachten: 

A^, A^, A„ A^, Ai, A,; S^, B^, B^, B„; C„ C^; 
und man hat die Delationen: 

A^ + DBj + iAAj^O 

A + i>^» + JA^ = B^ + DC,+iAB^ = 
A^ + DB^ + IaAi^O B^ + DC„ + ^ABa = 0. 
A^ + DB, + iAA^=^0 

' Man drückt daher alles durch 

J), A, A„, A„ B^, £,, C„, C, 
mit Hilfe folgender Formeln aus: 



(1) 



A^ = -BB^-\AA„ B^ = -DC^-\AB^ 
A^ = -DB^-J[AA, B^ = -DC^-\AB^ 

^ = i>äCi+i>A-B, + iAäJ,. 



i 92. Heber die Bedlngrangen, anter welchen Formen durch lineare 
SnbxtitvtloD In einander ttbergefflhrt werden können. . 

Mit der soeben behandelten Glasae typischer Darstellungen steht 
in genauem Zusammenhange die Frage, ob zwei gegebene binäre 
Formen oder Systeme von solchen durch lineare Transformation in 
einander übergeführt werden können, und wenn dies der Fall »ein 
sollte, auf welche Weise die Ueberffihrung geleistet werden kann. 

Um zunächst die Wichtigkeit dieser Frage in das rechte Licht 
zu stellen, knüpfe ich an den Begriff der sogenannten canonischen 
Formen an, welcher in specieller Fassung schon in § 49. benutzt 
wurde. Unter einer canonischen Form versteht man eine voraus- 
bestimmte Gestalt, welche einer oder mehreren Formen durch lineare 
Transformation gegeben werden soll, und bei welcher die CoefGcien- 
ten vorherbestimmte rationale Functionen von so viel willkflrlichen 
Parametern sind, als das Formensjstem von einander unabhängige 
absolute Invarianten besitzt. In solcher Weise war |^ + ij* eine cano- 
nische Form für eine cubische (§ 38.), war |' + 6x|»i]* + ij* (§ 49.) 
eine solche für eine biquadratische Form; %^ + tf und A|* + (ti)' 
waren canonische Formen für zwei simultane quadratische Formen- 
(§57.). 

Das Problem, einem vorgelegten Functionensystem eine bestimmte 
canonische Form zu geben, zerfüllt in zwei Thetle, in die Bestimmung 
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der in den Coeßicienten enthaltenen Parumeter, und in die Bestimmung 
der linearen Substitution. Was erstere angeht, so hat man für sie 
die Gleichungen, welche aus der Gleicbsetzung der absoluten In- 
varianten für die gegebene und die canoniscbe Gestalt der Formen 
entspringen [vgl. die Gleichung (6) in § 49.]. Diese Gleichnugen ent- 
halten der Voraussetzung nach eine ihrer Anzahl gleichkommende 
Zahl von Unbekannten, die Parameter der canonischen Form. Ist die 
canonische Form richtig gewühlt, so mUsscu diese Gleichungen lijsbar 
sein, und werden dann im Allgemeinen zur Bestimmung der Parameter 
hinreichen. Sollten diese GleichutTgen aber einander widersprechen, 
so ist die angenommene cauonische Form Überhaupt im Allgemeinen 
nicht zu^sig. 

Sind die Parameter der gedachten Gleichungen gemäss bestimmt, 
so handelt es sich um die Bestimmung der Substitutionscoefficienten, 
Man kann leicht hinreichend viele Gleichungen fflr die Substitutions- 
coefficienten in folgender Weise erhalten. Zunächst bildet man irgend 
eine Invariante für die gegebenen {J) und für die cauonische Form 
(J'). - Da eine Gleichung der Form 

zwischen beiden besteht, so findet man daraus die Transformations- 
determinante. Ist ferner fp{Xi,x^ eine Covariante der gegebenen, 
9''(li v) '^i^ entsprechende Covariante der transformirteu Formen, so 
hat man auch 

9''(6, J)) = '•S(^;u^i)■ 
!Eine solche Gleichung besteht unabhängig von den Werthen der x^, x^, 
und sie enthält keine Unbekannten mehr, als die in |, i; linear auf- 
tretenden Substitutionscoefficienten. Entwickelt man daher beiderseits 
nach Potenzen von x^, x^ und vergleicht die GoetScienten, so erhält 
man Gleichungen für die Substitutionscoefficienten. 

Aber es entsteht die Frage, ob diese Gleichungen immer ver- 
träglich sind. In der That hat man hier genau das Problem vor sich, 
welches im Eingange bezeichnet wurde. Die Coefficienten der ge- 
gebenen und der canonischen Formen sind jetzt bekannt; die absoluten 
Invarianten beider sind einander gleich; es entsteht die Frage, ob 
oder wann unter solchen Verhältnissen eine lineare Substitution an- 
gegeben werden kann, welche die gegebenen Formen in die cano- 
nischen überführt. 

Betrachten wir, ganz abgesehen von der Anwendung auf cano- 
nische Formen, die im Eingange gestellte Fr^e, so bleibt immer 
Vorbedingung für die Möglichkeit einer solchen UeberfQhrung die 
Gleichheit der absoluten Invarianten, d. h. entsprechend gebilde- 
ter Quotienten von Potenzen von Invarianten, deren Zähler und 
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Nennsr gleichen Grad in den Coefficieuten besitzen. Sind z. B. i, J 
die Invarianten einer biquadratiBchen Form f, i', f die einer andern 
/', so ist die notbwendige Bedingung, welche erffillt sein muss , damit 
/'durch Lineare Substitution in f Ubergefilbrt werden könne, 



oder besser, so muss eine solche von Null verschiedene Grösse 
gefunden werden könjien, dass 

i'^i.r* 

/ =j ■ ^, 

wo dann r die Determinante der Substitution ist. 

Aber diese Bedingung, wiewohl nothweudig, ist jiicht immer hin- 
reichend. Sobald nicht /, _;, bez. i', / gleichzeitig verschwinden und so- 
bald -in, in von 6 verschieden sind, so haben nach 8 50. (1) die vier 

f j'- ' . 

durch f=0 oder /" = () dargestellten Elemente dieselben völlig be- 
stimmten Doppelverhältnisae , unter denen der Werth 1 nicht vor- 
kommt, so dass zusUmrnen fallende Elemente in den Gruppen nicht 
existiren. Bei der Gleichheit der Doppelverhnltnisse sind dann die 
Formen linear in einander QberfUhrbar ; man braucht nur nach § 49. 
/' und f auf die Form 



/(!/!,?.)- 



>'[r*+i)'^+6|;r^'"] 



i brinireu , wo — = — , eine Wurzel der Gleichung [§ 49. (6)] 
« ' p p 



9s'(p'-g*)* f P 

ist, und 

ist dann die lineare Substitution, mit deren Hilfe f in f übergeht. 

Wenn aber -li = i;i = 6 , oder wenn i = 0, j=0, i^O, )=0 

so sagen die Invarianten nur aus, dass in einem Falle zwei, im 
andern drei Wurzeln jeder Elementengruppe zusammenfallen. Aber 
dabei ist nicht ansgeschlossen , dass nicht im ersten Falle noch ein 
zweites Paar von Wurzeln sich bei einer Gruppe vereinigen kann, 
ohne dass dies bei der andern zu geschehen braucht, und Im zweiten 
Falle kann sich bei einet Gruppe noch die vierte Wunel mit den 
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drei ersten vereinigen, ohne dass <lies bei der andern zu gescbeLen 
braucht. Man sieht also, dass in diesem Falle, obfileich die 
InvarianteDbeziehung stattfindet, doch die UeberfDhrung der einen 
Form in die andere durch lineare Substitution unmöglich werden 
kann, so dass in diesen Fällen eine genauere Untersuchung der Eigen- 
schaften von f nothwendig wird. 

Aehnlich ist es schon bei den cubischen Formen, wo freilich, da 
keine absolute Invariante existirt, eine Vorbedingung wie die oben 
gedachte, nicht zu erfüllen ist. Damit zwei cubische Formen linear 
in einander transformirbar seien, genügt es schon, dass ihre Inva- 
rianten R, R von Null verschieden seien. Denn wie in § 38. gezeigt, 
kann man den Formen f, f dann immer die Form geben: 

und indem man nun die lineare Substitution 

S-r, n='i 

anwendet, wird f m f übergeföhrt. Auch hier wieder hört diese 
Möglichkeit auf, nothwendig zu bestehen, sobald R \aaA dann noth- 
wendig auch JfJ verschwindet. Denn dieses umfasst sowohl das 
Zusammenfallen von zwei wie das von drei Elementen einer Gruppe, 
und die Transformation wird unmöglich, sobald f und f sich nach 
dieser Richtung verschieden verhalten. 

Im Allgemeinen kann mau nun hier folgenden Satz aussprechen: 
Wenn zwei Formensysteme /", 55.,.;/*, ip' ... gleiche 
absolute Invarianten besitzen; wenn ferner das 
System f, tp . . . zwei lineare Covarianten %, jj von 
nicht verschwindender Determinante besitzt und 
die entsprechenden 1^, % des Systems f, 9)'... eben- 
falls eine nicht verschwindende Determinante 
haben, so lässt sich durch die lineare Substitution 

in welcher fi, v Constanten bedeuten, das System 
f, fp' . . . in das System /', 91 . . . Überführen. 
In alleik anderen Fällen ist eine besondere Untersuchung nöthigj 
doch betrifft sie immer nur sehr specielle Formen, da das Nicht- 
vorhandensein zweier linearer Covarianten von nicht verschwindender 
Determinante immer schon eine grössere Anzahl von besonderen 
Werthen der Invarianten voraussetzt. 

- Damit lineare Covarianten existiren, muss man voraussetzen, dass 
wenigstens eine der Formen jedes Systems von ungerader Ordnung 
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sei. Denn wir nehmen ausdrücklicli an, dass die linearen Cora- 
rianten, von denen hier Gebrauch gemacht wird, durch allgemeiji 
anwendbare Bildungsprozesse entstehen, und also bei allgemeiner 
Wahl der f, <p ... immer vorhanden sind. Solche können ans lauter 
Formen gerader Ordnung niemals entstehen, während allerdings bei 
specieller Wahl der CoefGcienten auch lineare Covarianten (etwa 
indem eine sonst quadratische Covariante in rationale Factoren zerlallt) 
auftreten können, welche indessen hier ausgeschlossen bleiben. 

Ein entsprechender Satz für ein System Ton lauter geraden For- 
men wird weiter unten gegeben werden. 

Der Beweis des obigen Satzes wird folgeodermasseo gefKhrt. Da 
£, 1] eine nicht verschwindende Determinante D haben, so kann maa 
sie zur Herstellung einer typischen Form benutzen, und erhält: 

(1) i)-./-(j„ai) = ^.S."-iA-,i.— ',. + ..., 

sowie entsprechend: 

(2) z)-.r(».,!(,)=^'.5V-f^'.-.r,"-'v, + -i 

analoge Gleichungen gelten für qo, ip' etc. 

Nun wird vorausgesetzt, dass die absoluten Invanant«n beider 
Systeme einander gleich seien, oder, was dasselbe ist, dass zwischen 
den Invarianten des einen und den entsprechenden des andern Gleich- 
ungen bestehen, wie zwischen den Invarianten gegebener und linear 
transformirter Functionen. Sind also n, n' . . . die. Ordnungen von 
f, ip---, J eine Invariante, welche in Bezug auf die CoefSdenten 
jener Functionen die Grade g, ^ ... besitzt, J' die entsprechende 
für /*, qo' ..., so muss eine allen Invarianten gemeinsame Grösse r 
existiren, so dass (vgl. § 16.) 

Bg+.lV+-.. 

(8) r = J.r ä . 

Seien femer Tc, 1^ ... die Grade von %\ l, f ... die von i^. Dann 
sind in Bezug auf die einzelnen Functionen Z', ^j ... die Grade von 
J), A„ A-i . " 





f 


9 1 ... 


D 


k + l 


k- + r 1 


A. 


„k+l 


n¥ 1 


A.-, 


(„_l)i+( + l („_i)l- + f 


A,_i 


{n-2)k+2l+l 


(n-2)r + 2r| 



,Goo<^le 
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Man hat alao, der Gleichung (3) entsprechend: 
D- =D .r ' = 

■ (..* + ll + a-..tt' + ... 



w 


a: 

rt man 


also die 


.r 


i)»+'+ii- 
«»+1/+1 


fii'((«-iji'+'-)+ ... 




.r 




dareh 




Dividii 


! Gleichung (2) 








r" 


-(«+« + 


■'(»'+ C).. 


;J^I 




90 erhält n 


mn 












(6) ^ 




^y^^A 


'.(&)■ 


-> 


-(&r 


'C^h 


wo 


(> = 




r+... 


, = «M^.:. 



Diese Zahlen (t, o sind ftlr die verschiedenen Functionen f, tp ... 
ganz sjonmetrisch gebildet; setzt man also 

(6) '^''^'^^' 

so geben (5), (1) and die analogen Gleichungen: 

Die Gleichungen (6) bilden also eine lineare Substitution, ver- 
möge deren das Functionensyatem f, ip . . . in das Functionensystem 
f, <p ., . übergeführt wird. Die Gleichungen (6) haben ganz die 
Form, welche in dem oben ausgesprochenen Satze angegeben wurde, 
und zugleich sind die dort durch (i, v bezeichneten Zahlen hier völlig 
bestimmt. 

Es entsteht nur noch die Frage, oh r auch, wie in (3), (4) vor- 
ausgesetzt wurde, wirklich die Determinante der gefundenen Substi- 
tution ist, also die Determinante der Coefficienten, mittelst deren 
sich die x linear in den y ausdrücken. Nennen wir diese vorlänfig 
s, und bilden wir von den beiden Seiten der Qleichnngen (6), indem 
wir sie als Functionen der x betrachten, ihre Determinanten. Wir 
haben dann 

i:q,t7ediyCOOt^lC 
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Aber die erste der Gleichungeu (4) könBen wir schreiben: 

Aus Vergleichung dieser Gleichung und der vorigen findet sich sofort 

s = r, 
was zu beweisen war. 

Endlich ist noch zu untersuchen, ob die Substitution (6) nur eine 
oder mehrere Ueberführungs arten ergiebi Man sieht leicht, dass sie 
in der That eindeutig bestimint ist, bis etwa auf einen allen Sub- 
stitut! ouscoefficienten gemeinsamen Factor. Ihrer Entstehung nach 
aus (5) kann man nämlich die Formeln (6) auch so schreiben: 



m 



r" 



WO j/r in beiden Gleichungen dieselbe Bedeutung hat. Nun kann 
man ferner mit Einfahrung der Zahlen (f und a den Gleichungen (4) 
die Form geben: 

ly =D . rP+o 



Aus der zweiten und dritten dieser Gleichungen findet man 

^'- _^- rf-O 

und dies in Verbindung mit der ersten Gleichung zeigt, dass r^ und 
r* bis auf einen gemeinsamen Factor + 1 gegeben sind. Hieraus 
geht hervor, dass die rechten Seiten der Gleichungen (7) wirklich 
bis anf einen gemeinsamen Factor v&llig gegeben sind, und zugleich, 
dass dieser Factor nur noch eine Einheitswurzel sein kann. 

Dass solche Einheitswurzeln in gewissen Füllen schliesslich beliebig 
hinzutreten können, sieht man an einem Beispiel sofort ein. Ist z.B. die 
Ordnung aller Functionen f, tp... durch 3 theilbar, so wird jede 
lineare Substitution, welche ein solches Formenaystem in ein anderes 
Qberftlhrt, diese Eigenschaft noch behalten müssen, wenn man allen 
Substitutionscoefficienten dieselbe dritte Wurzel der Einheit zum 
Factor giebt 

Was die Anwendung auf die oben angezogene Theorie der cano- 
nischen Formen angeht, so siebt man, dass die Herstellung einer 
canonischen Form immer zulässig ist, sobald erstlich die aus der 
Gleichsetzung der absoluten Invarianten entspringenden Gleichungen 

CtOO<^ Ic 
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einander nicht widersprechen, und »obald zweitens 1^ die gegebene 
und die canonische Gestalt der Formen Paare entsprechen der linearer 
Covarianten von nicht verschwindender Determinante existiren, und 
zugleich sind dann durch die Gleichungen (6) die Substitutiousforiueln 
in einfachster Weise gegeben. 



I M. Anwendang auf Formen fBiifter OrdHung. Besondere FUle derselben.* 

Wenn wir diese Betrachtungen auf die Formen fünfter Ordnung 
anwenden, so zeigt sich, dass aus der Gleichheit der absoluten In- 
varianten die Möglichkeit der Transformation immer folgt, sobald 
nicht je zwei der vier linearen Covarianten (§ 74.) a, ß, y, Ö eine 
verschwindende Determinante haben. Nach den Formeln § 75. (3), 
(4), (6) sind die aus jenen Formen gebildeten Determinanten: 

M, N, ü, -R, M^, äS^. 

Man sieht also, dass die Ausnahmefalle nur eintreten, wenn zu- 
gleich M=0 und N^O, wo dann wegen § 75. (1) auch B, verschwin- 
det. Es sind dieses also die einzigen Fälle, in welchen keine der 
oben angedeuteten typischen Darstellungen mehr möglich ist. 

Wir wollen hier wie in den folgenden Anwendungen zunächst 
immer die Ausnahmef5,Ile charalcteriBiren , sodann aber die typische 
Darstellung für diejenigen Falle b^audeln, in denen sie möglich ist. 
Sehen wir also zunächst, welchen Umfang und Charakter diese Aus- 
nah meßille hier haben. 

Nehmen wir an, dass M und N verschwinden. Man kann dann 
folgende Sätze beweisen: 

1. Wenn M und N verschwinden, verschwindet 
& identisch. 

Betrachten wir nämlich die Gleichung 

Mx~Ni = {itirzJ-{ta)H^*= l(iß)T,-|-(r«)i,! {ii)a, 

so sehen wir, dass mit M und W entweder a oder S verschwindet. 
Ist a identisch Null, ao folgt dasselbe für & = — jJ(ja). Ist aber 

S = (9tt)9. = 0, so. verschwinden ^— und s— für «, = «_, x, = — a„ 

d.h. a muss ein Doppelfactor von 9 sein, daher 0-=(ta'. Inzwischen 
lehrt die Gleichung 

** =jV j'«' Cj«) (/«) =i*/« 'i:r» 0"«)' - i 0'/)* «x^t 

* Für diesen and dea folgenden Paragraphen vgl. die Abh. von Hm. Qordan 
nnd mir, Annali di Hat, Ser. II., Vol. 1. f ^ I 

Clsbicb, Thaoric d«r blukiH) nlgtbr. Foinni. 24 V^OO^IC 
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dass in diesem Falle, wo d~0, & — (itt* war: 

(t^a*= — TK*; 
also weait a nicht Null ist, was schon vorhin 9 = gab, muss 
r = — (t*a* sein. Aber auch i hat wegen Jtf=(iK)* = den Factor 
a, daher m.iiss die erste lieber Schiebung & von t mit i verschwin- 
den, waa zu beweisen war. 

2. Wenn M und & identisch verschwinden, so 
verschwindet auch a. 

Es ist nämlich 

a' + Mj = (t a)»>= - {*j}'i «/ 

=j.!(i«}j* + Üi)«^t-(i«)ix 
= #./S — {*»")*^»,.a, 

was anter der gegebenen Voraussetzung sofort auf ^^=0 fllhrt. 
Ans den beiden Sätzen 1. und 2. folgt nun sofort: 

3. Wenn M und N verschwinden, so verschwin- 
det auch a identisch. 

In den zu untersuchenden Ausnahmefallen ezistirt also überhaupt 
keine lineare Covariante mehr. 

Da 9 identisch verschwindet, so können die Functionen t nnd i 
sich nur um einen Constanten Factor unterscheiden, wenn nicht eine 
oder beide verschwinden. Der Fall, wo i identisch verschwindet, ist 
der zuletzt zu behandelnde, da in ihm auch die Covarianten j, t, «, 
verschwinden. Aber auch t wollen wir zunächst von Null verschieden 
annehmen, und wollen endlich auch annehmen, dass i kein Quadrat, 
also nicht A^O sei. Wir behandeln also den Fall: 
I. a = 0, T, i, A von Null verschieden. 

Denken wir uns die Pactoren von i als Veränderliche eingeführt, 
so dass 

(1) i = 2ln 

(2) j=--J)|» + 3g6»ii + 3r|ij« + sv% 
so giebt die Bedingung tt = —(ji)^ = 0: 



-, also g = 0, »- = 0, 



(3) j=pS' + «.i>. 

Femer, wenn 

(4) /■=o|s + 56|',+ l(lcf",i=+IO,({<,> + r,r{,'+5,s 
gesetzt wird: 

(5) j = -C«i)'o.'-.-äli'«" + :!ce'il + 3dS,> + e,>|S,)', 

Goo<^lc 
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also im Vei^leich mit dem vorigen Ausdrnck: 
c = 0, rf = 0. 
Bildet man nun i für den Ausdruck (4), so bat man: 
» = 2{|#|(al + &^)(''l + J7l)-4.&|.r.?|, 
und daher, damit dies mit (I) Übereinstimme: 

Es folgt liierauB notliwendig, wenn nicht j, also auch r, iden- 
tisch verschwinden soll: 

= 0, *7 = 0, 

(6) f=blr}(h\^ + eri% 

Man kann diese Form von f 'm der Weise auffassen, dass f &\a 
Product einer cnbischen Form mit ihrer quadratischen 
Govariante erscheint.* Von diesem Gesichtspunkt aus will ich die 
Fri^e jetzt direct untersuchen und zeigen, dass dann wirklich immer 
( die verlangten Eigenschaften hat, ausgenommen wenn die Discri- 
minonte der cubisehen Form verschwindet, wo dann noch speciellere 
eintreten. Sei also q> eine cubische Form, Ä = (qo^y qo^: qo', ihre 
quadratische, = (9 A) qjj:' A, ihre cubische Coyariante, iJ = (AA')* 
ihre Discriminante. Haben wir 

f=bA,f, 
oder symbolisch 

Qi^ = 5 Aj.* ^J , - 
so ist 

i={abya^h^ = 2{Ab){<phfA^K + 3{Aby{<pby<P:,b^ 

= 5{A6)(9)6f A,6,--3(9A)(Afc)(9)ftfV. 
Der mit 5 multiplicirtc Ausdruck ist die erste Ueberscliiebung 
von A ilber (tplifbi-^^^ a^* , der mit 3 multiplicirte die dritte Ueber- 
schiebung von ^ mit f. Man kann also schreiben 

(7) i = 5(A«)A,o^-3((2fc)»V, 
wo 

(8) a = {<pb)n/. 

Schieben wir nun 9 = 9'^' dreimal über f:=5Ar^ipJ, so er- 
halten wir 

ö = i [3 (v' A)* (?>» 9>** + 6 (9' A) {>p'<pf 9' ^' + CV»" A,*]. 

Das letzte Glied verschwindet, weil es durch Vertauschnng von 
9 mit ip' das Zeichen ändert, das zweite, weil ea in 6(A'A)A'xAc 



I fünf Punkten, welche /" rcpräscntiren 
abrigcn cycliüch-rrojectiviiich. 

24'CjOOt^lC 
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ftbergebt, das erste endlich, weil (qo'Ä)'qo'x nach der Theorie der 
cnbiachen Formen identiech Null ist. Daher hat man o = 0, und 

(9) i = -'3(QifbJ. 
Nun ist ganz ebenso wie a gebildet wurde: 

Da iQA)^ Qx identisch Null ist, so veracbwindet das erste Glied. 
Der zweite Theil der Klammer ist 

Mit Hinweglassung verschwindender Glieder wird er 3($^)*A,', 
was sich mit dem dritten Terme der Klammer vereinigt, so doss 

{Qb)n,^ = 2{Q<pf£,r'' = -2Jt.A, l§35. (4).] 
und also 

(10) » = 6JJ.Ä. 

Daher iat wirklich i ein Factor von f; nur wenn B = 0, veracbwindet 
i identisch. 

Man erhält nun weiter: 
j = -~ {aty aj =^ - GR .(a Ä')» aj 
==- 3B . KAÄ')' V-' + 6 (A A') (v AO A^ tpJ + S (y A')' A,' <p,\. 
Das letzte Glied versehwindet, weil (ip^yipx identisch Null ist; 
das mittlere wird 

(A AOCvA') A,9?,* = 4 (AA'f . 9),», 
also 

(11) i = - 12 B . (A A')» 9),» == - 12 fi« . (p. 

Es ist also auch (wenn nicht iJ = 0) j ein Factor von f, 

_ 5 .. 
72"B3*J; 

ferner t bis auf einen constauten Factor die quadratische Covariante 
von j, wie es sein sollte, 
n. Der Fall 

ß = 0, -4 = 0, T und i von Null verschieden, 
fiihrt auf einen Widerspruch. Denn da in diesem Falle i ein Quadrat 
ist, kann mau setzen 

(12) V = l'i 
man hat also, wenn 

(13) j^pi'' + 3ql'>t] + Srr]^^ + S7i', 
aus a = —(Ji)* = 0: 

= ri + sn, 



f=- 



dlyGOOt^lC 
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also r = 0, s = 0; und wenn 

(14) f^ai^ + 5brn + \0c^'t,^+W<ii^fl^ + 5e^V*+9V\ 
so hat man . 

daher im Vergleich mit dem Vorigen 

e = 0, g = 0. 
Bildet man nun i, so erhält man 

i = 2|~4(6| + c^)(/| + 3(cE + </,,)*i(|i))S 
also im Vergleich mit der angenommenen Form von i: 
l = (-86d+3c*)(l^)S 0=^cd, O^rf*. 
Hieraus folgt rf^O, also j' = — c|*, daher 

■ T = 0, /■=6'{«6* + 5&|'!+10ci,»). 
Mau hat also den Satz: 

Wenn et und A verschwinden, ohne dasa i ver- 
schwindet, so verschwindet auch t, daher auch B, 
C, und f hui einen dreifachen linearen Factor. 
Dass auch umgekehrt bei einem dreifachen linearen Factor von / 
die Ausdrücke r, A, li, Ü verschwinden, folgt sofort, da sich für 
a, h, c keine Bedingungen ergeben haben. Der dreifache Factor 
kann durch Bildung von i immer gefunden werden. 

Es entsteht nun die Frage, welche Eigenschaften f besitzt, wenn 
wir zwar A von Null verschieden, dafUr aber ausser a auch 
T identisch Null annehmen, während ^ noch als von Null ver- 
schieden gedacht werden soll. Aber nach der Formel §75. (10) 
hat man für diesen Fall nothwendig Ä.} = 0. Die obigen Annahmen 
sind also unmöglich, entweder wird man auf .^1 = 0, also auf den 
vorigen Fall zurückgeführt, oder auf 7 = 0, und man kann den Satz 
aussprechen : 

Wenn a und x verschwinden, so ist entweder i 
ein Quadrat, oder muss verschwinden. 
111. Der Fall, wo j verschwindet, aber i nicht, und auch 
i kein Quadrat ist, fUhrt das Verschwinden von c, B, C, cc selbst- 
verstundlich mit sich. Setzt man 

r=aP + 5t|<, + 10e6'i,'+10<i|>i,> + 5e{y + jV', 
BO wird 

es moBS also &~0j c = 0, d = Oj e = sein, oder man hat den Satztc 
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Wennj versehwindet, ohiiednss iNull oder ein 
Quadrat ist, so ist f die Summe zweier fünfter Po- 
tensen, deren Argumeutc die liueareu Factoreu von 
iaiud.* 
Auch das Umgekebrte ist unmittelbar ersichtlich. 
IV. Ist 3 identisch Null, * ein tjuadrat, aber von Null 
verschieden, so hat man ähnlich wie oben: 

also c = 0, d = 0, c=0, g = (i, 

/•=(«£+56i))5*. 
Uieraas ergiebt sich aber i = und daher der Satz: 

Wenn _;' verschwindet und A = Q, so ist auch 
t = und /"hat einen vierfachen linearen Factor. 
Der Fall ( = ist hierbei zugleich mit erledigt; denn mit i ver- 
schwindet auch 3 und Ä, und 2 = fuhrt also immer auf einen vier- 
fachen linearen Factor von f, sowie umgekehrt die Existenz einon 
solchen immer i = macht. 

Hiermit ist die Anzahl der besonderen Fülle erschüjdt, lUc beim 
Verschwinden von a noch denkbar sind. 



I 94. Typische DtrsUlInnR der Formen niiiner Ordnong inlttelHt 
linearer Corarlant«n, 

Es bleibt übrig für die Fälle , in denen M und N nicht zugleich 
verschwinden, die Coelficienten der typischen Darstellung durch unsere 
fundamentalen Invarianten auszudrucken. Um alle Fälle zu umfassen, 
muss man einmal 

(1) % = a, n^iia)i.'^ß, D=~M, 
das zweite Mal 

(2) I-«, , = {r«)r. = y, D=-N 

setzen; denn eine dieser Substitutionen muss der Voraussetzung nach 
möglich sein. Beide Fülle sind unter denen enthalten , für welche in 
g 91. die Coefticienteu bereits auf einfachere Formen zurückgeführt 
vrarden. Setzt man 

(3) I-«, .) = (rf.ß)*^, i3=-(v-«)% 

wo ^ irgend eine quadratische Covariaute bedeutet, so ist 

(4) I)'-f=A, V^-ÖÄ^ I* ri+10 A, r f - l'M, 5^ f+t-,A,^^*^A^n, 

* Üeoiuetriuch: Die- fünf /" rcpräBentironden Punkte aiud cycliach- 
projectiYi«ch. /h)0«^Ic 
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uud zwar 

^ ' A, = I>'C„ + DAB^ + iA*A„ 

A^ = D'C\ + D A li^ + iA* At, 
wo A, Am Ä^, li^, Bi, Cu, C, die Fornieu werdeo: 
A =(*V>')% A^^iaa)', X. = (ao:)*(ai,) 

(6) B, = {aty (o(()ä, 5, = (a^)s {aaf (aij) 
Q = («*)*(« *'f(«a). t-'. = {a *)'(«*')* («•?)■ 

Die Bestimmung der letzten aiebea Iiivurianteu bleibt fUr ifr=i 
und tf' = T auszuführen. 

Eij ist wesentlich nur die Bestimmung des in beiden FiUleu 
^leiclilaiitcndeu Coefficienten A^, welche einige Schwierigkeiten macht. 
Um diesen Ausdruck darzustellen, werde ich zuiiächsl einige der 
Theorie der Formen fünfter Ordnung angehÖrige Sätze ableiten, 
welche sich den in § 75, gegebenen anschliessen. 

Die zweite Ucberschiebung von f mit fl- ist 

(«#)» 0^"= (at) (ai) (it) aj* = (at) (ai) a^* \ (ar) i, — {ai) r.rl 

Dn» erste dieser Glieder entsteht aus 

{az)'a,'--iÄj-i« |§75. (10).| 

durch Ueherschieben mit i, und es ist also 

(«>:)■(» i) «,■ i.^-iA. (ji, i, - i i . C» .', 

= -iÄ.ui)i.+^. 

Dagegen ist, weil J = — (aj)*«^;', das zweite Glied: 

die cubische Covariante von j. Man hat also schliesslich: 

(7) (!>»)' a.' = -iÄ.Ui)iJ >. + '-§ + Q. 

Die dritte Uebersehiebung von f mit a^ bildet sich nun 
folgen der massen. Es ist, da fi-= — (Jt)*jr- 

a,' (««)• = - a.> (aar Üfl' («/> - - <■-' W) i («j) (.") + (<■') ti") !'■ 
Von den drei Tennen, welche die AusfOhrung des Quadrats giebt, 
verschwindet der erste identisch, weil er den symbolischeu Factor 
\ajf enthält (§ 75.). Es bleibt also: 

oder, da ;,' { j a) = — » , (a i)* aj = —j, i^ (ut) = — ßi 

(8) aJ{aaf = -jJlj»){»^)-'-i'^^'{^»fiaß). Q^^^a\e 
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Betrachteu wir zunächst das erste Glied rechts. Es ist 

V 0'*) (*«) =J* U») I C/«) »s - (j#) «,|. 

Der erete Theil dieses Gliedes ist {*#')#, Ö-',, also Null; der 
zweite wird, indem man —fr* {ja) für ^ setzt: 

-i- Ci*)* .«* = «.;., (Jjy '/«) = a . {E a) r, = « y. 
Man hat also 

Sodann bat man, um daa zweite Glied in (8) zu erhalten, nur (7) 
über ß zu schieben und findet: 

Nun ist: 

J.' (•« üfl -J-* ("T üfl (•■«) = iJ.' (•••') I ÜO (i'«) - Ü>') (i«) I 

iA:j.-IJa) = iA.» 

{j.'(<ß)-i.i.(.jß)\ui) — ).U'y-ß=-ß, 

Was endlich Q,? {Qß) betrifft, so ist in der Theorie 'der cubischen 
Formen bewiesen (§ 35.); dass für die Polare Qx' Qg der Ausdruclt 

gesetzt werden kann. Daher ist 

oder, da alles mit {jtf Multiplicirte nach der Theorie der cubiHchen 
Formen identisch verschwindet: 

= -(»i)(»i)<,t, + C««)r,.«,l 
weil nun femer 

(9i)(».')i.r.= i[(»t)'y + (»t)'r,'- (.'.)' VI, 
und nach der Theorie simultaner quadratischer Formen 

(»t)'-0, (».7 = (§ 57.), 

so hat man 

daher endlich: 

aj (a*)»(o/S) = (i^B-i^»} »-ay-k-^Aciß, 
und aus (8): 
(9) aJ'(a«f = {iA>-B)f>+«r-lJi,.ß. 

Man controlirt die CoefGcienten dieser Gleichung, indem man die 
Ausdrucke (o(}*{a«)^, {ax)*{acCf auf doppelte Weise bildet. 
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Schieben wir (9) noch einmal (Iber a, so erhalten wir 

(10) „.,(a„)'=(j^.-B).ä+(|-^)«, 

WO S=^(&tt)^x die in § 74. so bezeichnete lineare Covariante ist. 
Nach den Formeln § 75. (4) erhält man endlich hieraus für den Coef- 
ficienten A^^(aa^ den Ausdruck: 

(11) A.= l.iÄ'-B).M. 

Es hat keine wesentliche Schwierigkeit, nunmehr die Coefficieoten 
der typischen Darstellungen zu berechnen, welche mau erhält, indem 
man i oder t an Stelle von ^ treten lüsst. 

Erste typische Darstellung. ^=1. 
Aus (10) folgt, da ti = ß wird: 

A, = {aß)(aa)* 

/s j. „.NA~MB ^{N MA\ 
= {\A^~B) 2 jtf(^„___J.^g^^_^_^^^g^_^ 

Ferner liat man; 

5o =(aj)» (««)=' = (ya)*=-(*a)» = — ü 

-B, = (flif (»«)• (aß) - ija)> (jß) = -(»«) (»« 

= -(iß,^-HNA-MB) [§J5.(6).| 

Cg = {ai)' {aiy iaa) = iaa) = 
C, - (a .■)• (fl •■)' (o « = («« = - Jlf. 

Zweite typische Darstellung. i(' = t. 
Man hat rt = y, I> = (ay) = -N, A = C. Ferner aas (10) : 

^.-(.rt(o«)'=(M'-B)(«)') + (f-^)(«J') 

B. =. (» ,)■ (a „)• = - 4 ^ (ja)' = iAB. II 75. (10).] 

l!, = (ar)'(»«)>(art=-}^(j«)'(j»-i (;«)■(«>-) 



= iAl.d,) + ^(ra) = f{NB-MC) + ~N. [8 75. (4), (6).] 
C, - (or)< (o r-)' (o ») = - J ^ (j.)' (j«) - } (ir) («r) (i«) = } B. 
C, = (»r)> (<.r-)> (o).) = - M Ü«)' Ü» - ! (i») («r) (ic) - i (<»)' (")■) 



=-3- -»(")(«') (<)■)• 



D.qil.zMBlG001^le 
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Nur der letzte Term bedarf einer Bemerkung. Tmgt tnan fSr y 
den Werth (r'a) t', ein, so wird 

-{iT)(ar)(iy} = {*r){air)(ir')(ar') 

so dass endlich: 

_ SN+MC 
C,_ . 

Cliarakteriiitiäch ist ttir diese Darstellungen vor allem, dase 
sämmtliche Coefficieuteu mit geradem Iudex den Factor 
R enthalteu. Man liütte dieses von voruliereiu schliessen können, 
denn der Grad aller dieser Coefficienten ist von der Fbrm 47t+2, und 
da alle fundameutaleu Invarianten ausser R einen durch 4 theilbaren 
(Jrad besitzen, so müssen jene Coefficienten nothweudig die Form 
R.F{Ä,li,C) haban. Dies ist von Wichtigkeit für die Erkennung des 
Chiiraklers, welchen die Gleichung /'=0 hat, wenn die Invariante R 
verschwindet. In diesem Falle versehwinden A^, A^, A^ und /"geht in 
die Form flher: 

Es ist also o: = eine Lösung von /~=0 und der übrigbleibende 
Fiictor vierter Ordnung eutlmlt nur noch die Quadrate, so dass man 
folgenden tiatz auss})rechen kann: 

WenniJverschwindet,ohne dass Jlf und iV^ gleich- 
zeitig beide verschwinden, so ist a ein Factor von/ 

und der Quotient -^ wird durch die Substitution 

z=~r oder z = -~ eine quadratische Function von ss. 

Die Auflösung der Gleichung f=0 hängt dann also nur noch 
von einer quadratischen Gleichung ab. 

Der obige Satz lässt sich in folgender Weise umkehren: 

. Ist die fünfte Wurzel einer Gleichung fünften 
Grades eine Wurzel der zu den übrigen vier Wur- 
zeln als Wurzeln einer biquadratischeu Gleichung 
tp — gehörigen Form Ttp, so verschwindet R (vergl. 
§ 89.). 
Hierdurch ist in der That der obige Sachverhalt ausgedrückt; 
denn die Veränderlichen (oben a, ß, bez. a, y), durch welche ^ auf 
nur gerade Potenzen reducirt wird, sind die Faetorcn eines der drei 
quadratischen Factoren von Tq,, daher auch a, der fünfte lineare 
Factor von f, ein linearer Factor von Tw. ,-. , 

IM, .-,-1 ,C-.ooglc 
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Um die Umkehrung zu beweisen, könneu wir davon ausgeben, 
dass im ullgeuitiitieu Falle, wenu Ttp Ana. Factor % liat, tp die Form 

anoebmeu kann {§§ 48,, 49.); abgesehen von Fällen, wo Ttp identisch 
verschwindet und welche hier nicht zu berücksichtigen sind, tritt eiue 
Ausnahme nur ein, wenu ip die Form'|^}) anuimmt, wo dann alle 
linearen Factoren von Tq, gleich § werden. Klan hat also f nur unter 
den beiden Formen 

zu untersuchen. Im letzten Falle aber (§ 93. IV.) verschwinden alle 
Invarianten, also auch J?; der erste bleibt zu untersuchen. "In diesem 
Falle aber übersieht man sogleich Folgendes: Durch die Substitution 

x\ = a^i , x'^ =^ — X-i, 
deren Determinante —1, ändern die Formen ungeraden Charakters 
ihr Zeichen, geht also JJ in — ü über. Aber die Coefficienten von /' 
bleiben unverändert, also auch R, mitbin hat mau Il=—ll oder i{==0, 
wie zu beweisen war. 

Geometrisch bedeutet dieser Fall, dass von den fünf Elementen, 
welche den Wurzeln von /'=0 entsprechen, eines ein Doppelelement 
einer Involution sei, welche durch zwei aus den vier übrigen gebildete 
Element^paare bestimmt ist. 

Ausser den beiden obigen Darstellungen kann man noch eine 
dritte typische Darstellung untersuchen, bei welcher a, S die Ver- 
änderlichen sind und li der Nenner wird. Diese Darstellung hat den 
besonderen Charakter, dass alle Coefficienten durch JR theilbar werden, 
Bo dasa, indem man den ganzen Ausdruck durch II dividirt, rechts 
und links nur noch ganze Functionen von A, li. C erscheinen. Ein 
Theil der hierbei auftretenden Bildungen wird im folgenden Para- 
graphen zur Verwendung kommen. 

9 05. Darstellnng einer Form Hlufter Ordnnn; durch die Sninmc von 
drei fttaftcu Po(«nieit. 

Ich werde im Folgenden die Aufgabe behandeln*: 

Eine gegebene Form f der fünften Ordnung soll 
in die Gestalt gebracht werden: 

(1) r-i'+p+i"', 

wo I, I', I" lineare Functionen sind. 
Diese Aufgabe ist, wie mau sehen wird, im Allgemeinen, und 
zwar auf eine Art lösbar; nur ist erforderlich, dass die Invariante C 



' Sie ist in ludcrcr Weise golöat in Salmon, LesBons, 2^ 



"■ÖK^gle 



380 Aobter Abuchnitt. TypiscIiQ Diirt<t«lluiig von Fonnea 

nicht Yerscliwinde , was denti vorausgesetzt werden soll. Ich werde 
bei der Form, welche ich der Lösung gebe, auch noch voraussetzen, 
dass B nicht verschwinde. 

In diesem Falle nrimlich kann man sich d und a als Veränder- 
liche eingeführt denken und kann daher die Gleichung des Problems 
in folgender Form schreiben :• 

(2) f=x{d-ma)''+x'{S^m'a)'' + x"{d-m"a)\ 

Dass es zweckmässig ist, gerade d neben a einzufnhren, wird 
das Folgende lehren. 

Wenn wir auch links 8 und a einführen, also, da {Sa}=R und 
demnach 

Ji.Oj = (aff)d — (od)« 
wird, 

(3) R\f=[{a<x)ä-{aS)af 

setzen, so erhalten wir aus Vergleichung von (2) und (3) die folgenden 
Gleichungen, welche den Inhalt des Problems vollstündig ausdrücken: 

(aay =E^(x +x' + x" ) 

(aay (od) = ü* (xm + x'm' + x"m" ) 

f4) (««/ («'J)* = ^^ ("f«^ + "'»''* + «"'«''') 

^ ' (aay {aSy = ü^' (xm' + x'»«*» + x"m"^) 

(aa) {aSy = It''lxm* + x'm'* + x''m"*) 

{ady = B' (xm* + xm'' + x"m"o). 

Es sind dies sechs Gleichungen mit ebensoviel Unbekannten 
X, x', «", tn, wi'. Hl", um deren Auflösung es sich nunmehr handelt. 

Wenn man aus je vier aufeinander folgenden dieser Gleichungen 
die Grössen x eliminirt, so erhillt man die drei Gleichungen: 

(5) M.{aay = 0, Jlf . (are) (ß*) = 0, Jlf.(ad)» = 0, 

wo M den synibolischen Ausdruck bedeutet: 

IC««)' 11 1 I 



(6) M= 



(aay {aS) 
I (oa) [ady 

\ . (aäy 



Die Gleichungen (5) kann man in eine einzige zusammenfassen; 
denn indem man dieselben der Reihe nach mit 

multiplicirt und dann addirt, erhält man 
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oder mit Hiuweglassung dos Factors (atf)- = Ü% welcher als nicht 
verschwindend vorausgesetzt wird : 

(7) = M.a^*. 

Diese Gleichang ersetzt die Gleichungen (5) vollatündig, sobald 
man festsetzt, daes (7) fUr alle Werthe der x erfQllt sein solle. 

Wenn man in M aus der ersten Verticalreihe den Factor {aaY 
herauszieht, so geht der übrigbleibende Factor von M in eine Deter- 
minante über, welche nach bekannten Sätzen das Difierenzenproduct 
der vier Ausdrücke 

(ad) 

(^' -.->"■ 

ist. Das Diderenzenproduct der m kann man auslassen, indem man 
diese als sämmtücb verschieden ansieht. Multiplicirt man das Froduct 
der Qbrigen Differenzen mit (a«)^, so sieht man, dass man an Stelle 
von M den Ausdruck: 

(8) M-=^[(ad)-m(att)]]{aS)-m'iaa)}[(ad)-m"(aa)], 
und an Stelle von (7j die Gleichung 

(9) = M'.aJ 
setzen kann. 

Die rechte Seite von (d) ist die dritte Ueberschiebung von f mit 
der Form 

(10) ip=(d-mtt) (d-m'a) (ä-m"a). 

Es muBS also (p eine solche cubische Covariante sein, dass seine 
dritte Ueberschiebung mit f identisch verschwindet. Durch diese 
Bedingung oder durch die drei in den Coefficienten von p linearen 
Gleichungen 

(a g)f o,' = 0, (a^y a, Og = 0, (a qoj' o,* = 0, 

ist aber (p bis auf einen constanten Factor völlig bestimmt; und da 
andererseits, wie aus § 75. bekannt ist, die Covariante j diesen Be- 
dingungen genügt, so kann man 

seteen. 

Die Grössen m, m', m" sind also die drei Wur- 
zeln der cubischen Gleichung, welche entsteht, 
wenn man in^' = die YerUnderlichen S, a einfuhrt 

und dann — als die Unbekannte betrachtet. 
a 

Da man die m als verschieden voraussetzt, so darf die Discrimi- 

nante C der Gleichung j = nicht verschwinden, ^ 

liq,t7ed;yG00<:^lc 
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Die Argumente der drei in dem Probleme geforderten fQnften 
Potenzen sind also die linearen Factoren Ton j; indem wir sie in 
der Form 

S—ma, S~m' a, d—m'a 
annehmen, haben wir die absoluten Werthe ihrer Co efiicienten fixirt; 
es bleibt dann übrig, die Coefßcienten x zu bestimmen. Hierzu führen 
die drei ersten Gleichungen (4), nachdem durch Erfüllung von (5) 
die drei letzten Gleichungen (4) Folgen der drei ersten geworden sind. 
Dieselben geben die x linear und also eine eindeutige Lösung der 
Aufgabe. 

Um nun die cubische Gleichung aufzustellen, müssen wir in j 
die Veränderlichen d, a einfuhren. Es ist 

«•.j-[ö«)«-0«)»l> 









J.= 


= 0")' 








Ji- 


-ü«)"0*) 








J,' 


= 0«3 0«)' 








J,-. 


O«)-. 


Da 


nun nach § 75. 












j.' 


0«) = -», 


BO ist 












J. 


= (}')' = 


:(»«)' 


I=-Ji 




Ji 


= a«)'Oä) = 


- (»a) (»«) 




f. 


= Ö") Oä)' = 


- (»«)', 



- (SS) = 

«) i3sy = -i»s)\ 

oder da * = (#«}*,: 

J, = _ (#d3 (fr*') (d'«) = - i (#»•)» (i«) = - 4 JT Ji. (§ 75. (S).] 
Es bleibt noch Jj zu bestimmen. Nun ist mit Benutzung des 
Ausdrucks von S: 

•r, = ü«)' 0») C»") = O«) 0») 10«) (»») + 0») C*«) 1 , 

oder wenn man im ersten Theil wieder =# für jj*(ja) einführt: 

j,==- (*'«»} {»S) t*'fr) + ii . (jS) o■»)^ 

Der erste Theil verschwindet identisch, da er bei Vertauschung 
von it und d' das Zeichen wechselt; sodann aber ist, indem man fßr 
* seinen Werth fr = (iE)i, r^ einfuhrt: 

0«)ü»)' = ü'')ÜOö»)(") 

= O0O')IO')(i'')+O0('»')l- 

Hier verschwindet nun rechts der erste Theil nach der Theorie 
der cubischen Formen, weil er den symbolischen Factor Ot)* enthalt; 
der zweite enthält den Factor (ji)* und wird also, da 

Goot^lc 
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= («T) (St) - {Sy) - 4 {NB~MC). [§ 75. (G).] 
So ist denn 

J^ = ^{NB-MC), 
und die Darstellung von j wird mit Uebergehung eines Factors R'. 
MAX r« ■ *i 3^»* Nli-MG, 

Die Grössen m, m', m" aind also die Wurzeln der cubiachen Gleichung 
,,,, , ,'iN , NB-MC „ 

Die einfache Form dieser cubiBchen Gleichung iat es, welche es 
zweckmässig erscheinen lässt, gerade die Govariante ö neben a in dem 
Ausdrucke des Problems einzuführen. 

Setzt man fUr die Wurzeln der Gleichung (II) die Ausdrücke: 
(12) mW = s'u + e"v, (e^ = 1) 

so wird 

03) 

daher 

, , , , (NB - Mcy , jr« 
(»—■''=— T+T' 

oder wenn man bemerkt, dass nach § 75. (7) 

* = — 2— 
ist: 

{u'-v')'^\[_{NB-MO)' + N'{AC-B^'\ 

= '^(M'C-2MNB+N'A) 

CBf 



)»» = 


'« + e"v, 


f«"» 


NB- MC 


2 
N 
2' 



t§ '5- (1)] 



Es ist also 



(14) i J' J 



„^j/ NB-MC E,/ V 
' 4 2' 2> 



wo die Cubikwurzeln durch die zweite Gleichung (13) an einander 
gebunden sind. 

i;q.i..cdi,Gooi^le 
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Da durch (12), (14) die Grössen m T&llig gegeben sind, so bleibt 
es übrig, die linearen Gleichungen zur Bestimmung der x, die drei 
ersten Gleichungen (4) noch genauer zu untersuchen. Mit Benutzung 
der Gleichungen § 94. (9), (10) und § 75, (3j, (4), (6) erhält man 
sofort: 

(««)' = (JA'-BJJ! 

C»„).(»ä) = -(f-^)B 

Daher werden endlich, nach Division mit R, die Gleichungen 
zur Bestimmung der x: 

B*(x +x' +x" ) = iA*~B 

(15) li*{>cm+xm +x m ) ^-^ 

R* i,xm'+x'm"*+x m' >) = ^, 
wodurch x, x', x" in einfachster Weise vollkommen gegeben sind. 

I 90. Behandlung des Falles, w» 0=0. üeber die LSsBng der Olelchong 
(Onften firades fBr dleBei Fall.* 

Ich werde jetzt untersuchen, wie die Betrachtungen des vorigen 
Paragraphen sich modificireii , wenn C verschwindet. Lässt man C 
gegen Null convergiren, so geht die Gleichung (11) dea vorigen Para- 
graphen, mit Vernachlässigung von C*, in 

(1) o=(»-.B)(».+|)' + ^C»-B) 

aber und die drei Wnizela der Gleichung werden alao 
m =B 

(2) «.=-2+» 

B 
m ^~-g-~ö), 

wo o die gegen Null convergirende Grösse 



C3, ^=j/-'-^ 



bedeutet. Sodann verwandelt sich (immer vorausgesetzt, daas R nicht 
verschwindet) die Gleichung (2) des vorigen Paragraphen mit Ver- 
nachlässigung höherer Potenzen von a in: 



• Vgl. eine Mittbeilong des Verf., Göttioger Nachrichten 1871, B. lOS,^ 

Coo»^ Ic 
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oder wenn man 

(4) «'+«"=1, («•-Oo = -/' 

fletzt, in: 

Die GröRseti x, A, (i nljer werden ans den Gleichungen (15) des 
vorigen Paragraphen be»timnit, welche mm die Gestalt annehmen 

„,( „ .B \ AM N 

Inzwischen wird, da C=0: 

'■*'' M = 2AB-ZC = 2ÄB 

und indem man nur für den letzten Ausdruck der KHrze wegen IV 
beibehält, kann man die Gleichungen (G) durch folgende ersetzen: 



c8, H^^^-'-i-^h 



R*(xii+xj+(^y 



2A^B 



Da der YoratiRsctziing nach R nicht verschwindetj so können 
nach (7) auch A und Ji nicht verschwinden, und die letzte Gleichung 
durfte daher durch li dividtrt werden. Die Glotchungon geben auf- 
gelöst: 

M'K = iA' 

JiU = - B 

TO B' 

Man bat also für f in diesem Falle den folgenden einfachen 
Ausdruck : 

CUbich, TliMiie dm bli.lrau klgcbi. Pann«n. JO O 
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Nun ist aber 

B« = l!(« + |«)-(ä-B<.)ji 
setet man daher 

(9) a~B«=i, J+|«=i,, 

SO nimmt die Form fOnften Qrades -die Gestalt an: 

(10) »/»iJ-l'-iBS-l'-f^'. 

Dieses ist die Form, auf welche mittelst einer hohem Snbstita- 
tion Jerrard jede Gleichung fanften Grades zu bringen gelehrt hat, 
in welcher nämlich die Terme 6*ij, |*V) Vif fehlen. Es geschieht 
dies also im vorhegenden Falle, wo (7=0, mit Hilfe einer linearen 
Substitution, und man kann den Satz aussprechen: 

Wenn die Invariante C verschwindet, so geht 
die Form fünfter Ordnung durch die Substitutioo 

in die Form 

über, in welcher drei Glieder fehlen. 
Hermite hat die Gleichung fQnften Grades 

(11) a;=-a:-a = 

mit Hilfe der Theorie der elliptischen Functionen in transceudenter 
Weise auflösen gelehrt* In (lieser Weise ist also jede Gleichung 
fünften Grades auflösbar, für welche die Invariante C verschwindet, 
indem /*= aus (10) durch die Substitution 

in die Gleichung (11) übergeht, während zugleich 
(13) '"if*^- 



* Mit Hilfe des Jerrard'BCheo Satees, dasB mittelst einer htlhem (Tschim- 
baoaen'Bchen) Tranaformation und mit Auflösung von Gleichungen, deren Grad 
den dritten nicht übersteigt, jede Gleichung fQnften Grades in die Form (11) 
gebmcht werden kann, löst Hermite auch die allgemeine Gteicbnng ffiof- 
ten Grades. Doch ist fttr den algebraischen Theil der UnterBUchnng eine voll- 
itandige Darstellong für jetzt noch nicht möglich. i M^cjlr 
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Die Gleichung (11) föhrt leicht auf dea aHgemeinen Ausdruck der 
Diacrimiuante einer Gleichung fUnften Grades. Denn da diese in den 
Coefficienten nur vom achten Grade ist, so kann sie C nicht ent- 
halten , wird also nicht geändert, wenn man C verschwinden lässt. 
Man kann diese Discriminante also, ohne die Allgemeinheit zu be- 
eintrüchtigen , aus der Form (11) bilden. Soll die Gleichung (11) 
aber swei gleiche Wurzeln haben, so moss 

also 

«- = 55 

sein; und indem [man hier den Werth Ton a aus (13) einfahrt, 
hat man 

A'-UB = 0, 

so dass A' — GiB die Discriminante ist, wie oben S. 354 gefunden 
wunle. 



i 97. T;plscbe Dantellnn; iweler simalUneB Fomen Kweiter und dritter 
OrOnnng mittelst linearer Corariapten. 

Die in §§ 90 — 92. auseinandergesetzten Principien der Einftlhrung 
linearer Covarianten und der Untersuchung über die Möglichkeit, 
gegebene Formen linear in einander zu tr ans form i reu, m&gen nun 
noch auf einige Beispiele simultaner Formen angewandt werden. 

Das einfachste Beispiel bildet die simultane Untersuchnng einer 
quadratischen (f) und einer cubischen Form (9). Das Formensyatem 
ist fUr diesen Fall in § 59. entwickelt worden; ich beziehe mich auf 
die dort gebrauchten Bezeichnungen. Es wurde dort gezeigt, daas 
die vier linearen Covarianten 

(1) p = (oa)»a., 3-(&j))&x, r = (oe)'<>-. s = (fcr)ft. 
die Determinanten besitzen: 

(1>3)--("1')'---F, (pr) = £ = -°^~-^' , 

Zwischen den f&nf {unditmeiitaleii Invarianten D, E, F, R, M 
besteht die einzige Beziehung 
(3) M'^-i\Dl^-2ELF+BFH. 

Man sieht daraus, dass die sechs, aus den Coefficienteu der 
linearen Covarianten gebildeten Invarianten (3) immer sämmtlich, 

25- 
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und nur dann srimmtlich Terschwinden , wenn F und h Terschwinden. 
Man hat daher den Satz; 

Typische Darstellungen der simultanen Formen 
f, q> mittelst linearer Govarianten sind nur mög- 
lich, 80 lange die Invarianten F, L nicht beide ver- 
schwinden. 
Und 

Eine quadratische Form f nnd eine cubische 
Form ip können immer mittelst typischer Formen 
gleichzeitig in zwei andere Formen f, ip' linear 
Obergei'Qhrt werden, so lange die absoluten In- 
varianten beiderseits gleich sind, und die Inva- 
riantenpaare F, F' und L, L' nicht gleichzeitig 
verschwinden. 
Untersuchen wir zunächst, was das gleichzeitige Verschwinden 
von F und L fSr'dic Formen f, (p aussagt. Es ist L nichts anderes, 
als die Resultante von /"und A; daher mflssen f und A einen Factor 
gemein haben, vorausgesetzt, dass nicht etwa A identisch verschwin- 
det, also tp ein vollständiger Cubus ist. Unterscheiden wir also 
folgende drei Frdle:" 

1) f ist kein Quadrat, tp kein Cubus. 

2) f ist ein Quadrat, 91 kein Cubus. 

3) <p ist ein Cubus. 

1) Im ersteu Falle sei f=2x^x^, 

^p = ax^^ + Zßx^^X^■\■ZYX^X^+S x^. 
Man hat dann 

L = 2\{aY~ß^X,^ + iaS-ßY)x^x^ + {ßS-f-)x^^\ 
p =-2ißx,+YX^). 
Daher wird 

F={aiiY = -ißY = i), 
und ausserdem, da A mit ip einen Factor gemein haben soll, 
(«r-^)(/)ä-).') = 0. 
Hieraus folgt, dass entweder ß und a j^, oder y und S ß^ ver- 
schwinden muss, also entweder ^ = (1, j' = 0, oder j5 = 0, a = 0, oder 
y = 0, 8 = 0. Dieses führt also auf folgende Fälle: 

1. /'stimmt mit der quadratischen Covariante von <p bis auf einen 
numerischen Factor überein ((3 = 0, y=0). 

2. <p hat einen Doppelfactor, welchen f zugleich einfach besitzt. 

2) Ist f ein Quadrat, so sei f=x,', 

<p= a x,^ + 3/3 j-,« x^ + Syx^X^^ + ö x/. 
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Es wird 

£^ = 2 liay- ß^x," +iad -ßy)x,Xt + {ßd- Y^x^'^i, 
P =YXt + 8x^, 
daher geht F={apy = in 8 = 0, L = in j3 Ä — y» = 0, also in 
y^O Qber. Dies führt auf den zweiten Fall von 1. zurück. 
3) Ist ip ein CubuB, so sei 

f^aXf^-\-2l)XiX^ + cx./, qi = X{^; 
uiau hat Ä = 0, so dass die Gleichung L = von selbst befriedigt 
ist, und 

p = cx,, F= c* , 

also ct=0. Mithin ist der dreifache Factor vou 9) zugleich einfacher 
von f, und mich dies ist unter dem zweiten Falle von 1. enthalten. 
Mau hat ulsu den Satz: 

Das gleichzeitige Verschwinden von F und L 
tritt immer und nur in folgenden zwei Füllen ein: 

1) wenn /'sich vo» der quadratischen Covarf ante 
vou Ip nur um einen numerischeu Factor uuter- 
scheidet*; 

2) wenn rp einen Doppelfactor hat, welcher zu- 
gleich einfacher Factor von /" ist 

lu allen anderu Füllen ist also eine typische Darstellung mittelst 
liuearer Covarianten möglich; in allen andern Fällen zieht die Gleich- 
heit der absoluten Invarianten zweier analoger Systeme immer auch 
die Möglichkeit der linearen Transformation nach sich. 

Wir haben daher zwei typische Darstellungen zu untersuchen, 
von denen immer eine möglich ist, so lange Uberhaapt von einer 
typischen Darstellung gesprochen werden kann. Bei der ersten sind 
p und q, hei der andern p und r die neuen Veränderlichen. 

Erste typische Darstellung. 

Man hat 
,., F''.f = («i»)*. 2'- 2 (ap) (nq).pq + {aq^ .JJ» 
*■ ^ FKv = (ap?.q'-3{apy{uq).pq^ + Hap){aqy.p'q-{aqf.iA 

Nun ist 
(apy^F, (ap)(aq) = (q'q)=0, 
{aqY={ab) {ac) (hp) {cp) = i t («i)*(cj')*+(ac)»((.j;)«- (bc)» (aj.)") = ~ • 



• Gtiametriavh : Die Punktgrupiie von rp iet xa der von f cycliBch- 

proiectiviuch. ,- 1 
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Die erste Gleichung (4) giebt also uach Diviäiou mit F: 

(5) f./'=2*+fp*. 

Auf dieselbe Weise, wie soeben der Coefficient (05)* umgestaltet 
wurde findet sieh auch: 

(« j)' «. = (00) (« h) lap) (6y) «, = 1 K« a)' {bp)> + (« !.)■ (ap)' 

-(aijM-Ji)"!«, 

-r.!.-iB.(«j.)'«, 

UDd daher 

,„, («sJ-C^rt^ 4^-("i>)' 

™ («S)> =-ii->-iD.(«p)'(»s), 

eo dass die beiden letzten Cocfficieiiteu des zweiten Ausdrucks (4) 

hierdurch auf die beiden ersten zurQckgefGhrt sind. 

Was nun diese beiden Coefficieuteu angeht, so erliült mau sie 

leicht durch Betrachtung des Ausdrucks {apY a^. Indem man für eiu 

p Bein,en symbolisclien Ausdruck setzt, hat man 

(ort- «. = (««>;,) 0)o)> », = (»/!) (ßa) K«o) (fc) + (oft (po)| «,. 

Vertauscht man im ersten Theile rechts a mit ß, so kann man hier- 
fOr setzen: 

■ m (»i>)'<<x=("«Mtf«)(i'o)«,-i(^«)(«»)j>i 

= (Ao)(!.o)A,-l£p. 
Den erstell Theil dieses Ausdrucks kaun man nun auf r zurück- 
führen, indem man nach § 59. (7) r in der Form 

r = (j)A)A, 
benutzt. Es wird dann 

(Ad) (po) a,= (Ao)«lJ -KAo) (])A)o, 
= Eii+{ro)o,-£j)-s, 
und also aus (7) 
(8) („py^.^iEp-s. 

Schiebt man diese Form über j) oder q, und benutzt die Gleich- 
nngeo (3), so erhält man; 

daher auch aus (6): 

(10) («g)» ^-F'-iP{DL-EF). 

Und die typische Darstellung von <p wird also: 

nq.i..cdi,Gooi^le 
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(U) F'ip = -Mq'-i(.DL-EF)pq' + iI)Mp'q 
+ (^F'+~[DL-EF])p'. 

Setzt man noch der Kürze wegen 

(12) F^DL-EF, 

so sind alle Coeföcieaten der typischen Ausdrücke (5), (11) rationale 
Functionen von 

(13) F, M, P, D, 
und man bat also den Satz: 

Alle simultauen Invarianten von fand ip lasaen 

sich durcli F, M, P, D rational ausdrücken, und 

zwar so, dass nur eine Potenz von F im Nenner 

steht. 

Es ist leicht, dies durch Angeben der wirklichen Ausdrucke zu 

bestätigen. Denn nach (3) ist 

-2M*D=-{DL- EFf + {DB-E')F\ 
oder 







2M'D 


= P'+2LF'. 




Daher hat man zunächst 
(14) '- = 2F' i 




BUB den 


Gleichungen 










P=DL-Ef 


, M'=. 


-l(i)i'-2£LF+Ki?") 


aber fin 


det mair weiter 








(15) 


„ DL- 


^, li- 


2ELF-2M' 
F- 


-DL' 



80 dass, wenn mau den Werth von L aus (14) einsetzt, wirklich 
alles durch die Grössen (13) auf die angegebene Weise ausgedrückt ist. 

Zweite typische Darstellung. 
Fuhrt man die linearen Covarianten p und r ein, so hat man, 
da {pr) = L die Determinante der Substitution ist: 

L'.f= iapf r* - 2 {ap) {ar)p r + («r)V 
'•'''J -is.9)-(«p)'r>~3(«j))»(ar)r^i) + 3(«p)(«r)»r^-(«r)V- 

Unter den Coefficienten von f sind {apy = F, {ap){ar) = M 
schon bekannt; ferner aber ist [vgl. (2)J, da s = {ar)ax'- 
(ary = {sr) = N. 
Für /'erhält man also den Ausdruck: 
(17) L^f=Fr'-2Mpr + N^. 

i:q,t7edi>G00t^lc 
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' Von ilüu Cuefficieuteu des Ausdrucke tur tp erbült luau die büideu 
ersten sofort, indem mau p oder r über die Gleichung (8J acbiebt; es 
wird dann 

(18) {apr=-M, («p)*(ar)=--|{pO-Csr) = i£L-7f. 

Um die beiden andern Cocfficienten zu finden, entwickelt man 
die Form («r)*«,. Nimmt man r in der Form 

80 ist 

(«r)" a.^iah) (« A'J fp A) (j>A'j «. 

= (« A)* {p A'J* «^ - i (A A'J« C«j.)* «, 

du der mit dem Symbol (« A)* behaftete Theil nach der Theorie der 
cubiächeu Formeu ideutiach verscliwiudet. 
Nuu wird daher: 

, ,,, , R, , UM 

Uud somit wird die typisclie Daratelluug vou tp: 

(19) -l?.tf = -Mt'-3{^-N\lir' + inMil'r 
K/EL 



^m-^y 



t 08. Typlitclie Dttrstellung zweier slmnltanen cnblscheii Formen. , 

Zwei simultane cubische Formen besitzen, wie in g Gl. gezeigt 
wurde, im Ganzen acbt lineare Covarianten. Wenn alle diese bis 
auf constante Pactoren identisch sein sollen, so dass eine typische 
Darstellung mittelst linearer Covarianten nicht mehr inögiich wird, 
so müssen die silmmtlicheu Unterdeterminanten des Ausdrucks 2Q^ 
[§ (>l. (12)1 verschwinden; denn dieselben geben nach den Gleichungen 
(19), (22) desselben Paragraphen die aus den Coei'ficicuten der Aus- 
drücke p, n und der linearen Formen 

(A3r)A,, (e«}0^, IVk)V:. 

iAp)A., Cei>)0., CVi»)V, 
zusammengesetzten Determinanten. Es ist leicht zu zeigen, dass dann 
überhaupt die acht linearen Covarianten sich höchstens noch um con- 
stante Factoren unterscheiden können. 

i:q,t7edi>G00t^lc 
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Erstlich verschwindet dann auch ß, also (pit). Verschwinden beide 
Covarianten p, x identiGch, so verschwinden auch a]le anderen sechs 
linearen Covarianten [vgl § 61. (lOJ]. Verschwindet nur eine, etwa p, 
so bleiben die Covarianten 

Ä, CkA)A„ CwV)V^, (äA)(AV)V,. 
Aber weil faA)* = 0, (äV)* = 0, so sind die Ausdrücke (}rA)A, und 
(wV)Vj entweder Null, und also auch (äA)(AV) Vx = 0, oder sie 
sind von » nur um einen coustanteu Factor verschieden, also etwa 

(ä A) Ai = »1 JT , 
daher auch 

C3rA)(A7jV, = m(«V)V„ 
also auch diese Cuvuriautc nur um einen constanten Factor von x 
unterschieden. Versichwindet auch p nicht identisch, so reduciren 
sich ebenso die Covarianten 

(2»A)A,, (pV)V^, (i.V)(VA1A, 
auf p. In allen Fällen giebt' es also nicht zwei lineare Covarianten, 
welche sich um mehr als einen constauten Factor unterscheiden. 

Untersuchen wir nun deu Inhalt der iu dem Verschwinden der 
Uuttrdeterminanten von 2Q* enthalteneu Budiuguugen genauer. Wir 
uuterucheideu drei Fälle. 

1. Die Discriminaute einer der beiden Formen f und qn sei von 
Null verschieden. Mau kann dann setzen: 

f=x^-\-X:^, tp = ax{'-\-Zhx^x^ + Zcx^x^ + dx^, 
also 

A = 2 a:, a;„ = c a;,* + (a + d) x^x^ + b x/, 
V = 2 ! (ac — i*J x*+(ad~bc) x, x^ + {bd - c') xj*, 
p = -2(bXi+c ij). 
Daher verwandelt sich die Gleichung (Ap)* = in bc = 0; und 
wuiiu also etwa b = ist, gebt ß=0 in c — aber. Man findet also 
9>= ax^^ + dx^. 
Da zugleich Q=^x^~ x^, so ist fp eine lineare Combi nation von 
f und Q. Daher kann in diesem Falle eine lineare Covariante, welche 
zugleich eine solche fUr f allein sein mUsste, nicht esistiren. 

2. Die Discriminanten beider Formen verschwinden, aber we- 
nigstens eine der Formen ist kein Cubus, Man kann setzen : 

/■= 3 a;,' a^, 9 = a a;,' + 3 6 1,* ai^ -f 3 c Xi x^ + d x^, 
also 

A = — 2 x^, e = — 2 6 ar,* — c X[ aij 4- rf x^, 
V=l2(ac-i»)V + Carf-60^i-c,+ (fcd-c*)a:/l 

p = — 2{cx^-\-dXi). f. I 

I ,, .1 Google 



er cubischen For^ 
st nur uu- 
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Die Qleicliuog (Ap)'=0 reducirt sich auf ä = 0, und sodsDQ 
Q = auf c = 0. Daher ist wieder p = 0, uad 9) hat die Form 

Da diesmal (^ = 3i;,^, so ist wieder <p eine lineare Combination von 
/"imd y;,wie oben. 

3. Beide Formen sind Guben. Dann verschviuden A und 7, also 
auch p und n und alle anderen linearen Covarianten. 
Man kann also folgenden Satz aussprechen: 
Die typische Darstellung zweii 
men /, tp mittelst linearer Co 
möglich, sobald die ersten beiden linearen Co- 
varianten p, % identisch verschwinden; und zwar 
geschieht dies in folgenden beiden Fällen: 

1. Wenn eine der Formen eine lineare Combi- 
nation der andern und ihrer cubischen Covariante 
ist* 

2. Wenn beide Formen'Guben sind. 
Abgesehen von diesen Fällen führt also bei 

Kwei Paaren von cubischen Formen f, <p und f, tp' 
die Gleichheit der absoluten Invarianten die Mög- 
lichkeit mit sich, die Formenpaare liuear in einan- 
der zu transformiren. 
Von besonderm Interesse ist hier offenbar die Darstellung der 

typischen Form durch p und «; diese allein werde ich untersuchen. 

Da (p)t) = — 2Q, so hat man die Formeln: 

•■'^ -8Q'.9. = ;«;t)^p»~3(a«)n«i)).J)%^-3{aa)(«i))'J.Ä*-(ap)^«^ 
und es bleiben also zum Zwecke der typischen Darstellung die acht 
Coefficienten rechts zu untersuchen. Aber es ist leicht zu zeigen, 
dass die acht Coefficienten dieser Formen sich auf eine viel geringere 
Zahl reduciren. Es ist nämlich mit Benutzung der Formeln §61.(5): 
Co«)ö,' + (aj>)«,'=2(e«)*Ca«)«.* + 2(eo)»(«o)^^» • 

= 2(««)l(e«)«a,*-tea)»a,»|=iJ(aa>»©,i(e«)a^-|-(eo)«,) 

=4ce0'je,e',=o. 

Aus der Gleichung 

(a Ji) aj + (op) «j* = 
folgt aber sofort: 



* Geonietriech: Die Punktgruppen beider Formon aind zu dem- 
in Punktepaar cjcliacb-projeotiviBch. ^ 

Goo»^ Ic 



ungeiadeT Ordnung mittcitit Ua«Arer Corarianten. — § 98. 395 

Co«)' +c««)'(«?)=o. 

Maa kann also setzen: 

(oa)» = 4, -(o«)'(«J))-(<i«)' = B, 
(2) («»)(»j,)> = -(oi)'(ai.) = C, 

-(<.Ji)' = (a»)(ay)' = D, -(ajiy-B, 

und diu Gleichungen (I) vetwandela sich in die folgenden: 

Man kauD daher den Satz auaspreclien : « 

Die beiden AuBdracke-8Q>/' und -80^ 91 stellen 
sich dar als die durch 4 dividirten nach p und n 
genommenen Differentialcjuotienten der biquadra- 
tischen Form: 
(4) F^ - 80« {fn + g>p) = A p*+ ASp^x + BCp»«' 
+ 4I)pn^ + Ea*. — 

Man kann beweisen, dass hierin die einzige Losung der folgen- 
den Aufgabe enthalten ist: 

Man soll, wenn zwei cubisohe Formen f, tp ge- 
geben sind, zwei lineare Fnnctiooen | und i; so 
finden, dass, wenn man sie als Variable einfahrt, 
tp und f die Differentialquotienten einer Form F 
nach S und ij werden. 

Ist nämlich 

80 hat man nach den Bedingungen der Aufgabe; 

ar , »F^ 2-f , , , 
8i; = f' ?{ + ''■ 8^ = '- '' + ''■' 

■ iF »F ar , . , 

daher, indem man die erste Gleichung nach x^, die zweite nach x^ 
differeuzirt und die Differenz bildet: 



L man die Symbole von f und 7 einführt: 



dlyGOOt^lC 
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f^chiebt man diese Gleichung zweimal über A, 9, 7, so hat man 
mit Rücksicht auf §61. (5): ' 

Aus der ersten uud der letzten dieser Gleichungen folgt: 

6=p.j), 1) = ff.3t, 
wo die Qf a Constautti sind; die mittlere Gleichung aber giebt dann 

ao daaa in der That 6 und rj sich nur durch einen gemeinsamen 
Factor noch von p und n unterscheiden können. 

Durch den vorliegenden Satz ist eine merkwürdige Beziehung 
zwischen der Theorie zweier simultanen Formen dritter Ordnung, 
und zwischen der Combination einer gewissen Form vierten Grades 
{F) mit zwei linearen Formen (ir, p) begründet. Man kann nicht 
sagen, dass die Theorie der simultanen cubischen Formen, welche nur 
(»cht Coefticienten enthalten, mit der einer bi quadratischen lu Ver- 
bindung mit zwei linearen Formen (sie enthalten zusammen neun 
Coefticienten) identisch sei; aber die Verwandtschaft beider Theorien 
ist so gross, wie sie, ohne in Identität überzugehen, werden kann; 
es ist nämlich in der That zwischen den Coefäcientcn von F, p, « 
nur eine einzige ßelatiou vorhanden, welche sich dahin ausdrückt, 
wie man sehen wird, dass jV bis auf einen Zahlenfactor einer Potenz ' 
von (j)ä) gleich wird; was denn in der That hinreicht, um die Coef- 
ticienten von F, p, n auf acht von einander unabhängige zu be- 
schränken. 

Ich werde im folgenden Paragraphen zunächst die Aufgabe lösen, 
die Coefficienten von F durch die eiufachaten simultanen Invarianten 
von /' und ip darzustellen; dann aber in dem darauf folgenden Para- 
graphen auf den Zusammenhang der Theorie von f, q> mit der Theorie 
der biquadratischen Form F genauer eingehen. 



% 99. DirBtelluDg der Coefftcienteii von F darch die oinüaclistcn Bimnltanen 
luvariauten von f und <p. 

Um die Coefficienten A, Ji, C, D, E durch die einfachsten 
simultanen Invarianten von f und tp auszudrücken, betrachte ich zu- 
nächst die vier Ausdrucke: 
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von deren beiden mittleren schon oben gezeigt wurde, dasa sie ent- 
gegengesetzt gleich sind. Setzt man für die n, p entsprechende 
Werthe aus § 61. (5) ein, so erhalten wir 

(«1)«,« = - 2(0^) (6«'«,' =.-(»« 1(9«' «,'-(e«)'^,'| 

= -(o«'e,i(eW«-+(e«)W--2(ev)6,7. 

(««)<.,• = (o6) (7t)' a," = H«m('V".*-('«)''-'l 
= i(a)<)' V, l(Vi) o. + (Vo) t,l = (VA) V, A, 

(«p)«,' = (»ft(A«'«," = i(»«l(Aft'«,'-(A«)'^,'l 
-!(«/!)• A,l(A«o. + (A«)W-.(AV)V,A. 

= - (o S)' 6, 1(9 i.) o, + (6 o) W = - 2 (e A) e. A„ 



War also oben 



80> = i|C, 



SO "hat man nunmehT auch die zweiten Differentialquotienten Ton F 
durch Covarianten ausgedrückt; es ist nämlich nach diesen Gleich- 
aD{;en: 

4Q».(7e)7.0, = 4[faK)»p»-2(aK)*(iri))i)« + (a«)(«;))'K'] 

4 Q» . (VA) VxA,= linTifp^ - 2 (ow)* (ap')pa + [an) (apy ar*] 
= -[(i.p)(«»)'j.«-2(aji)'(<"Jr)y« + {«l>)'>r'l 

4 Q' . (9 A) 9,V, •= - i |(aj)) (o a) V - 2 (oy)' (<nr)i)ii + (np)> »■] 
_ *'^ 

Nun waren aber in § 61. bereits A, 9, 7 durch p und s, also 
gerade wie es hier verlangt wird, ausgedrückt; es war dort |§ 61. (20)] 
gelundeu : 

lO'A^^p'-Uapti+ü^n' 

(2) 4Q'9 = -J£f„j^-(2fr„ + ^)j.. + tf„»'j 

,2Q>V=F„i,--f7„j.H-fiä»>. 

Es kommt also nur noch darauf an, die Functionaldeterminanten 
- (l) der drei quadratischen Formen A, 6, V durch diese selbst aus- 
Kudrücken. Dies geschieht mit Hilfe der Gleichung (4) des § 58. 
Indem wir diese Formel auf unsere Formen anwenden, erhalten wir: 
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2a.(76)7.e,--|f;„a+i;„e+ u,,^\ 

(3) 2Q.(7A)7,A,= U„A+U„e + U„'7 

2a.{eA)6,A,=-ifr„ A+£r„e + (7„7|. 

Daher ergiebt sieb veiter, iBdem man die Ausdrücke von A, Q, 
7 ans (2) in diese Gleichnngen einführt: 

- 8 Q' (7 e) 7. 6, = i-'-'fi' - ü„' + 2U„ ü,^ p> 
+ (Sl^-2n„ü„)p^ 
+ (2^ + 2B„n„-ü„D„):,' 

-8B'(7A)7,A,=(S^_2 f7., P„)j,' 

(4) +{iu„n„-2n„n„~üfjpn 

-8Q'(eA)e. A, = (2l^_ v„ V„ + 2V„ £r„)p' 

+ (^-2£',.f„)l>« 

+ (SA+2£r„P„-lf„')^. 

Da diese Ausdrflcke gleich 

~12 »p*' 6 dpdn' 12 9ä» 

sein sollen, so muss der mittlere Coefficient der zweiten Reihe, durch 
4 dividirt, dem letzten Coefficienten der ersten und dem ersten der 
letzten gleich sein. Es ist leicht, dies zu sehen. Die zu beweisende 
Gleichung ist 

u„u„-S!fi!+^=!l2^+2ü„u„-u„n„, 

odet 

%-' + £f» f,. + 2 P„ f » - 2 f^,. ff» = 0- 

Nun finden, da die ü die Unterdetemiiuanten von 2ß' sind, die 
Gleichnngen statt; 

tr„fr„-(7„'=2a'7i n„u„-n„B„=2<^z 

(5) F„ff„- p„'=2Q>(r-iJ') n„B„-u„n„ = 2a'T 

P„ U„ - ÜJ= 20« P U„ B„ - U„ (7„ = 2Q« S., 1^, 
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Datier folgt aus den beideii Gleicbungen der zweiten Reihe: 

u„i'„-u„'-u„u„+u„u„-—a'J'=-(u„-^y [8C1. (23)], 

also 

TT TT TT » 
n TT —TT IT -i- M^" j. ^iM. — 
*-'3J^ll ^»'^«T g^ T 16 — ") 

was durch Multiplication mit 2 in die zu beweisende Qleichnug 
übergeht. 

Man kann die fCnf Coefficicnten, welche in (4) vorkommen, nun 
mit Hilfe der Gleichungen (5) und der Gleichung 

in folgender Weise schreiben: 

=2a>p+2njc7„ 

^^^ -2V„U„ = 2 ( ir„ ü,, - D;, f7.,1 -Ü„{2Ü„- ^\ 

-4Q>Z-2QJ!J„ 



2 



= (£/„ p,, - u„ p„) + n„ R^-^ 



=2n'r+Qj 



&>/»- 2, ,•„!/„ 



= 2(If„I7.,-£r„Z7J-£;„(2P,.-fi<) 
= 4Q'S-2ajf/„ 
.■ = (f,,f»- (/..')+ P»(2ff„-%) 

=2a>Ji+2Qjir„. 

Indem man also die Gleichungen (4) durch 2Q dividirt, Btellen 
sich dieselben in folgender Form dar: 

-40".(7e)v,e.= Q(Pp'+2zpit + rjt'i 

-4Q'.(Va)V,a, = 2Q|Ip>+2Tji« + S;t'| 
-40'.(eA)e,A.= Q|2'p' + 2Spn + J!!r'| 
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Da die AusdrQckc links nach (t) gldch 

waren, so erhält man, indem man die obigen Gleichungcu mit 2j)*, 
2p«, 2«* multiplicirt nnd adilirt: 
(7) J'=-2Q|Pp^ + 4Zpäw + 6Tp*K« + 4S;>3r'+^3i*( 

Die Gleichungen: 



geben also folgende typischen Darstellungen von f und ip ■; 
8Qä/"=2ß{r|>' + 3rp«jr+3Spa*+7Jjr'} 

^ ' 8Q'9)=2Q|Pi)3 + 3Zj.»« + 3rp3t' + S«»l 

+j"t2c/„p3-3r7„j)»Ä+5fr^pw»- u^Tt'i 

Die Ven*!eichung dea Ausdrucks (7) mit den Gleichungen (2), (4) 
des vorigen Par^raphen fShrt aber zu den folgenden Ausdrücken 
verwickelterer Invarianten : 

A= (an)> =-2QP-2J(;„ 

B^-(_axy(ap)^{a!itY ^-2QI+ J P„ 



(9) C = {an){apy^-((ixy{ap)^-2QT- 

2) = -(ap)» ={aJt)(ap)* =-2ÖS+ J tf„ 
£= -(«i))' =-'2QR-2JÜ„. 



1 109. Die «ns F entstehenden Formen. AasBabmefttll a = o. 

Ich werde nun die hauptsächlichsten aus der bi quadratischen Form 
F hervoi^ehenden Bildungen angeben, indem ich dabei p und a als 
die Veränderlichen behandle. Die Coenicicnten der so entstehenden 
Formen aind ganze Functionen der A, B, C, D, E, und ihre Keniitniss 
fuhrt zur Lösung der Aufgabe, alle simultanen Invarianten von f und 



* Bemerkt man, da»« die Diwriminant« der Form %f+X<f nach den Ililttnngfin. 
dl» § 61. die Oeotalt hat: ^ 

u kann imui F dtulorcfa definiren, dasB es aus <lor Form 

hervorgeht, indem man darin x durch «, l durch p erseirt l 
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ip durch die Coefficienten der typischen Darstellung so auszudrucken, 
dass nur noch Potenzen von Q die Nenner bilden, wie die allgemeine 
Theorie es vorschreibt. 

Wenn man die linken Theile je zweier der aus den Gleichungen 
(6) des vorigen Parngraphen folgenden Gleichungen: 

8 fi' (Ve) 7:r e^ - Ap^ + 2Bpz+Cn' 
8ßä (VA)V,A^ = 2 (Bpä + 2Cpn +Dx*) 
8 Q* (BA) e, A, = Cp' + 2Dp3t +Ex* 

einmal Über einander schiebt, so entstehen nach der Gleichung (14) 
des § 68. folgende Formen: 

aus (7A)V,Ax und (eA)e, A, . . . -^ß A 
aus (V 6) 7, e, und (G A) 6, A, . . . - 1 ß 9 
aus (7 0)7^0, und (7A)7, A, . . . -« ß7. 

Schiebt man auch die rechten Theile übereinander, so kann man 
dabei p, n als die Veränderlichen behandeln, muss aber dann mit 
(p7f)^=~2Q multipHciren. LUsst man diesen Factor beiderseits aus, 
so erhält man also: 

\GQ* A=^2 \ (Bp+C n) (Dp + En)- (Cp+Dn ^ i 
lfJfi^e= (_Äp + Sn)lDp+Ex)~(Bp+Cn)(Cp+D]t) 
ieQ'^ = 2\(Ap + Bn){Cp+I)«)-iBp+Cay\. 

Setzen wir nun links für A, 9, v *"» § ^l- (20) ihre Ausdrücke 
in p, n ein, so kommt: 

4ß»(^j,»_t/^p«+Cr33«») 

-4ß'[ü„j,*-(2ir,, + ^)p«+r«««] 

={AD-BC)p^ + {ÄE~C^)pTt. + (BE-CB) x* 

4 ß* r^iiP*- U^^pn+^ «*) 

^{AC-'B^p^ + (AI)-BC)pn+iBB-C^7t', 

und daher durch Vergleichung der Coet^cienten : 

AC-B' = -'iQW,, BE-CD = -4Q^Ua 
(1) Bl)-C^^- Q-'U^ AE-C' = 2Q'iiü^^+ü^) 
CE-D^ = -4Q^Ü^ ^D-£C = -4ß»P,g. 

Diese Formen gestatten es nun, die aus F gebildeten Formen 
Hf und ifr darzustellen, bei deren Bildung wir immer p und n als 
die Veränderlichen betrachten wollen. Es ist ( OOolp 

OUbacti, Th»ti> der biukreu slBcbr. Foidkd. ' ' M ' ^ 
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'"1 Bp'+2Cj)Ji + i)<r" Cf+2Dpn-\-EnA' 
= i |(4C-B')))' + 2(^Z)-ifC))r'» + (ylJS+2ii7)-3C')p»ir» 
+ 2(BE~CD)pi' + IflF.-B^ ^\ ; 
also wCTBii man die Formeln (I) benutzt: 

(2) ;j,r=80>IC„j)*-2(7„j)"ir + (2f7„+P„)p'i>-2 ff„)iT' 

Ebenso wird, mit Benutzung der Gleicbnngen (1): 

i,= 'HAE-iHD + SC') = -iV(V„-iV„), 
also 

(3) if=l(ja'J. 

Ijudlich hat man ans der vierten Ueberschiebung von F mit //^: 
j,= - SB' I r„yl + 2!7„B+(2 ü„+ U„) C+2Ü„D+ U„EI, 
oder wenn man ans den Formeln (it) des vorigen Paragraiihen die 
Werthe der A, B etc. einföhrt: 

jF=-i6n' it;„P4 2P„i + (2P„+r7„)r+2C7,,.s-+f;„K| 
-1GQ'JJ2 jr„i;„-2P„jr„ + ij|Ü!+^j. 

Da nun zwischen den TJti, die oben abgeleitete Identitiit: 

r/„ !7„ - P„ 0-,, + ^^ + -%" - 

besteht, so kann man an Stelle der letzten Klammer sefÄcn: 

u„ ü„ , u' jau„ 



i 



und die Gleichung für jr gelit in die Form über: 
(4) j>= - IGQ'UÜ,,E+ U^,,S+ Ü,,T)+[U,,S+U,,(^T-^'J + IJ, 

Ich komme nun auf die im Eingänge dieses Paragraphen erwähnte 
Frage. Die typische Form § 98. (3) lehrt, dass alle ans f und rp gebil- 
deten Invarianten rationale Functionen von A , B, C, D, E sind , welche 
Potenzen von ß im Nenner enthalten. Die Gleichungen (1) lassen 
zunächst die Um so ausdrücken ; die Gleichung (3) giebt J in der- 
selben Form, und endlich erhält man sodann aus den Gleichungen 
(5) des vorigen Paragraphen zwölf Ausdrücke gleichen Charakters 
für R, S, T, Z, P. Hiermit sind in der That alle fundamentalen 
Invarianten in der verlangten Weise ausgedrückt. Zwischen den sechs 
Invarianten A, B, C, D, E, Q kann i)ur eine Relation bestehen; 
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ilieae wiril durch die (Jloichung (4) gegeben. Diese Kelation ist 
fü zugleich, welche am Ende von § 98. erwUhnt wurde und welche 
die einzige zwischen den Coefficicnten von F, p, x bestehende Be- 
ziehung ist. 

Geben so die D.irstellnngen (3), (4) die Resultate, welche erfor- 
derlich sind, um durch die typischen Coefficienten sämmtlich Invarian- 
ten ausdrücken zu können, bo linfert die Darstellung (2) der biquo- 
ilratiüchen Covariantc von F in anderer Weise bemerkensweithe Er- 
gel>nisse. Da 

.10 findet man die Functionaldotcrminantc von f und 9) 
mit Hilfe der Function F dargestellt durch die Formel: 



(14 Q« # = 



SF 



= (jrj.). 



d*F 



1 ÜZ. 

»VF 



■QHf, 



also 

(5) 64Qsfr=fif, 

oder auch, wenn man fQr Hr den Ausdruck (2) einfdhrt: 
(6) 8Q^»=Ui,}^-2Ü,, p^«+(2 U,s+U„)p*x^~2ü„px^+U^x*. 

Man kann nun die Resultante von f und 9) in doppelter Weise 
bilden. Einmal geht sie, da f und tp sich von den Differentialquotienten 
von F nur um Potenzen von Q unterscheiden, in die Discriminout« 
von f Über, welche nur noch eine Potenz von ß als Dbcrflflssigen Factor 
enthalt«n kann. Diese Discriminante ist nach (3), (4): 

■, - J .', = 96 . 9C . Q» - ?^^^ B« J-, 

oder bi? auf einen Zahlenfactor und eine Potenz von Q: 
21Q-2J'. 

Eben dieses erhült man auf andere Weise mit Hilfe des in § 28. 
(7) entwickelten Resultates. Nach diesem war diese Resultante gleich 



C^nOOt^lc 
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Bezeidiiicn wir Dun durch Jh uud tu ttie Invarianten von Hf, so 
gebildet, dass man dabei p und n als die ursprüngliche!! VerÜnderlicheu 
ansieht, so hat mau nach |5): 

. (2Üf . 

^^ (64 n*)*'-'" 

{2Q)* . 
'»=— (64W***'" 
Aber nach der Theorie der bi quadratischen Formen ist 

jii = ijp'' — -hif^ '" = i *VS 
daher nach (3), (4): 

_ (2Q)< t (96)'Q"' (16)^0" jy 

■^^- (cjß^yj— 3 äö— j-Jö-3^J 

** = {64iF?- 5 -*•' ' 

und die gesuchte Resultante: 

Jö-iJie = -äß + TV'^' = -V5{270-2J'), 
was von dem vorigen Resultate nur um einen Zahlenfactor verschie- 
den ist. — 

Nachdem die typische Darstellung für den Fall, wo Q von Nnli 
verschieden, behandelt worden, bleibt nun noch Übrig, den Fall zu 
untersuchen, wo Ö=0. Da wir aber nur solche Fülle untersuchen, 
in denen noch zwei wesentlich verschiedene lineare Covarianten existiren, 
ao können wir immer annehmen, dass Pjj oder (Ap)* von Null ver- 
schieden sei; denn indem wir oben zugleich Q = 0, (Ap)* = sein 
Hessen, erhielten wir das Resultat, dasa alle linearen Covarianten 
identisch verschwanden. Ist Qe=0 und U^ von Null verschieden, so 
kann man in Folge der Gleichungen (5) des vorigen Paragraphen drei 
Grössen k, l, m 60 finden, dass 

f7„=J;', ü,t = kl, P„=ifcm, U„-^P, Ui3==lm, ü„^m\ 
wobei wenigstens m von Null verschieden ist. Die Gleichung 
-QJ-%-tf„ 

giebt aber dann 

'^ P = 4Äm, 

und man liann also ferner zwei Grössen ft und v so finden, dass 

m = (i*, /=2((i', k^v* 
also wenigstens fi von Null verschieden ist^ Alsdann wird 
f^n = »^. t^„ = 2^x^, P„ = 4(i«r», (r„ = f.«v«, U^^=2p,^v] Uaa = n*. 
In Folge dessen erhält man aus den Formeln (2), (3) der vorigen 
Paragri^hen : 

Vp — |tK =0 

vA + 2,fe+^'^=o. „„„„„Google 
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Die erste dieser Gleichangen zeigt, dasa p und re in der That 
1)13 auf Factoren ft, v identisch werden. Die zweite lehrt, dass die 
rjuadratiache Covariante der Form vf+[i<}> verschwindet; dass also 
dieCombination vf+Hf eiuvoUatiindigerCubua aein muss. 
Man kann umgekehrt zeigen, dasa, wenn dieses eintriit, auch 
immer Q verschwindet, und hat damit den folgenden die Invariante 
ß charakterisirenden Satz: 

Das Verschwinden derFunction Q ist die noth- 
wendige und hinreichende Bedingung dafür, dasa 
eine Combination der Formen f und (p ein vollstän- 
diger Cubua werde. 
Existirt iiümlich eine solche Combination vf+fitp, so ist die für 
sie gebildete Form A, also v''A + 2fivQ + (i^V, gleich Null; setzt 
man aber die drei Cueflicienten dieses Ausdrucks gleich Null, so hat 
man drei in v*, 2vft, ;i* lineare Gleichungen, deren Coefficienten die 
Coefficienten von A, 6, V sind; da nun [i und v nicht zugleich Null 
sein können, so muss die Determinante dieser Coei'öcienten , also Q, 
verschwinden. 



§ 101. Die TransromivtlOM dritter Ordnung der elliptischen Integrale* 
Im vorigen Paragraphen wurde bewiesen, dasa wir zwei aimuttiiiie 
cubische Formen immer nach passend gewählter linearer Transformation 
der Veränderlichen durch die beiden Differentialquotienten einer bi- 
quadratischen Form darstellen können. Ich werde dieaen Satz auf 
die Aufgabe anwenden, welche das Problem der Tranaformatiou dritter 
Ordnung in der Theorie der elliptischen Functionen umfasst: 
Ein elliptisches Integral erster Gattung 

wo X eine biqnadratische Function von x ist, soll 
durch eine Substitution der Form 

m a+bz + ei' + d .^ 

'-> n+ßt + yl' + äs' 

in die Form 

/•dl 

gebracht werden, wo Z eine biquadratische Fun- 
ction von ff. 

' Vgl. Cayley, Phil. Mag. 4. Ser. vol. 15 S. S63; Hermite, BoruhardrB 
Jouraal, Bd. 60, S. 304. , - ■ 

Goot^lc 
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Fuhrt man homogeue Veiüuderliche eiii: 



so kauu mau die Substitutiouagleichuug (2) dadurch ersetzen, dass 
man Xy uud x^ proportional mit zwei ganzen cubischen Functionen 
von si, s^ setzt; und nach dem oheu angeführten Satze kann man 
diesen Functionen, indem uiau statt z lineare Functionen von z 
(welche wieder ebenso bezeichnet werden mögen) einführt, die Gestalt 
geben, dass die erste der Difterentialquotieut einer biquadratischeu 
Form 9) noch z^, die andere der negativ genommene von <p noch Sy 
ist. Man kann der Substitutionagleichung also die Form geben: 

Indem wir statt der- z lineare Functionen derselben setzen , ändert 
die Form des Integral (3) sich nicht; man kann also noch immer die 
Gleichheit der Integrale (1), (H) durch die Gleichhi;it der Dillerenliale 
dx dz 

oder 

'x^dxy^x^dx^ z^dZf — i!,de^ 

auiidrücken. SeUeu wir nun nach (4), indem wir auch die abisoluteu 
Wertho der X fixiren: 

», = i?''(»i), 't = -i<p'(.'i), 
so haben wir 

und die Differentialgleichung (5) verwandelt sich in die folgend« 
endliche Gleichung: 
(6) JÄp^Fi^., e,) = ^[i9''(^<),-i9-'K)]- 

Man beweist nun zunächst leicht, dass in Folge dieser Glei- 
chung <p eine lineare Combi iintion von /" und Hf sein muss. 
Dann sei (xt) irgend ein linearer Factor von f; ihm entspricht auf 
der rechten Seite von (6) der Factor 

i:q,t7edi>G00t^lc 
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Die linke Seite voii (6) ist aus vi<dr aolcheu eubisclieu Factoren 
üusaiunieugesetzt, welche sicli durch die Wertlie der t uutersclieiden. 
Äl)er liuka treteu vier liiiearo Doppelfactoren auf, die vuu Htp. Solche 
müssen sich also auch ri/chts findeu. Aber awei der Factoreu (7) 
köimeu keinen lineareu Factor gemein haben, sonst mfissten auch 
tp' (^i), ip' iZi) einen solchen gemein haben, und die Substitution wäre 
nicht mehr von der dritten Ordnung. Also muss jeder Factor (7) 
selbst einen linearen Doi)peifaetor enthalten oder es musa die Discri- 
minuute jedes der vier Factoren (7) vcrschwiuden. Diese ist in § ö7., 
Anmerkung, gebildet uud uimmt die Form an: 

ein Ausdruck vierter Ordnung in den t. Da derselbefür alle Werthe- 
]iaare der t verschwinden soll, für welche /' verschwindet, so kann 
er von/ nur noch um eine Coustante verschieden SGiu,nnd man muss 
also haben: 

^Jv-fp-iiv.U^^c.f. 
Du übrigens die al>soluten Werthe der CoefEcienteu von (p ofl'enbar 
gteicbgiltig sind, so kuin man c^ 1 setzen, und hat daher: 

Es ist also /' ei.e lineare Cumbination von q> uud H^, daher 
auch Ilf, und /.war hat mau mit Benutzung der (ileichungeu des § 41., 
indem man dort 

setzt: 

(9) Hf= ^\ i'p'jv'P+ ('. jqj* — iVV)-^»'- 

Aus beiden Gleichungen zusammen fiudet man durch Elimination 
von Htp die Form fp als lineare Function von f und 11/-, wie oben 
ungegeben wurde. 

Sehen wir zunächst, was aus der Gleichung (6} wird. Setzen wir 
der Kürze wegen 

und führen wir auf der rechten Seite von (ti) für f den Ausdruck (8) 
ein; setzen wir endlich symbolisch 

ip = a:*, Hv^Hs*, 
so geht (6) in die Form Über: 

(10) . } if»'.F=ijV. (Ol)' -1 ;».(«»'. 

Es ist leicht, sich zu überzeugen, dass diese Gleichung wirklich 
durch H^," theilbar wird und also unmittelbar den Ausdruck von F 

Goo»^ Ic 
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giebt. blierzu ist es Dur nöthig, die Ausdrücke (aß)*, (i/|)* zu bilden. 
Nun ist Dach § 86.: ■ 

(tl) f^.v(y) = i^ + 3S^Vv' + ^^'P^n' + (ii9-9^-^S'p'')r]\ 
wo ii = {zy). Setzt man iu dieser Gleichung y,=^^.., 1*^ = — I], so 
wird jj = — q) und man erhält nach Division mit ip^: 

(12) (o|r=Cit<p.9'=-|Äp*).<p. 
Differenzirt man aber (11) nach i/,, y^, multiplicirt mit 

addirt und setzt endlich y^^l^r yi~~'i\i ^^ kommt 

(fllfial) = -- 3', . (IS)- {i"V-<p'-|-ff»') (1)5) 

:^- V + (iV.^P^-i ff?*) Sq,, 

oder wenn man den Werth von Tqp* aus § A2. einfahrt: 

(13) (a|)»(a£) = -iir»» + l:i,.Zf9-'p' + {i».?^- 
Inzwischen hat man, indem man den Process Ö auf (12) anwendet 

und die Formeln deB~§ 41. berücksichtigt: 

{Hir + A{a%f (ag) = j, . «p^ + i» ■ 9^ -»-P - J Ef', 
also wenn man den Werth von (fi|)^(a£) aus (13) eintrügt: 

(14) {HiY = ^h.<p^ + \Hv\ 

Endlich findet man durch Eintragung von (12), (14) ans (l'l): 

oder indem mau die Division mit Hq,* ausfuhrt: 

(15) J'= -^j^,fp-^ i^ H^. 

Hierdurch ist alles auf die Bestimmung der Function ip zurück- 
geführt. Man kann diese so vornehmen, dass man aus (8) die Aus- 
drücke für i und j bildet und so zwei Gleichungeu erhält, um ^9», jip 
auszudrücken; trugt man die^e Werthe in (8), (9) ein, so kann man 
dann q/ auf lineare Weise durch /, H darstellen. 

Besser ist folgender Weg. Setzen wir 

(16) » = «/■+ Ji; 

mit Berücksichtigung der Formeln des § 41. geht dann (8) über in: 
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Die erste dieser GleichuDgen dient nur dazu, die absoluten Werthe 
von X uud X zu bestimmen, die zweite aber giebt eine biquadratische 
GleichuDg für den Quotienten x ; A. Führt man fGr i„i, j^j^ ihre Wertbe 

ein, so wird die biquadmtische Gleichung folgende: 
(18) 0==-3ix^-4;xU + /<xU= + 2ijx/' + (^ + ^)A*. 

Die erste Invariante dieser Gleichung verschwindet, so dass die 
cubische Resolvente derselben eine reine cubische Gleichung wird. 

Das Resultat der Untersuchung lässt sich in folgendem Satze 
aussprechen, wobei alles so eingerichtet ibt, daas nur das Verhält- 

nisa y auftritt, daas also die erste Gleichung (17) nicht gebraucht wird : 

Setzt man 

*T= t[«r(»,) + iJ?'W] 
«.=-i(»r(«,)+»fi'(»,)]. 

und genügt der Quotient y ,dcr Gleichung 
was auf vier Arten geschehen kann, so ist 

, . , . da 
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Neunter Abschnitt. 

Typische Diiratcllung der Formen {renidcr Ordnung 
mittelst quadratischer Covarianten. 



8 103. BeiTois, dass Im AIlgemeliiCD Jede Form gerader Ordnung: 2wcl 

quadratlscke CvraiUuU'iii beKttxt, wok'lio keinen liueareu Factor 

gemein Iiaken. 

Formen geruder Ordnung führen nur auf GoTuriaiiten gcradur 
Ordnung; es kann duher bei Formen gerader Ordnung von einer 
typischen Darstellung durch lineare Covarianten keine ßede »ein. 

Aber man kauu an Stelle derselben eine andere Art typischer 
Darstellung entwickeln, indem man auch diesmal auf die Covarianten 
niedrigster Ordnung zurQckgeht, welche Formen gerader Ordnung 
besitzen, auf quadratische. 

Es ist zunächst zu zeigen, dass solche für Formen gerader Ord- 
nung, deren Ordnung die vierte übersteigt, wirklieh existiren, und 
zwar soll zugleich gezeigt werden, dass im Allgemeinen immer 
zwei quadratische Covarianten existiren, welche keinen 
linearen Factor gemein liaben, deren üesultante also von 
Mull verschieden ist. Ich verfahre dabei ähnlich wie bei dem 
Nachweise der Existenz linearer Covarianten bei den Formen ungerader 
Ordnung. 

Gehen wir von der speciellen Form 

f=x>'' + 2kx"—^y + lcx^>j'' — 2hxij"'-'-f'' 
aus, iu welcher X den Binomialcoefficienteu 

,_ 2h.2h-l...h + l 
1.2 ... h 
bedeutet. Es sind also nur die beiden ersten, die beiden letzten und 
der mittlere Tcrm beibehalten; über die Constante c soll noch ihrer 
Zeit in geeigneter Weise verfügt werden. Wir bilden nun die Co- 
Variante vierter Ürduung K, deren Symbol 

K--iaby'---'a,nj 

i:q,t7edi>G00t^lc 
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ist, und zwar btlüeu wir sie nacli §30. aus den durcli 2A. 2/i — 1 ...3 
diviJirteu (2A — 2)""' Differential quo tientcn von f, welche folgende 
siud (die uicbt ausge^cliriebeupu sind Null)*: 

x' + 'Ixy, x^, ..., cy^, 2cxy, ex', ..., — y*, ~2xy — y'. 
Es ist daher • 

K^2[~(x' + 2xii)(if+'Jx!,) + {2h-2)xhf + (-iyQe'x^>f' 

wo 

2h -2. 2k - 3 . .Ji 
1.2... A-i 

2.2A-3...;t + l M-1 
1 .2". . . A - 2 ' A - 1 ' 

so kunu niun c su bctitimnien , duss in K der Coeflicieut von x^y'' 
verschwindet: 

(2) = (- 1)*-' . (2tf - e) c" + 2A -7 , 

und eH bleibt dann: 

K^-4(^tj + xf). 
Gehen wir von K als Grundform aus und bildeu die dazu gehörige 
llesse'sche Form, ho erhalten wir 

K=-2(a^-yT 
Ich unterscheide jetzt zwei Fälle, je nachdem A^2m oder 
fi = 2m + l, also je nachdem die Ordnung n von /"gleich 4ni oder 
gleich 4m -\- 2 ist. 

1) « = 4m. In diesem Falle ist, wie eine Abzahlung der sym- 
I>o1ischen Determinanteufactoreu sofort lehrt, jede quadratische 
(Jovariante nothwendig eine Form uugeraden Charakters 
(vgl. § 16.). 

Wir erhalten nun eine nicht verschwindende quadratische Cova- 

riaute, wenn wir f4m — l mal über (—-;>) schieben. Die durch 

4m.4/»— 1...2 dividirten (4mi — 1)'" Diö'erentialquoticnten von /' 
und (— "ö) sind 

von/': X + 1J, X, ..., cy, ex, ..., -y, ~(x + y), 



/ H\« -y 



V 2/ ' 4mi — 1' ' Ji ' I 4*M — l' ■'' 



* Der Fall rt = 4, A = 2 wirJ von vornherein aiisseachlwHen; für n = C, h~» 
boUarf <li« folgende Iteuhnung noch einer kleinen leielit urkenubarea Modilicüt'. 
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wo in der obera Reihe die nicht ausgeschriebenen Coefficienten, 
sämmtlich verschwinden und « eine Zahl ist. Die gesuchte Ueber- 
schiebung ist daher: 

L^(_x+y).t, + x' + y^ + x(x+y) = 2ix'+xy+f); 
die mit ac niultiplicirten Terine heben sich auf. 

Die Form L ist eine nicht versehwindende quadratische Govariante 
von f. Schiebt man L zweimal über K, so erhält man eine zweite: 
M= 2 . — 2xy + 2 (x^+y^) + 2 . — 2xj/ = 2 (x^+y- — Axy). 

Diese Form verschwindet also ebcufallsi nichtj auch verschwindet 
nicht die Resultante von L und M, denn M=0, L=0 führen zu- 
sammen auf die unverträglichen Gleichungen 3;' + y' = 0, xy = (^. Für 
n = 4/i ist also die Existenz quadratis^cher Covariunten ohne gemein- 
samen linearen Factor bewiesen. 

2) n = Am-{-2. Hier bildet mau eine erste quadratische Gova- 
riante, indem man \~-i) 4w mal über /"schiebt. Die durch 

^m-\-2 .Am + \ ...3 resp. 4m ,4ffi — I ... 1 
dividirten Differentialquotienteu von /"und ( — ir) sind hier (in der 
ersten Reihe sind wieder die fehlenden Null): 

von/": c^-\-2xy,x'', ..., cy^,2cxy,cx', ..., —y^,~-2xy—y*, 

1, 0, ..., 0, a, Xi, ..., 0, 1, 



'(-f)"^ 



wo a den mittelsten'Coefficienten von (a:*— y*)'" dividirt durch den 
mittelsten Coefficienten des Binoms (p + q)*" bedeutet: 
_,-_l\™ 2W.2OT-1 ... w + 1 \.2...2m 

"~* ' ■ 1.2...»» "4m.4n.-1...2m + r 

Die gesuchte Ueberschiebnng ist daher: 

Z, = (^+2xj,) + 2..y . C-1)- ^"'■\"' -';;'" + ' - (2^y+f, 
= x^~y^ + 2kxy, 
wenn h der Kürze wegen für 

(3) t^,.(-i)-. ^'"-^7-';-^'°+' 

gesetzt ist. 

Eine zweite quadratische Govariante entsteht durch die zweite 
Ueberschiebung von K mit Z; es ergiebt sich dann 
M=2k(x* + y*). 
Die Govarianten L, M haben wiederum keinen linearen Factor 
gemein. Sollen nämlich gleichzeitig die Gleichungen bestehen 

^' + »* = 0, a:- — t/' 4- 2}ixy = ^, ,^ , 

,1 I Coot^lc 
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80 folgt 

x-i'hy = 0, kx—y = 0, 
also 

F = -l, 
währeiid sich aus (1), (2), (3) ergiebt: 

„ ( 2m. 2m-] ...wi + i y 2 1 ■2...2m-2 

\ 1.2...m ) ' 2m + 2' Am.4m-l ...-Jm+ä 

.(4m -5). 
Die fri^licbe Eigenschaft ist also auch für Formen von der Ord- 
nung 4fn + 2 bewiesen. 

Man kann daher, sobald nur eine Form eines Systems gerader 
Ordnimgen von höherer als der vierten Ordnung ist, im Allgemeinen 
voraussetzen, dass dos System zwei quadratische Covariauten von 
nicht verschwindender Kesultante zulusst. Dass aber eben dieses 
auch ftlr eine Gombination von quadratischen und biquadratischen 
Formen gilt, ist leicht ersichtlich, sobald man nur den Versuch, der- 
artige quadratische Covariauten zu bilden, anstellt. 

I lOS. Tjrplsehe Darstcllnng eines Systems slmnllaner Formen ^rader 
OrdnniiK mit Hilfe quadratischer CoTarlanten. 

Auf die Existenz quadratischer Covarianten kann mau nun in 
folgender Weise eine typische Darstellung von Formen gerader Ord- 
nung gründen,' 

Es seien L = l^, jlft=»*,*, ^=m,* irgend drei quadratische Co- 
varianten von Formen gerader Ordnung f, <p...; wir setzen nur vor- 
aus, dass zwischen L, M, N keine identische lineare Relation besteht. 

Dann ist immer die simultane Invariante: 

i> = LM,i Jfig Jtfäit = "»i* miJMg t»/ 

=— {lm}(mn)(nl) 
von Null verschieden. Indem wir nun die Gleichungen 

L = L,i X,* + 2 i,j x^ x^ + i/jj «j* 
(2) M = M,, x^^ + 2M^^XiZ^ + M^ x* 

N = N,i Xi^ + 2N,^x^x^ + N^x^* 
als lineare Gleichungen nach x^^, 2x^x^, x^ auflösen, erhalten wir 
diese Grossen als liueare Functionen von L, M, N, deren gemein- 
samer Nenner J) nicht verschwindet. Ein beliebiger quadratischer 
Ausdruck a,* drückt sich ebenfalls durch L, M, N linear aus, indem 
man nur die gefundenen Ausdrücke von a^^*, 2x^x^, x^ in o,* ein- 



(1) 
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trügt; uml man findet <lün Ausdruck für «i* am becjuemsten , indem 
man den Gleichungen (2) die Gleichung 

(3) dj' = «,* a:,' + 2 fl, Oj j:, 3:^ + «^* a:^* 

hinzufügt, und aus den Gleichungen (2), (3) ir,*, 2x^X2, x^ elimi- 
uirt. Alsdann hat man: 



(4) = 

- L(flm) (mn) («o) - 3f (/«) («») («/) 
-N{lm)[ma){al). 
Der CoefiRcient von n,* ist —.0; die andern Coefiicienten crliUlt 
man, indem man in den FaDctionaldeterminanteu 

(5) iL = (nl) n. I, 

V ={ltn) lg »l.r 
a;, =%, a;, — — a, setzt. Die Ctleichung (4) verwandelt sich dann in 
folgende : 

(G) o,^ .D=L. {aXf-^M. {ay-y + N. {avf. 

Bezeichnet man nun eine Form f des gegebenen Systems sym- 
bolisch durch üi', so erhält man die Form f selbst als Function der 

Ordnung --- von L, M, N, indem man diese Gleichung zur -^ Po- 
tenz erhebt: 

(6) f.D^=l(aiyL + (an'y Jlf +(01/)» ^"| 



Die Coefficienten der verschiedenen Produete 
L'M/'Nr, 
welche hier auftreten, sind, wie man sieht, Invarianten, und die 
Darstellung von f also eine typische. 

Verfährt man ebenso mit den übrigen Grundformen, so hat mau die 
binären Formen f, <p . . . hier durch drei Veränderliche L, M, N als 

Functionen der Ordnungen -^ etc. ausgedrückt. Zwischen den drei Ver- 
änderlichen aber besteht eine Gleichung zweiten Grades. Man kann 
dieselbe aus § 58. unmittelbar entnehmen; wenn An, Ai„..., A,, 
die simultanen Invarianten 

A,, ={irf, A„.„ = {mmy, A„ = inny 
X.-=kM«)», yl„, =(nl), A<„={lmf Gooölc 
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der qundrntiHclien Formen L, M, N bedeuten, so ist nach § 58. (9) 
All Ai„ Ata L 
A„, A„„ A„„ M 
' A,i' A„„ A„„ N 
L M N 
= - lB„L^ + 2BtM LM+ 2B,„LN-\- B„„M* 
+ 2B„nMN+B,„N*i. 
Durch ilieae Bcdingungagleichong ist wieder die Zahl der un- 
abhängigen Veränderlichen auf 2 zurückgeführt, und man kann also 
/"auch in der Darstellung (6) als binilre Form betrachten. 

Die Zahl der Invarianten", welche als Coefücienten in (6), (7) 
und den mit (ß) analogen Darstellungen auftreten, ist noch viel 
grösser, als die Anzahl von einander unabhängiger Invarianten, welche 
das Formensystem besitzt. Indessen kann mau die Zahl jener Coef- 
ficienten in folgender Weise sofort reduciren. 

Wir dürfen nach dem vorigen Paragraphen immer voraussetzen, 
dass unter den drei Covarionten L, M, N /.wei seien, die keinen 
Factor gemein haben. Es seien dieses L und M; dann ist auch die 
Resultante von L und M (§ 27.) 

(8) B„,==A„A„„-At„'' 

von Null verschieden. In der Gleichung (7) verschwindet also jeden- 
falls das Glied mit N^ nicht. Benutzen wir dies um den Ausdruck 
(6) dadurch zu vereinfachen, dass man den Werth von TV* so lange 
in (6) eintragt, daas rechts in (6) nur noch die erste Potenz von N 
auftritt. Die Gleichung (6) nimmt dann die folgende Form an: 

(9) f. D'' B„„"' = P,L^ + P^L^~' M+... +P„ M^ 

•vo m = -^ oder = , je nachdem « nach 4 den Rest oder 

2 liisst. 

Betrachtet man nun im Zusammenhange die Gleichung (9) nebst 
den übrigen ihr analogen und die Relation (7), so sieht man, dass 
die Gesammtzahl aller vorkommenden Coefficienten nm 7 grösser ist, 
als die der ursprünglich in/", tp ... vorkommenden; denn die rechte 
Seite von (9) enthält genau so viel Coefücienten P, Q, wie / in der 
ursprünglichen Form; zu diesen tritt D und die sechs CoefBcienten 
B. Bezeichnet man also durch k wie sonst die Gesammtzahl der 
Coefficienten von f, ip..., so ist die Gesammtzahl der Coefficienteo 
P, Q, D, B gleich Ä + 7. .;00«^lc 
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Jede Covariaute von f, tp ... drückt sich durch diese fc + 7 Grössen 
und durch die simultanen Invarianten und Covarianten von L, M, N 
aus; alle Invarianten von f,<p ... durch jene fc + 7 Grössen und durch 
die simultanen Invarianten von L, M, N. Nun enthält das aus L, 
M, N entspringende System keine andern Covarianten ausser X, M, 
N, als die Functionaldeterminanten X, fi, v, und keine andern In- 
varianten als D und die Grössen A. Mit letztem ist D durch die 
Gleichung 

lAit Äi„ Äi„ I 

(10) 2D»=L4„| A„„ A„„\ 

\A„, A„„ A,, \ 
verbunden ; und hier, wo es nur auf rationale Darstellungen ankommt, 
kann man daher statt der Ä auch die B zu Grunde legen. Denn die 
If sind die aus den A gebildeten Unterdeterminanteu , also auch die 
A gleich den aus den B gebildeten, dividirt durch 2Ifi. Sowie nach 
(10) sich D durch die A ausdrOckt, ist dann zugleich 2> durch die 
B ausgedrückt mittelst der Formel 

I Bti Bi„ B,„ I . 

(11) 4i)* = LB„, B„„ B^„\. 

I Bni B„^ B.„ I 
Endlich drücken sich A, n, v üach § 58. (4) durch L, M, N mittelst 
der Gleichungen aus: 

2DX^B„ L + B,„ M+B,„ N 

(12) 2Dn = B„.,L + B„„M+B„nN 
2Dv = B,,L + 7?.„ M+ B„„ N. 

Denkt man sich also eine Covariaute von f, q> . ., ans den 
typischen Darstellungen gebildet, so wird dieselbe eine rationale 
Function der P, Q, D, B und, wenn man die K, (i, v durch (12) 
ausdrückt, der L, M, N. Bei der Bildung von Invarianten fehlen 
nur die letztem Grössen. Als Nenner erscheinen Potenzen von J} 
und B„K- 

Bezüglich der Invarianten kann man also folgenden Satz aus- 
sprechen : 

Jede simultane Invariante der Focmen gerader 
Ordnung f, <p . . . lüsst sich rational durch die k+1 
Grössen P, Q, D, B so ausdrücken, dass nur Poten- 
zen von zweien derselben (D, i?„,) die Nenner bilden. 
Da inzwischen alle Invarianten nach § 79, nur von ft — 3 Grössen 
abhängen, so müssen zwischen den k-\-l Grössen P, Q, J), B zehn 
Beziehungen bestehen. Eine derselben ist die Gleichung (11). Dia 
neun übrigen ■ erhält man, indem man, von den typischen ^ff' 
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stellungeu ausgebend, die CovariaDten L, M, N bildet. Nach dem 
oben Entwickelten erbält man ftlr dieselben Ausdrücke der Form: 
L =S L+T M+ü N 

(13) M= S' L+T' M+ ü' N 
N^S'-L+T"M+ Ü"N. 

In diesen Gleichungen sind die S, T, U ganze Functionen der 
P, Q, B, D dividirt durch Potenzen von D, S„„. Sollen nun L, 
M, N wirklich diejenigen quadratischen Govarianten sein, als welche 
wir dieselben vorausgesetzt haben, so mfissen diese Gleichungen iden- 
tisch werden, d. h. es müssen die Gleichuiigen bestehen: 
S =1, T =0, ü =0 

(14) s'=o, r =--1, u' = o 
s"=o, r'=o, u"=j. 

Diese neun Gleichungen geben die Beziehungen zwischen den P, 
Q, B, D an, welche bestehen mQssen, damit L, M, N die voraus- 
gesetzte Bedeutung haben. Dann aber sieht mau sofort, dasa es die 
einzigen zwischen denselben bestehenden Gleichungen sind; denn da 
f in der Form (13) nur auf eine Weise durch L, M, N ausdrückbar 
ist, so folgt aus dem Bestehen der Gleichungen (13) sofort, dass die 
P, Q .. . den im Vorigen entwickelten symbolischen Ausdrücken 
gleich sein müssen. Zwischen diesen treten also im Allgemeinen 
weitere Beziehungen nicht ein. Da andererseits neun BeKtehungen 
erforderlich sind, so folgt, dass die Gleichungen (14) wirklich neun 
von einander unabhängige Bestimmungen enthalten, und dass keine 
jener Gleichungen eine Folge der übrigen sein kai'in. — 

Die Invarianten P, Q, welche bei diesem allgemeinen Ueber- 
blicke eintreten, sind von verhültnissmässig hobM Graden, um so mehr, 
als schon die Coefficienten der Gleichung (6) es sind. Aus letzteren 
setzen sich die P, Q einfach zusammen; aber es entsteht in jedem 
besondem Falle die Frage, wie die Coefficieuten der Gleichung (6) 
sich aus den jedesmaligen einfachsten Invarianten von /, deren Zahl 
im Allgemeinen viel grijsser sein wird, zusammensetzen. 

Eine ZurQckFQhruug auf einfachere Bildungen ist nun zunächst 
in folgender Weise möglich. Die symbolischen Factoren der rechten 
Seite von (6) sind von der Form 

(aX)*Z.t'-|-(aft)*m,' + (flv)*«,*, 
oder nach (12): 
1 



'2D 



WwIfBu +{amfB,„. +(anyB,.\lJ 



+ [(o/)> B,„ + {amY B„„ + (o«)* P„„] m^ 
+ [{al)'' Bin + (a«0* -B".» + <ß»)' -B-] «*' 



Cltbiob, Thoorta dn binkmi algabi. Formira. 



a'i^oogle 
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ordnet man nui. uach (nl)^, {amY, {anY und wendet auf die Coef- 
ficienteu wieder die Gleichungen (12) an, so hat man 

und also 

(15) f. D^ = [{ary l + (amy ft + (an')" v] 
.[ial"yi + (amyii + ian"yv} 



■[{am\ + iaJW, + (aM\ 



Die X, (i, V sind linear durch /, m, n mit einem Nenner D 
ausdriickbar ; aber ihre Producte zu zweien sind nach § 58. (3) sogar 

ohne diesen Nenner ausdrQckbar. Wenn also n durch 4 theilbar, -^ 

gerade ist, so kann man die Factoren rechts in (15) paarweise com- 
biniren, und von (15) ohne Einführung eines Nenners zu Ausdrücken 
in L, M, N übergehen. Ist n Ton der Form 4h + 2, so bleibt ein 
einzelner Factor übrig, der also entweder einen weitern Factor D 
herbeiföhrt, oder der in der ursprünglichen Gestalt (6) angewendet 
werden kann. Wie dies nun auch ausgeführt werden m&ge, man 
sieht, dass an Stelle der «"" Ueberschiehungen von /"über l'n^vy 



« + (^ + ?' = -ö)t welche die Coefficienten in (6) bilden, hier die 



(■ 

«*•" Ueberschiebungen von f über L" Mf Ny ( a + ^ + y s= -^\ getre- 
ten sind, durch welche alles sich ausdrückt; im Falle « = 4A-|-2 wird 
es nöthig, wenn man eine weitere Potenz von D im Nenner vermei- 
den will, und also einen der symbolischen Factoren von f in seiner 
ursprünglichen Gestalt benutzt, die n*™ Ueberschiebungen von f Über 

L'Mfmk, L-MflNyfi, L-MPNyv 

zu bestimmen. In allen Fällen hat man Invarianten von sehr viel 
niedrigerer Ordnung, als ursprünglich. 

Man kann indessen dieser Sache noch eine andere Seite abgewin- 
nen, von welcher aus sie wesentlich einfacher erscheint. Man kann 
nämlich geradezu A, fi, v, nicht L, M, N als diejenigen Functionen 
ansehen, durch welche alles auszudrücken ist. Die Formel (15) ist 
dann der Formel (6) durchaus analog gegenüberzustellen. Zwischen 
den i., ft, V aber b^teht die mit (7) analoge Gleichung, welche au» 
(7), (12) leicht abgeleitet wird: 

(16) Ä,il^ + 2Ai„Xn + Ä„„ii" + 2Ai^lv 

i:q,t7edi>G00t^lc 
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Es iat also nicht nur der Ausdruck für f uud die übrigeu eon- 
stituirenrlen Formen , welcher mit viel eiufacheren Coefficieiiten behaftet 
erscheint, sondern ebeudies tritt bei der Bedingungsgleichung (16) ein, 
welche nunmehr die .4, nicht die aus ihnen zusammeugesetzteu Unter- 
determinanten B /.u Coefficienten bat. 

In diesem Sinne werden wir ktlnltig die Formeln (15), (lö) den 
Anwendungen zu Grunde legen, und es mag hier nur noch auf den 
eigenthümlichen Dualismus hingewiesen werdeu, welcher zwischen 
den L, M, N einerseits und den A, ft, v andererseits genau so ein- 
tritt, wie der Dualismus zwischen Punkt- uud Liniencoordi nuten in 
der Ebene, auf welchen derselbe auch sofort zurückgeführt werden 
kann, wenn man die Relation (7) oder (16) iu der Form 

ii + ^Mi + f« — 
zu Grunde legt. 

S 104, Ueber den besouilem Fall, in welchem eine der Functionen 
L, M, N die Fnuctionaldeterminante der beiden anderen ist. 

Die im Vorigen betrachteten typischen Darstellungen beruhten 
auf der Voraui-setzuug, dass es drei quadratische Covarianten L, 3f, N 
gebe, zwischen welchen eine lineare Beziehung nicht stattfindet. Dass 
solche drei im Allgemeinen existiren mClssen, ist noch nicht bewiesen; 
aber man kann den Nachweis davon auf den oben bewiesenen Sat» 
• zurückführen, dass im Allgemeinen immer zwei quadratische Covarian- 
ten vorhanden sind, deren Resultante nicht Null wird Hat man 
nilmlich zwei solche, so kann man immer eine dritte angeben, welche 
mit beiden nicht durch eine lineare Relation verbunden ist, also ein 
öjatera L, M, N, wie das oben betrachtete, mit ihnen bildet. Es ist 
dieses die Functionaldeterrainante beider Form eü. Dieser Fall, wo N 
die erste Ueberschiebung von L und M, also mit v identisch ist*, 
kommt in den Anwendungen vor, und es treten ausserdem gewisse 
Vereinfachungen bei demselben ein, die es wUnschenswerth machen, 
diesen Fall genauer zu verfolgen. 

Es ist der Voraussetzung nach 

Nach den Sätzen des § 58. zeigt sich also, dass 

A,„ = Ai,. = 0, A^„ = A„,= 0, [§ 58. (13).] 
sodann wird 

A„.= Ay,= \(AiiA„„-A,„'), [% 58. (16).] 
und endlich ist 

I dtm Paaren L = und M=0 tiar- 

27*CoOt^lc 
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D = -(lm) (mn) {nl) = (v«)» = ivv'y = An. 

Was die Übrigen B angeht, so wird Bi„ und B„„ gleich Null und 

Bn=A„„ä„, B,„ = -ä,^ä,„, B„„ = Aj,A^„. 

Ausserdem hat man nach § 58. (13) 

X = ^(A„„L-A,„M), it = liAuM-Ai„L}. 

Die Relation zwischen L, M, N schreibt sich hier am einfachsten 
in Gestalt der bekaDnten Gleichung, mittelst deren sich das Quadrat 
der FunctioQulJeterminante durch die constituirenden Functionen 
ausdrückt: 

(1) N' = -^\Ai,M'-2A,„ML + A„„,L'\. 

Da hier das Quadrat von N sich durch M, N ohne Nenner aus- 
drückt, so kann man der typischen Darstellung die Form 

(2) f. D^=P^ I^ + P, Z?"' M...-\- P„ M'^ 

hier geben, ohne dass eine Potenz von B,, als neuer Nenner hin- 
zutritt, t 

Die Gleichung (15) endlich kann man nun, indem man mit 2' 
multiplicirt, in folgender Weise darstellen: 

(3) f.\A„A..^-A,jfi 

^\(al')'{LA„„-MA,„) + (amy(_MA„-LA,„,)+2(any.ir\ 
. [iaryiLA„„-MAi„-)+{am'y(_MA„-LA„,)+2{any.2ri 



Führt man die rechte Seite aus und setzt immer für N' seinen 
Werth aus (1), so erhält mau die typischen Durateyungen , wie sie 
oben gebrauclit wurden. Es sind hier ausser den ^ Coefficienten P^Q 
nur uocb diu drei Invarianten An, Ai„, A„„, welche in die Darstellung 
einer luvariante aus der typischen Form eingehen können. Alle In- 
varianten stellen sich also hier als rationale Functionen ron nur A^+3 
Grössen dur, und die Nenner derselben sind Potenzen der Verbindung 
Ai: A^m — Aim^- Zwischcu den drei übriggebliebenen A und den 
F, Q bestehen nun nicht mehr neun, sondern nur noch sechs Gleich- 
ungen. Man erhält dieselben, indem man, von der typischen Dar- 
stellung ausgehend, L und J(f bildet. Diese nehmen die Form an: 
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L=SL+TM+ÜN 

M^S'L+TM+Ü-N; 
dieS, T, ü, S', T', P' sind ganze Functionen der angefährten Ä + 3 
Grössen und die zwiscliea denselben stattfindenden Gleichungen sind: 

5=1, r=0, 17 = 

S'=0, r'=], f/"=0. 

Sind diese erfUUt, so erhält man L und M wirklich durch die 

betreffenden Operationen; die Bildung Ton N, welche nur auf die von 

L und M sich stQtzt, muss von selbst auf die richtige Function fahren 

and kann daher zu neuen Relationen keine Veranlassung mehr geben. 



I 105. Heber die Hl^llchkeit, Sjsteme von Formen gerader Ordnnng 

mit gleicken abBoloten InTarlanteu durch lineare TronsturinalioD In 

einander fiberzufllkrea. 

An diese Untersuchungen knflpfen eich nun Betrachtungen , welche 
für Formen gerader Ordnung genau dasselbe leisten, was die Betrach- 
tungen des § 92. in Bezug auf Formen ungerader Ordnung ergaben, 
oder in Bezug auf Formensysteme , welche mindestens eine Form un- 
gerader Ordnung enthielten. 

Wenn zwei Systeme von Formen gerader Ordnung mittelst linearer 
Substitutionen in einander Qberfßhrbar sein sollen, so ist die Gleich- 
heit der absoluten Invarianten die unum^ngUche Vorbedingung. Aber 
aus dieser folgt die MSglichkeit der Transformation noch ebenso wenig, 
wie das Entsprechende bei den Systemen, welche Formen ungerader 
Ordnung enthielten, eine Folge jener Gleichheit der absoluten Inva- 
rianten war. Es tritt nun aber folgender Satz ein: 

Zwei Systeme von Formen gerader Ordnung sind 
immer durch lineare Transformalion in einander 
überfahrbar, sobald erstlich alle entsprechenden 
absoluten Invarianten einander gleich sind, und so- 
bald zweitens zwei 'Paare entsprechender quadra- 
tischer Covarianten, X, Jlf bei dem einen, L', M' bei 
dem andern Systeme existiren, so dass weder die 
Resultante von L mit M, noch die von L' mit M' 
Terschwindet. 
In allen anderen Fallen sind besondere Untersuchungen über die 
Möglichkeit der Transformation anzustellen, doch betreffen dieselben 
immer nur noch sehr specielle Formen. 

Man beweist den obigen Satx folgendermassen: 
Da L, M eine nicht verschwindende Resultante D haben, so kann 
man diese Formen und ihre erste Ueberscbiebung N zur typischen Dar- 
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stelluug von f benutzen und der dabei auftretende Neuaer D ist von 
Null verschieden. Man erhült für eine Form f des einen Systema 
eine Gleichung der Form: 

(1) IP.f(x^x;, = P„ L^ (a:) + P, i"^"' {x)M{x) 

+ P, L^\x) Jlf* (3;) . . . + P^ M^ (x) 

+ N{x} t Q, L"' (X) +Q^L^~ '' (x) M{x) 
+ Vi L^^ {X) Sr- {x)... + <^^M''~\x)\, 

wo die P, Q Invarianten sind. Ebenso hat man fflr die entsprechende 
Form des zweiten Systems: 

(2) ir^r <y>if.) - ni'^ (!/)+ A ^'■^~' <!/) JW'(i/) 

+ P\ L^^~\y)M-^{y) ... + P'„ Jlf' ""' (y) 

+ ^"Cy) ! V„i'^^'fy)+ Vi L''^~\y)M' (y) 

Nun setzen wir voraus, dass entsprechende absolute Invarianten 
gleich st;ien, oder dass, wenn J, J' zwei entaprechende luvariauten 
des Systems sind, g, ^ .. . ihre Grade in Bezug auf die Coefficienten 
von f, ip , . . bez. /', tp' . . ., und », n' , . . die Ordnungen der zuge- 
hörigen Functionen, immer eine allen Invariantenpaaren J, J' gemein- 
same Grösse r gefunden werden könne, so dass 

(3) J'=J.r"' "' "~. 

Ist es möglich, das eine Formensystem durch lineare Transfor- 
mation in das andere öberzuföhren , so musa dann r die Determinante 
der Transformation sein. 

Bezeichnen wir die Grade von L und M in Bezug auf die ver- 
schiedenen Functionen des Systems durch 

L) k, k', r ... 
M) l, f, r ..., 
80 werden die Grade von N: 

^■) j+(, k' + r, k"+i" 

. d^er die von D: 

H) 2i+2i, 2K+2t, 2k-+2r, Google 
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die Geeammtgrade der Gleichung (1) oder (2): 

daher die Grade der Coefficienten P, Q: 



P,)»(*+ri+l--2* + l:-I, »(f +i-)-^ + *'-f, 



« ir+n - 5|- + 2r - 2r . . . , 



n{k-+n-'^-r..., 



„ik-+n-^+kr-2r... 



EDdlich entsprechen also der Gleichung (3) bei diesen Inverienten 
folgende; 

B =13 .r'il+" 

(4) jy^^p^ ,....+.l-T+"-"+l 



i,' = Q,-' 



wo der EOrze wegen 

nt.- + n'k'+ ... nt + n't + ... 

p=. . , fl = _ 

gesetzt ist. 



dlyGOOt^lC 
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Tragen wir diese Werthe der iT, P\, P',..., Q'o ■ ■ ■ »n die 
Gleichung (2) ein, so verwandelt aich dieselbe nach Division mit 
r"'f+<n in folgende: 

(5) i)^.r&„,o=i'„(^>)^+p.(^')T-'^+... 

Vergleicht man dieses mit der Gleichung (1) und bemerkt, doss 
bei der Bildung der Zahlen q, a alle Functionen des Systems sym- 
metrisch beuutzt sind, dass also diese Zahlen in allen mit (1), (5) 
analog gebildeten Gleichungen dieselben Werthe besitzen, so sieht 
man, daas die lineare Ueberführung des Functionensystenia 
/*, fp' ... in f, qo . . . geleistet ist, sobald es gelingt, durch 
lineare Substitution gleichzeitig die Gleichungen; 

L' (s) = f^-' L ix) 
(6) Jtf'(y) = r«-' M{x) 

if'(j,) = r« + «-'JV(:r) 
so ZQ befriedigen, dass r die Determinante der Substi- 
tution ist. Denn indem man diese Gleichungen annimmt, ergeben 
die Gleichungen (1), (5) und die analog zu bildenden Gleichuugspaare 
sofort 

Was nun das reducirte Problem (6) angeht, so bemerke ich zu- 
nähst, dass die Forderung, r solle die Determinante der Substitution 
sein, von der durch das Hinzutreten der dritten Gleichung (6) aus 
gedruckten Bedingung nicht verschieden ist. Geht man nSmlicb von 
den Gleichungen 

M'{y) = r-^M{x) 

aus, indem man die X als lineare Functionen der y mit der Determinante 
8 voraussetzt, und bildet nun beiderseits die erste Ueberschiebung, 
80 erhält man 

nnd daher wegen der dritten Gleichung (6) s = r, oder umgekehrt 
die Gleichung (6) selbst, wenn man s =r voraussetzt. 

Wenn es nun also nach (7) darauf ankommt, zwei Paare quadra- 
tischer Formen gleichzeitig mittelst derselben Substitution in einander 
überzufahren , so kann man diese Aufgabe geometrisch folgendermasaen 
interpretiren. Es sind zwei Punktepaare L'(y)=0, J/'(y)=0'auf 
einer Geraden, zwei andere, L{x') = 0, M{x)=Q auf einer andern 
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gegeben, jenen einzeln zugeordnet. Man soll die beiden Geraden so 
in Perspective setzen, dass das erste Paar der zweiten Geraden mit 
dem ersten der ersten, dos zweite Paar der zweiten Geraden mit dem 
zweiten der ersten projectiTisch wird. Betracht«n wir aber JJ (y) = 
und Jtf ' (y) = als Puuktepaare einer Involution , i [x) = , Jtf [x) = 
als die einer andern, so mDssen diese ganzen Involutipnen dabei projec- 
tiviscb werden, vor allem aacb ihre beiderseitigen Doppelpunkte. Diese 
sind durch die Factoren N(y) = einerseits, durch die von N(x) = 
andererseits gegeben; die Quadrate der Gleichungen der letzteren 
aber erhält man nach § 57., indem man in der Gleichung 

(8) L^ + lM^ = 

l BO bestimmt, doss der Ausdruck links ein Quadrat wird , d. h. indem 
man X durch die quadratische Gleichung 

(9) ■ A,t + 2XA,„ + k*A„„ = 
bestimmt. 

Die Gleichung (8) stellt an und für sich ein beliebiges Paar der 
zweiten Involution dar, und je einen ihrer Doppelpunkte, wenn man 
fQr A die beiden Wurzeln von (Ö) einfuhrt. Einem Paare (S) entspricht 
in der andern Beihe das Paar [nach (7)]: 

(10) ^ + '^ = 0, 

in welches (8) durch die gesuchte lineare Transformation übergehen 
soll. Sucht man nun die Doppelpunkte der Reihe (10), so erhält man 
sie aus der quadratischen Gleichung 



(11) ,t-. + 2^?fe + ''^' 



Soll also die vorliegende Aufgabe lösbar sein, so muss diese qua- 
dratische Gleichung mit der Gleichung (9) identisch werden, wodurch 
denn in der That auch die Doppelpunkte der beiden Involutionen 
und damit diese ganz einander entsprechen. 

Diese Forderung ist nicht befriedigt, wenn L, L', M, M" be- 
liebige Formen sind; denn in der That erfordert die Möglichkeit, L' 
in L und zugleich M' in M zu projiciren, dass die ans L', M' zu 
bildende absolute Invariante mit der aus L, M zu bildenden Dberein- 
stinune {vgl. § 57.).* 

Aber in dem vorliegenden Falle tritt dies allerdings ein. Denn 
da All, Ai„, A„„ simultane Invarianten des Formensystems f, ip... 
sind, und zwar von den folgenden Graden in Bezug auf die Coef- 
fieienten der verschiedenen Formen: 



* Geometrisch: Das DoppeWerbfiltnias der Piiare L, M mn«* dem ent- 
sprechenden der Paare L', M' gleich sein. , ^ , CjOOqIc 
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Äl, 


) 


2k, 


2f, 


2r . . 


AI. 


) 


t + i 


*' + f 


r+f 


^„„) 


21, 


2t, 


2r.. 


(3) 


die Gleichungen 








A,,, 


= Ä,i 


r" 






Ar„- 


= A,. 


r(+. 






^-■„ 


= A.. 


r'": 



(12) 



ond vermittelst derselben Rehen wirklich die beideu quadratischen 
Gleichungen (9) uud (11) in einander über. 

Da der Voraussetzung nach die Resultante von L, M einerseits 
und von L', M' andereraeita nicht verschwindet, so hat die Gleichung 
(9) oder (11) zwei verschiedene Wurzeln; denn die Discriminanten 
dieser Gleichungen sind mit jenen Besultanten identisch {§ 27 7- Be- 
i^eichuen wir die Wurzeln von (9) durch X^ und /j, so können wir nun 

L (X) + A, Jtf (x) = Xj» 



(13) 
und 



(14) 



setzen , wo X, , X^ lineare Functionen der x von nicht verschwinden- 
der Determinante und Y,, T^ solche der y sind. Es sind X, = 0, 
Xj = die Doppelpunkte der einen, ¥, = 0, Fj = die der andern 
Involution; die ganzen Involutionen nehmen die Form an: 

(15) o=g^(i-^) + (A.-M,)^=r,«-,rA 

und das gegenseitige Entsprechen der Involutiouspaare ist durch gleiche 
Werthe von ft angezeigt; für ^s=l und ft = j-^ erhalten wir die Paare, 
von denen wir ausgingen. 

Man sieht, dass diese Involutionspaare sämmtlich projectivisch 
sind, indem ihre Gleichungen durch die Substitutionen 

(16) r,=f, Xi, r,=*,x, 

(£, nnd fj gleich +^1) in einander QbergefOhrt werden können. Diese 
Gleichungen enthalten also zugleich die gesuchten Substitutionen, ver- 
möge deren die Formensysteme /", <p . . . und f , ip' . . . in einander 

'"«"8<*™- , „ , Google 
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Es ist zunächst zu nntersuchen , ob die SubBtitutionsdeterminaiite 

wirklich gleich r ist. Die Einsetzuiig der Werthe ^ — y^, ft = 1 in 

(15) giebtk 



M{x)^ 






Bilden wir nan irgend eine Invariante von L, M einerseits, von 
V , M' andererseits, ttwa Au, Äff, und bezeichnen wir mit a die 
FuDctionaldeterminante der X nach den x, mit b die der Y nach den 
y, so haben wir offenbar: 

-j^= A 6% ^H = A (f, 

wo A nur von A,, A^ abhängt; nnd also wegen (12): 

Aber aus (16) folgt, wenn s die Functioualdeterminante der X 
nach den Y bedeutet: 

&= + as, 
also 

Da nnn s das Zeichen ändert, indem man «^ oder t^ in das ent- 
gegengesetzte übergeben lasst, so kann man immer, und zwar nur 

auf eine Weise, das Verhültniss — so bestimmen, dass die Determi- 
nante der Substitution (16 einem den Gleichungen (4) gemäss bestimm- 
ten Werthe von r gleich wird. 

Jedem Werthe von r, welche den Gleichungen (4) genUgt, ent- 
spricht also eine Substitution (16), welche bis auf ein allen Coefficien- 
t^n gemeinsames Vorzeichen v511ig und eindeutig bestimmt ist. Die 
Bestimmung des letztern kann auf mehrfache Art möglich werden, doch 
80, dasB der Gleichungen (4) wegen die Grössen r'>, r" vollkommen 
bestimmt sind, wie man erkennt, wenn man die Combinationen bildet: 

Daher können auch Y^, Y^ nur noch um einen gemeinsamen 
Factor geändert werden, welcher eine Einbeit«wurzel ist, und es folgt 
also, dass die Substitution (14), welche den Uebergang von 
einem Formensystem zum andern vermittelt, überhaupt 
bis auf einen allen Substitutionacoefficienten gemein- 
sameu, einer Einheitswurzel gleichen Factor völlig und 
eindeutig bestimmt ist. Goot^lc 
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Für zwei biquadratische Formen f, f ergiebt die vorliegeade Ünter- 
Buchnng oicbts, da bei ihnen quadratische Corariunten nicht existiren. 
Indessen Übersieht man bei diesen die Verhältnisse leicht anmittelbar. 
Damit zwei solche Formen oder die durch sie repräsentirt^n Gruppen 
von je vier Elementen durch lineare Transformation, geometrisch 
durch Projection, in einander Gbergehen können, müssen die Doppel- 
verhältnisse, also die absoluten Invarianten gleich sein. Wenn die 
Punkte jeder Gruppe getrennt sind, so ist dies auch hinreichend. 
Und zwar ist dann die Ueberführung auf vier verschiedene Arten 
möglich. Denn sind a, 6, c, d die Punkte der einen Gruppe, a, ß, 
y, J die der andern, und haben die letzteren bei dieser Anordnung 
dasselbe Doppelverhültniss und sind also in die ersteren projicirbar, 
so findet dies auch noch fUr die Anordnungen ß, a, S, y\ y, S, a, ß\ 
S, y, ß, a statt, welche nach § 21. denselben Werth des Doppelver- 
hältnisses ergeben. 

Fallen aber zwei Punkte einer Gruppe zusammen , so mGsseo 
auch in der andern zwei und nicht mehr zusammenfallen; fallen drei, 
zweimal zwei oder vier zusammen, so muss immer das Entsprechende 
auch bei der andern Gruppe eintreten, damit die Transformation 
möglich sei; was dann nach §48. nicht mehr durch Eigenschaften 
von Invarianten, sondern durch Eigenschaften von Covorianten an- 
gezeigt wird. 



I 106. Drei slmnltane quadratische Formen. 

Wollen wir die Betrachtungen des vorigen Paragraphen auf ein- 
zelne Formen oder auf Systeme anwenden, so tritt uns immer die 
folgende Frage entgegen, welche zugleich die Anwendung des Vorigen 
auf ein System dreier quadratischer Formen enthält: 

Welches sind die Bedingungen dafUr, daes ein 
System dreier quadratischer Formen keine zwei 
quadratische Co Varianten enthält, deren Resultante 
von Null verschieden ist? 

Man kann diese Frage zunächst vermöge einer geometrischen 
Ueberlegung entscheiden. Denkt man sich drei Gruppen von je zwei 
Punkten, welche den drei Formen entsprechen, so müssen je zwei 
der drei Punktepaare einen gemeinschaftlichen Funkt besitzen. Ent- 
weder also besitzen alle drei einen gemeinschaftlichen; dieser kommt 
dann auch ihren Functionaldeterminanten zu, and es giebt also keine 
Form des Systems, welche für diesen Punkt nicht verschwindet, also 
auch nicht zwei Corarianten, deren Resultante nicht Null ist. Oder 
zweitens, wenn o, b, c drei Punkte sind, werden die drei Paare durch 
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ab, hc, Ca dargestellt. In diesem Falle giebt es quadratische Co- 
▼arianten toq nicht Terschwindender Resultante, z. B. eine liueare 
Combination der ersten beiden Formen, und die dritte. Dieser Fall 
ist also auszuschli essen, und man kann'also den Satz ansprechen: 

Drei quadratisch« Formen ergeben nur dann 
keine zwei quadratischen Co Varianten von nicht ver- 
schwindender Resultante, wenn sie einen allen 
dreien gemeinsamen linearen Factor besitzen. 
Untersuchen wir dasselbe jetzt analytisch. 

Führen wir die Bezeichnungen des § 5S. ein, so haben wir drei 
quadratische Grundformen f^, f^, f^ und ihre gegenseitigen ersten 
Ueberschiebungen 0',,, 9-,,, &^^. Ändere quadratische Covarianten 
existiren nicht. 

Die simultanen Invarianten der Formen werden durch Du,, R^^ 
bezeichnet. Sollen die Resultanten der f verschwinden, die wir durch 
P,k bezeichnen wollen, so mQssen die drei Gleichungen stattfinden: 

Die Resultante von fi mit &kk wird: 

wo nach § 58. 

i)**,»k = i(i>i*DA*-l>»**)=4Pt*, 
während A,** gleich il,j, oder gleich Null ist, je nachdem », ifc, h 
sämmtlich verschieden sind oder nicht. Das Verschwinden aller Re- 
sultanten Pf, »ji reducirt sich also auf die eine Gleichung: 

s,„=o. 

Endlich wird die Resultante von ön, mit #«,: 

Pa,n.» = A*, (*I>™».™---D»yt. p.-. 
Die ersten beiden Grössen D sind ^Pa und ^Pom, also schon 
nach dem Vorigen verschwindend; die letzte wird 

Auch diese und also t^ Unterdeterminanteu von 

A, A. A. 
(1) 2 i?,„= B„ i)„ B, 

müsaen Terschwinden, und man hat den Satz: 



di.GoOi^le 
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Unter deu quadratischen Uovarianten dreier 
Quadratischen Pormen befinden eich nicht zwei 
ohne gemeinschaftlichen Factor, sobald und nur 
wepn alle Unterdeterminanten der Determinante (1) 
verschwinden. 
Man kann aus diesem Resultate den oben angegebenen Satz ab- 
leiten. Da A]g3 = 0, so ist eine der Formen, etwa f^, eine lineare 
Function der andern: 

r,= ''f, + >-fr 
Nimmt mau dies aber an, so giebt das Verschwinden aller Onter- 
determinanten von 

nur noch die eine Gleichung 

Es mQssen /*,, f^ einen gemeinsamen Factor haben, und dieser 
kommt dann auch der Form fg=xf^ + If^^O zu ; dies ist nöthig aber 
auch hinreichend, wie oben geometrisch gezeigt wurde. 

Dies ist zugleich der einzige Fall, in welchem die Gleichheit der 
absoluten Invarianten zweier Systeme von je drei quadratischen For- 
men die Möglichkeit, durch lineare Transformation ein System in das 
andere überzuführen, nicht sofort nach sich zieht. 

Wenn der erwähnte Ausnahmefall nicht eintritt, so kann man f^ 
durch fj , f^ und 9i^ ausdrücken. Man erhält dann aus der Gleichung 
(4) des §58.: 

I iJ„ i>„ D,, I 
(2) 2*„ Ä„3 = ßj, D« U„ , 

[/; /; f, I 

wodurch /", als lineare Function von /",, f^, fri^ gegeben ist, so lauge, 
wie hierbei vorausgesetzt werden muss, Ai^w^As*) **'* Resul- 
tante von /■,, /"j, von Null verschieden ist. Wenn insbesondere 
if,jj = 0, so muss /j die Form xf,+lf^ haben; die Werthbestimmung 
von X, A ist durch die Gleichung gegeben, in welche (2) dann 
übergeht : 



lA, -D,. A* 

\f, f, f, I 



D.qil.zMBlG001^le 
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§ 107. Slmnltaues Sjatem einer qDadrallachen und einer biquadratlgchen 
Form; Fftlle, Im welchen keine tj^lache Daratellnng uiGgllch ist. 

Ein System dreier nioiultauen quadratischen Formen bildet die 
Grundlage für das simultane Formensyatem einer quadratischen Form 
f und einer biquadratischen 9. Jene drei Covarianten, deren eine f 
selbst ist, wurden in § 60. durch 

ihre ersten Ueberschiebungen durch 

bezeichnet; ihre simultanen Invarianten waren: 






18 ' 



Untersuchen wir zunüchst, unter "welchen Umständen eine typische 
Darstellung durch quadratische Covariunten , wie sie in § 103. au- 
g^eben wurde, nicht möglich ist. Es gehört dazu, dass C und alle 
Unterdeterminanten von 

2C'=. Dn Dn i),J 

verschwinden, oder dass /, (t, % einen geineinsameQ Factor haben. 
Unterscheiden wir zwei Fälle: 

1) f kein Quadrat. Es sei f=2x^Xf, und 

qp = a a;,* + 4 /3 Xj' Xj + 6 jj i,' x^ •\-^S a:, x^ -\- 1 x^ 
E= tt'x^* -i 4 ß^x^^ x^ + Q y'z,^ a;/+ 4 S'xi */ + e' x*. 
Man hat dann: 

tl>=~2(ßx» + 2yx,x, + S ar,») 
X = ~2 {ß'x,' + 2y'x,x,+ Ö'x,'). 
Soll ein Factor von f, etwa x,, auch Factor von V und x sein, so 
muss man haben (vgl. die ausgerechnete Form von 5 in § 40.) : 

3 = 0, d'=^2{ß£-yS) = 0, 

also entweder d = 0, f = 0, d. h. ein Factor von x ist Doppelfactor 

von y; oder ^ = 0, d-=0. In diesem zweiten Falle enthalten also 

9, E nur gerade Potenzen; und zwar wird (vgl. § 40.) 

q)=ax,* + Gyx^' x,* + * x^* 

S=2ayx^* + 2(at~3y*)x^*x^* + 2y£X|*. 

Goot^lc 



432 Neunter Abulmitt. Typische Daistelinng der FormeD 

Ferner wird: 

Es ist also nur einer der folgenden Fälle denkbar:* 
a) T ist von Null verschieden, 

H- 2y<p = (de - 9}-») /"», 
also f bis auf eine Gonstante eine der irrationalen quadratischen Co- 
Tarianten, in welche T zerfallt. 

h) T verschwindet identisch, indem a< — 9j'' = 0, ohne dass }> = 0. 
In diesem Falle wird tp das Quadrat eines in x^, x^ linearen Ana 
drucks. Es ist also 9 das Quadrat einer Form, deren zweite Üeber- 
schiebnng mit f verschwindet. 

c) T verschwindet, indem y und a oder f verschwinden. Dann 
ist tp ein Biquadrat, dessen Wurzel Factor von f ist. Dieser Fall ist 
unter dem zuerst erwSh'nten als Besonderheit enthalten. 

2) f ein Quadrat, =;r,'. Indem man die obigen Bezeichnungen 
beibehält, wird 

it)= — 2{y x*-^2 S x^x^-^ t X*) 
t=~2 (y'Xt^ + 2 ^x^ a:, + i'x*)\ 
also, damit x auch Factor von ^ und % sei: 

1 = 0, f' = 2(y«-d») = 0, d. h. * = 0, d = 0. 
Es muss also :r, Doppelfactor von tp sein. Dies kann in der 
ersten Abtheilung des vorigen Falles enthalten gedacht werden, wenn 
man dort nur die Forderung, dass /'kein Quadrat sei, aufhebt. 

Die typische Darstellung, durch quadratische 
Covarianten ist also nicht m&glich, und aus der 
Gleichheit der absoluten Invarianten zweier For- 
menpaare f, (p und f, tp' folgt die Möglichkeit 
linearer Ueberftihrung nicht aofurt, 

1) wenn ein Factor von /'Doppelfactor von 9) ist; 

2) wenn f bis auf eine Constante eine der drei 
irrationalen Covarianten ist, in welche T zerfällt*; 

3) wenn ^ Quadrat einer Form zweiter Ord- 
nung ist, deren zweite Ueberschiebung mit ^ver- 
schwindet.'* 

Ich habe hier die fOr die Fülle 2), 3) oben festgehaltene Vor- 
stellung, dass f kein Quadrat sei, fallen gelassen. Dass dies erlaubt 

• Geometriach: Das Panktepaar von / ist bei einer gewisaen Zer- 
legnng der vier ta 7 gebOrigeu Punkte in zwei Paare zu beiden 
harmoniBCh. 

•• Oeometriich : Die vier zu <p gehörigen Punkte bilden ein Doppel- 
paar von Punkten, welche mit den zn/gehffrigen harmoniach lind. 
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ist, sieht man leicht ein, ebenso wie, dass umgekehrt, wenn einer 
der Fälle l), 2), 3) eintritt, auch wirklich immer f, t, % einen 
gemeinsamen Factor haben nnd daher die typische Darstellung unmög- 
lich wird. 

Was 3) anbetrifft, so sei /"^V» 9) = {a3;,' + 26a:,a^ + ca:^»)*. Soll 
die zweite Ueberschiebung von f mit }/<fi verschwinden, so uiuss 
f;~0 sein, ip bat den Doppelfactor x und man hat einen besondern 
Fall von 1) vor sieb. Dass im Falle 1) und 3) wirklich f, i&, % «inen 
gemeinsamen Factor haben, lehrt die Bildung von ^, %, welche oben 
ausgeführt wurde. 

Nur für den Fall 2) ist zu beweisen, dass, wenn /* einer der aus 
T entstehenden drei irrationalen Covarianten bis auf einen constanten 
Factor gleich ist, ^ und x 1°'* /"einen Factor gemein haben. Es 
muss hier T von Null verschieden sein. Daher sind nur drei Fälle 
zu betrachten, je nachdem in g) = alle Wurzeln verschieden, oder 
zwei gleich, oder endlich drei gleich sind, die übrigen aber jedesmal 
verschieden. Im ersten dieser Fülle kann man immer f='2x^x^, 
ip = Dia't' + e j'a:,*i/+ £ j/ setzen; dass in diesem Falle ^ ii, % einen 
gemeinsamen Factor besitzen, lehrt die oben angestellte Rechnung; 
as sind sogar (bei ß—O, S—O) f, ili und x ""*" ^^ constante Factoren 
verschieden. Hat zweitens ^ = zwei gleiche Wurzeln, so kann man 
dieser Function die Form geben 

daher 

H^2aYX^*~eY^x^*x/, T = — 9y*ax,^x^. ■ 
Die quadratischen Covarianten, in welche T zerfallt, sind also 
x^^, X,*, XfX^; welcher von ihnen aber auch f bis auf eine Constante 
gleichgesetzt wird, immer hat p einen Doppelfactor, der zugleich 
Factor von f ist, und mau hat eiuen besondem Fall von 1) vor sich, 
in welchem Falle, wie wir wissen, f, ^, x c'ieu gemeinsamen Factor 
haben. — Hat endlich <p einen dreifachen Factor, so können wir 
setzen : 

¥i=4x/a:^, H= — 2x^^, T=2x^^'■, 

es muss also f=c.x,^ gesetzt werden, was wieder auf den Fall 1) 
Itihrt. Damit ist der obige Satz und seine Umkehrbarkeit vollständig 



1 108. Typtsche Darstellan? der tlbrlgreu FSlIe. 

Wenn C nicht verschwindet, können wir an Stelle der drei Co- 
varianten L, M, N des § 103. die folgenden einfahren: 
/,=/■, M=t, N=x> 



Goot^lc 
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and erhalten demnach für ihre ersten U Überschiebungen die Aus- 
drücke: 

(1) li = {Xf) 2*a«=X 

während die simultane Invariante D, welche den Nenner des Epischen 
Ausdrucks bildet, gleich C wird. 

Und so wird nach § 103. (15) die typische Darstellung von f: 

(2) C'./"=7„t» + 2F„rX-2r„tV4-r^X*-2r«XV 

+ ^„v^ 

wo die V die Invarianten bedeuten: 

r„=(«o)'(«i)' r„ =.(<■♦)■ («♦■)■ 

(3) F„ = («a)'(«*)' r„ = {««.)'(«i)< 

Die Ausdrucke (1) sind mit f, ^, x durch die Gleichungen ver- 
bunden, welche den Gleichungen (11) § 5S. entsprechen: 
C.f = I>r, x + D„ X-B,jT 

(4) C.* = 2)rtJ+B»,»X-B„'l' 
C.i=Brt« + J)„X-fl„T, 

während zugleich 

(5) ü = /^T-l-V.X-2H'. 

Die Gleichungen (2), (4), (5) geben die typische Darstellung nach 
den in § 103. entwickelten Grundsätzen; man kann entweder t, X, M' 
oder f, ^, % eliminiren und die Darstellung dnrch die drei Obrigen. 
Formen leisten. Die Untersuchung der Coefficienten zeigt, dass es 
eine bemerkenswerth einfache Darstellung von <p giebt, bei welcher alle 
sechs quadratischen Formen beibehalten werden. 
Nach den Formeln des §60. ist zunächst: 

V,^ = {uaf{ahf = (tlY = Df^ =Ä 
^6j Vu = (« «)* (« *)' = {* tr = i)*« = B + *-f 

Die Formen aber 

n.-(«W(«»T = («*)'(«ft'(/i»)' 

F„= («»)< C«l)> -(«♦)• («H)' (ff «)'= («I)'(««' (/!<.)' 

r„={'l)' («zT = («x)'(off)>(ffa)' 
bildet man leicht mit Hilfe der ans der Theorie der biqaadratischen 
Formen oder der Tafel des § 8. folgenden Gleichungen:,-. , 

CjOO»^ Ic 
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indem man darin x^, x^ und y^, y^ durch ^j, — ^, oder Xa, ^Xi 
ersetzt: 

r„ _ (Sa)' (ir»)'_+ i (a «,)> - i)» r + !4 _ !4 + '^ 

■ F..=i(.<.)-(«tf +i(<.»;)-=4B», +'?= W + TF + T ■ 

ÄU3 dieeeß Gleichangen erhält man die CombicationeQ : 
r„t+ F„X-F„V=C» 
F„r+F„X-F„V = c(i+3/-) 

Multiplicirt maß diese Gleichungen mit t, X, — T und addirt, ao 
kommt nach (2 links C^qi, und daher nach Division mit C die ein- 
fache Darstellung : 

(8) c» = .* + x(2+^)-T(i«> + A/-), 

vermöge deren <p als bilineare Function der f, ^, % einerseits und 
der T, V, X andererseits ausgedruckt ist, während die Coefficienten 
nur * und j enthalten. — 

Wenn C verschwindet, so besteht zwischen f, ^, % eine lineare 
Relation, welche entweder die Form 

(9) x^'Kf+i.i,, 
oder die Form 

haben muss. Aber die Rechnung des § 107. zeigt, daas, mag /"ein 
Quadrat sein oder nicht, sobald f mit tfr bis auf einen Factor iden- 
tisch wird, (mit % dasselbe geschieht. Der zweite Fall ist also aus- 
zuschl i essen , indem er Oberhaupt keine solche typische Darstellung 
zulässt. In der Formel (9) aber muss man voraussetzen, dass /'und 
* keinen gemeinsamen Factor haben, da sonst auch x denselben 
haben wUrde. Man kann also die Formen f und i> bei der Auf- 
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Stellung der tjpischea Form zu Grunde legen, nebst ihrer ersten 
Ueberschiebung V. Der Nenner der Darstellung wird die zweite Po- 
tenz der ftus /", ^, V gebildeten simultanen Invariante, welche nach 
§58. (15), wenn man f^ durch /", f^ durch i/-, &^^ durch— T ersetzt, 
den Werth hat: 

(10) P= i iDrrJivi> - 1^'r^) = i 1^ B + ^D^-A^. 

Die an Stelle von X, (t, v tretenden ersten Ueberschiebungen 
von f, t(), V werden 

i = (*T)fcV, = -il*-P„-/-XI„,l 

V = (a^) a,Vx = — ^, 
und die typische Darstellung wird daher: 

(11) 4 P>.p= W„ {vDp,-fD„f + W„ (t,D„-fD„)' 

+ 4 W„ V (♦ Dff -fD,^,)-4W„'V (*D„-fD,f), 
während 

(12) l/' = -l,W,fV-'iD,l,f* + D„P\. 
Von den Coefficienten sind 

W„ = («o)' (oS)' = D,^^A 

(13) Tr„ = (««)'(«W=J)»» = B + '-J 

Tr„ =(«♦)'(.*-)■= J)„ +T=T+T 

den entsprechenden Grössen F gleich; die andern aber werden: 
„41 W„=(«o)'(«V)'-.(*V,' = 0, (§57.) 

1'„--('«')'(''1')'. H'«i = («f )'(«'*'■)'. 
Um IFjj zu bilden, geht man von der Gleichung aus 

und hat also 

W^ = (lT)' + j(aV)' = -0- (§60.(8)]. 

Dagegen erhalt man W^ aus (12), indem man x^ = a^, ar^ = — <t, setzt: 
(15) ir„ = -iJB„(B„ + '|')-B;,B»,j 



Läsat man also C verschwiuden, ho kann man den Werth von 
H" eintragen und erhält: ^ 

Dq,t7edOvGoOt^lc 
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(16) if» <p= W„(i> Df^-fD^^y + W^l^tDff- f Djrpy 

-2W^ [Dff *» - 2 Df,i, fili+D-^ip P). 
Diese Gleicbung enthält die Li^sung einer Aufgabe, welche eich 
bei den BetrtichtungeD des § 60. durbietet. Es war dort gezeigt, dass, 
wenn C=0, <p als quadratische Function von / und einer andern 
quadratischen Form darstellbar sei. Es entsteht die Frage, welches 
diese andere quadratische Form, und welches diese Dar- 
stellung sei. Bis auf die Ausnahmefülle des vorigen Paragraphen, 
in denen die Lösung sich indessen von selbst darbietet, ist diese Auf- 
gäbe durch die Gleichung (16) gelöst Die Aufgabe ist ihrer Natur 
nach nicht völlig bestimmt, da man statt jener Form g, welche ihr 
genQgt, auch ^ = xg + lf einführen kann. Aber die Gleicbung (16) 
zeigt, doss ^ eine solche Form g ist, und giebt die Darstellung von 
ep als quadratische Function von f und ^. 



I 109. Die Formen sechster Ordnung. F&lle, in deaen die tjpisehe 
Darstcllnng alelit ul^Ueli Ist. 

Bei den Formen sechster Ordnung bilden die Covarianten l, m, n 
{§ 78.) die Grundlage des Systems quadratischer Covarianten. Damit 
die typische Darstellung unmöglich werde, müssen /, m, n einen 
Factor gemein haben; aber wegen des besondern Zusammenhanges, 
in welchem diese Formen stehen, können die beiden hierin liegenden 
Bedingungen auf zwei ganz verschiedene Arten erfüllt werden. Erst- 
lich nämlich kann / mit m nur einen linearen Factor gemein haben 
und » denselben enthalten, was zwei Bedingungen sind. Zweitens 
aber kann m von l nur um einen constanten Factor verschieden sein, 

was auch zwei Bedingungen involvirt; es wird dann n von selbst 
auch nur um einen constanten Factor verschieden, denn es ist 
M — (im)' »,* = k [iiy ij = km = k^l. 
1) Untersuchen wir zunächst den ersten Fall. Der gemeinsame 
Factor von l, m, n sei q und 

l = qr, m=qs, n^=qt. 
Der Voraussetzung nach ist (rs) von Null verschieden , denn sonst 
träte der zweite Fall ein. Bildet man nun die Gleichungen 
(1) m^iJiiq){ir), n = ij(iq)(is), 



* Vgl. Clebsch und Gordan, Aniiali di mat., ser. U-, vol. I. /"" 
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SO folgt 

ms — nr = i,»(«a) K»'»")«— C»«)'''! = (s r) . »V (t g)- 
Da nun (ßr) nicht Null, so musa it:'{iq) durch q^ theilbar sein 

(2) iJiii) = q.k, 

wo k eine Form zweiter Ordnung. Fflbrt man dies in (1) ein, indem man 
fiber (2) die linearen Formen r„ s^ je einmal schiebt, so kommt: 

Bm = (qr)k+2q}c^ (kr) , 3n = (qs)k + 2q k^ [ks). 
Es sind also auch {qr)k und (qs)k durch q theilbar, und da jeden- 
falls einer der Factoren (qr), {qs) von Null verschieden ist, so muss 
h durch q theilbar sein, mithin 

(3) u'(iq) = q'.h. 

Es folgt bieraas {iqY = und i^{iq)*=-.0\ q^ musa also auch 
Doppelfactor von » sein: 

(4) ;-«'.?. 

In dem vorliegenden Fälle muss daher die In 
variauteafelation 

stattfinden. 
Mau kann nun in ähnlicher Weise zeigen, dass f selbst den 
Factor q dreifach enthält. Zu diesem Zwecke betrachte ich die Co- 
varianten 

(oO* aj,* = {aq){ar)aj^ 
(o«)»ß,* = (a3)(as) aj. 
Von Aer ersten wurde in § 76. (S) geseigt, dass 
(6) {aVfaJ=^2A+~. 

Um die zweite zu bilden, fQhren wir in ihr den Ausdruck von 
m durch l ein und erhalten: 

dagegen ist die zweite Ueberschiebung von {atf a^* mit i: 

(o !)■ (a if a,' i,' = 2 (A f|> i.' A,' + 1 (iif i,' ,V, 

oder Dach der Theorie der biquMlratisclien Formen; 
Bi + A^ 
~ 3 
Daher hat man 

. Bi+Äi 
3 

= - (a,y l, a.' Hü) a, + ^«t).i,| 



(»I 



(o»>)'o,'-^li^ = (oO'a.'l(iI)'».'-Wi/l 






C 
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Mach § 76. ist 

also auch 

(oi)'«.'(iI) + 3("i)'»-"(«l)«-. 
ätatt der rechten Seite des obigen Ausdrucks kann innu daher setzen: 

und der gesuchte Ausdruck für {am^Ux* ist also: 

■(7) (amya.' = ^+^^+iP. 

Aus (5), (6), (7) ergiebt sich nun fllr. unsem Fall: 



Hat nun i den Doppelfactor q^, so besitzt nach der Theorie 
der biquadratischen Formen A ihu ebeufalU, und also die ganzen 
rechten Tlieile der Gleichungen (8). Man beweist also, wie oben, 
indem man die Combinution 

(a q) (or) a/.s- (aq) (as) aj.r = (aq) aj' . (sr) 
bildet, dass (aqjaj den Factor g* hat: 

führt mau aber dies in (8) ein, so sieht man, dass auch 

{qr)q.U, {qs)q.u 
noch den Factor q^ , also u nochmals den Factor q enthalten muss, 
dass also 

{aq)aj' = ^.v. 

Es folgt hieraus, dass {aq)* Oi* = 0\ es ist also q ein dreifacher Factor 
von/-, 

und man bat den Satz: 

Wenn 2, tn, » einen gemeinsamen linearen Factor 
haben, während die andern linearen Factoren you 
l und m weder Null noch bis auf eine Oonstaiite 
gleich sind, so hat i denselben Factor doppelt und 
f dreifach. 
Dieser Satz läset sich umkehren: 

Hat f einen dreifachen Factor, so hat i den- 
selben doppelt, /, m, n haben ihn eiufach. 

Goot^lc 



440 Neunter ÄbBi^nitt T}rpiiche Danstellang der Formen 

Sei uamlich x dieser Factor, y die zweite Ycriinderliclie ; dann ist 

_2_i3V»v_4JlL iv_ ,^( ^f Vi 

wo jedea der drei Glieder, also auch i, deu Factor 3? enthält; so- 
danti wird 

~ 'öxdf 83?dy'^W^T^\ ' 
wo wieder jeder Term den Factor x hat; endlich 

»( = —'—— -2-^-^ + — — ^ ' 
24 I Sa;* öl/' cxdy dx'cy dy^dx*\ 

wo jeder Term den Factor x hat. 

2) Ich komme jetzt zweitens zur Charakterisining des Falles, wo 
m Yon l nur um eine Constante verschieden ist, 

(9) m = kl, m = jL-*(. 

Doch setze ich m, also auch k, als von Null verschieden voraus; 
auch das Verschwinden von i würde wegen der Gleichung m = (aO''''** 
das von m sofort zur Folge haben, und ich nehme also auch / als 
von Null verschieden an. 

Ich werde zunächst zeigen, dass l dann kein Quadrat sein kann. 
Es sei 

(10) f= a^x^ + Ga^x^x^ + 100^:^^*3;^^ + "TQa^x^x.^ 

+ \batX^x^*-\-&a^XiX^'' + (i,.x^, 

(11) i == Uf^X^ •}■ AKyX^X^-\-G(t^X^X^ -\' Acc^x^x^ ■{■ li^X^ , 

wo 

"0 = 2 (Oo «4 — 4 «1 «3 + 3 a^) 
«j = («d Oj — 3 a, Oj + 2 Oj flj) 

(12) «, = i(«oa,-9a,a, + 8a/) 
«9 = {o, o« - 3 ög Oj + 2 öj «,) 
«4 = 2 («ä Ob — 4 rtj «5 + 3 o^^). 

Soll nun { ein Quadrat, also etwa 

sein, so wird 

(13) »t = (iO*ix' = ftC«sV + 2«3.i^,J^i + a.a:/), 

und da dieser nur um einen Factor von / verschieden sein soll, so 
muss man haben : 

nq.i..cd,Goo<^le 
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04) a^ = 0, «, = 0, 

■wenn nicht (t, aiso auch m und l vi^rschwinden sollen. 

Eb hat also auch i den Factor ;r,*; denselben besitzt dann auch 
A, und der Ausdruck 

(»()'o,' = 2A + 4-'- 
Bildet man nun den Ausdruck links, so erhillt man 

f* {«s Xi* + 4 flj X(' j:^ + 6 (/., a:," ar^" + 4 O;, a:, x/ + «^ ij*) ; 

soll dieses den Factor x^* haben, so müssen die CoefGcienten fi a^, n a^ 
verschwinden, oder, wenn l von Null verschieden sein soll: 

(15) Os = 0, 0^ = 0; 
daher aus (13), (14): 

(16) a, = 0. 

Bildet man nun / durch die vierte Ueberschiebuug von t mit f, 
so kommt 

(17) i = - 4 a, «3 X,* + 6 Kj (ßj x^^ + 2 ÖS x, x^), 

und damit l = x,* werde, müssen die Bedingungen stattfinden: 

(18) -4«,.i, + 6ß,«, = f*, -12«^n,=0. 

Aus der letzten dieser Gleichungen folgt entweder «3 = oder 
«2 = 0; aber aus dem Ausdruck von a^ in (12) folgt, dass eins das 
andere noch sich zieht, dass also zugleich 
«, = 0, «3 = 0, 
was mit der ersten Gleichung (18) wiederum (i = 0, also / = 0, 
rtt = giebt. 

Die Annahme, dasu l ein Quadrat, ist ulso unmöglich, und man 
hat den Satz: 

Soll m von l nur um eincu Factor verschieden 
sein, ohne zu verschwinden, so kann l kein Quadrat 
sein. 
Wir können also jetzt 

(19) i=2ic,a^ 

annehmen. Behalten wir Bezeichnung und Gang der obigen Unter- 
suchung bei, so findet sich erstlich dnrch zweite Ueberschiebuug von 
l mit i: 

(20) m = -2(tc,x,' + 2a^x,x^ + a,x,*), 

also, damit m von l nur um einen constanten Factor verschieden sei: 

(21) «, = 0, «, = 0. 
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Efi enthült also ( nur gerade Potenzen, daher ebenso A, und 
deswegen auch die Covariante (aTj* a^*. Bilden wir diese, so findet sich 

und man muss also haben: 

(22) fl, = 0, a^ = 0. 

Bildet man endlich / durch vierte UeberscLiebuug von i und f, 
so findet mau 

l=ttg (2a^x,x^+a,.x/)+ 12 a^a^x^ x, + K^{a^x^^+2a,x^Xf), 
also indem man dies mit der angenommenen Form von l vergleicht: 

Hieraus ergeben sich folgende zu unterscheidende Fälle: 
a) 0^ = 0, a^ = 0, Ga^a^ == 1. 

fc) «^, = (1, «„^0, 6Ka«3+ "4«! =1- 

c) «, = 0, ««=0, «„a- + (ia.fla =1. 

d) flu = *», flg = n, «„ rtj + ß c^ «3 + a^ «, = 1. 

a) In diesem Falle verschwinden alle Coefficienten von i bis auf 
den mittleren, und da ausserdem nach (22) a^ und a, verschwinden, 
so wird dies uacb (12) ausgedrückt durch die Gleichungen: 

a, a^ = 0, «u «5 = 0, o, ög = 0, a, a^ = 0, 

während a^ = ^ a./ von Null verschieden ist. Es kann daher a^ nicht 
Null sein, folglich verschwinden a, und a^, uud man hat: 

f= B., 3!,« + 20 n, x,^ x/ + a^ V- 
(24) t = 16<VV 

l = Z2>i^^x^x^. 

h) Die Gleiuhungen a„ = 0, «, =0, «3 = 0, «o = **> 1^ = 0, o, = 
geben nach (12): 

a^ «j = 0, o, a^ — 0, ß» = |«a^, aj = — 8 ßgOj. 

Wäre nun nicht «,=0, so mUsste a, verschwinden, also auch 
ttj, «4, und i würde identisch Null. Es muss also «{ = sein, daher 
f einen dreifachen linearen Factor besitzen, was auf den Fall 1) zu- 
rückführt, indem nur der besondere (iu der Umkehrung des Satzes 
dort bereits vorgesehene) Fall eintritt, dass l und m mehr als einen 
linearen Factor gemein haben. 

c) Dieser Fall entsteht aus dem vorigen durch blose Vertauschung 
von 37,, x^. 
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(T) lu diesem Falle verschwinden alle Coefficienten von f, welche 
einen geraden Index haben, und die Gleichungen «, = 0, «,==0 sind 
von selbst erfüllt. Man hat: 

f=2x^x^\^ a, x^* + 10 % X^^ x/ + 3 a^ J:,* | 

(25) j = — 8 Oj \a,Xf* — 2a^x*x^* + a^x^*\ 

f = 32 dj (03* - a, flj) X, 3;,. — 

Man kann die Resultats dieser tintersuchung in folgendem Satze 
aussprechen : 

Ist m von l nur um einen constanten Factor 
verschieden, und besitzt f=^0 keine dreifache Wur- 
zel, so ist 

entweder 1 von dem Quadrate von I nur um einen 
constanteu Factor verschieden, und f wird durch 
Einfuhrung derFactoren von i in eine quadratische 
Function ihrer Cuben verwandelt*; 

oder ( ist eine biquadratische Form, fUrwelche 
I eine der aus Spaltung ihrer Uovariante T hervor- 
gehenden irrationalen Covarianten, und f ist das 
Product von l mit einer linearen Combination der 
Form i und ihrer biqaadratiscben Covariante: 

Untersuchen wir die Uinkehrungen dieser Slitze. Die Umkehruug 
des ersten lehren die Gleichungen 1,24): 

Ist f durch lineare Substitution als quadra- 
tische Form zweier Cuben darstellbar, so ist > Null 
oder das Quadrat der Producte der Wurzeln beider 
Cuben, und l Null oder bis auf eine Constante die- 
sem Producte selbst gleich. 
Was den zweiten angeht, so sind nur noch die Fülle zu unter- 
suchen, in denen eine Form vierten Grades nicht auf die Form 
PnX,* + Qp,x*x^'-i-p^x/ gebracht werden kann, während eine ihrer 
irrationalen quadratischen Covarianten 2 x^ x^ wird. Im Allgemeinen 
ist dies immer möglich, und man kann, wenn mau durch i eine solche 



• GeometriBch: Die seohs f repraarntircnden Punkte 11 

■ in Ewei Gruppen tu drei, uod die Punkte jeder Gruppe 

Bezug auf dasselbe feste Pnnktepaar (J=o) c; clisch-projectiT 

" Oeometriich : Die sechs f repr5 
in drei Paare, deren einea (1=0) au jed 
niach ist ^ , 
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irrationale Covariante einer quadratischen Form (p bezeichnet, den 
Gleichungen (25) die Deutung geben, es sei f=T(p, und zugleich 
i = xg> + i.H,p, l^fi.i. 

Hat nun zunächst 91 = zwei gleiche Wurzeln, so kann man nach 
§ 48. dem Ausdrucke (p die Form geben: 

und die quadratischen Factoren von T werden x^ x^ und x^. Der erste 
Fall ist im Obigen enthalten; im andern hat f die Form 

f=x .<p = a„x^-\- Iba^x^x^, 
daher 

wo i wieder unter die Form x^i + Afl^. fällt. 

Hat 91 zwei Paar gleicher Wurzeln, 91 —t-, so sind die irrationalen 
Covarianten theils Null, theila bis auf einen Zahlenfactor gleich x, 
also kann man setzen: 

f=x^ = Qa^X('x^^, 
und hat: 

i=\.Qa.^ x^x^, I = conBt. ar,a:^. 

Hat (p eine dreifache Wurzel, tp = ix^x^, so führt H auf x^^, 
und die quadratischen irrationalen Covarianten sind sämmtlich bis auf 
numerische Factoren gleich' a^j'. Man muss also setzen: 

f=z .ip = Ga, x^x^, 
und findet 

1 = 0, ( = 0. 

Ist <p endlich ein Biquadrat, so sind alle Formen t gleich Null; 
dieser Fall ist also nicht zu betrachten. 

Man kann daher die Umkehrung für den zweiten Theil des Satsea 
folgendermassen aussprechen : 

Ist /"das Product einer biquadratischen Form tp 
mit einer der irrationalen quadratischen Covarian- 
teo T, die sich aus der Zerlegung von Tip ergeben, 
so hat i dieForm x<p-\-kHif; l dieForm fic, wox, A, ft 
auch Null sein können. 

Die Auflösung der Gleichung f^O fahrt in diesem Falle auf die 
Lösung der biquadratischen Gleichung <p = zurück. Aber die zu* 
ihrer Lösung erforderliche cubische Gleichung reducirt sich hier auf 
eine quadratische und eine lineare, da von den drei Factoren von Tip 
einer bereits bekannt ist, und die Lösung von /'=0 erfordert daher 
Serhaupt nicht die Lösung von höheren als quadratischen Gleichungen. 
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I 110. AdBiiabmenile, in irelehen eine der CoTarlanten m, I, i 
Terschwlndet. 

Die Untersuclinngen des vorigen Paragraphen umfassen alle 
diejenigen Falle, in welchen die typische Darstellung durch quadra- 
tische GovariaDten unmöglich wird, ohne dass eine der Covarianteu m, 
l, i verschwindet. Untersuchen wir nun den Charakter der Fälle, in 
denen dies eintritt. Beginnen wir mit der Untersuchung des Falles, 
wo m identisch verschwindet, wobei wir zunächst voraussetzen, dass 
l nicht Null sei. Wegen der Gleichung § 78. (2), in welcher m, q 
Jetzt verschwinden, hat man nothwendig C=^0, daher, wenn man in 
der letzten Gleichung § 78. (9) Ai„ = (i setzt, auch B=0. Damit 
aber verschwindet An [§ 78. (9).], und l ist also ein Quadrat, i ent- 
hält einen dreifachen linearen Factor. In der Untersuchung des 
vorigen Paragraphen für den Fall, dass l ein Quadrat, wurde aber 
geschlossen, dass dann 1^=0 sei, und man hat also den Satz: 

Wenn m identisch verschwindet, so verschwin- 
det auch l. 

Gehen wir also zu dem Falle 1 = Über und nehmen zunächst 
an, dass i nicht verschwinde. Nach der Gleichung 

ist dann 

also entweder i von A nur um einen Factor verschieden, daher t ein 
Quadrat, oder ^ = 0, A = 0, also ( ein Biquadrat, was nur ein beson- 
derer Fall des ersten ist. 

Unterscheiden wir also die Fälle: 

1) i = 6 Kj X* x/ 

2) i = «^x*. 

1) Da i = ((ii)*aj* hier verschwinden soll, so hat man 

also, da a^ nicht verschwinden darf: 

n^ = 0, Os-=0, a, = 0. 
Hierdurch reduciren sich die der Form von * wegen eintretenden 
Gleichungen 

K„ = 0, «,=0, «8 = 0, ß,= 
auf: 

Ö0*i = 0, 0108 = 0, 

i:q,t7ediyCOOt^lC 
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während 

nicht TeTBchwiuden darf. Es bleibt also nur Übrig: 

o, = 0, «6=0, 
f—OoXt' + atXt*. 

Wenn / = und i kein Biquadrat, so musg /'sich 
aus zwei sechsten Potenzen linear zusammensetzen, 
und umgekehrt führt diese Form immer auf 1 = 0.* 

2) In diesem Falle führt die Gleichung i = (ai)*a,* = Ü auf 
= «, {a^x^* + 2a^x^x^ + «e V)> 
also auf 

a^ = 0, as = 0, 0^ = 0. 

Zugleich mQssen a,, a^, a^, a^ verschwinden, was die Bedingung 
giebt: 

(13=0. 

Es wird also 

/■= üg Xf^ + 6 o, «1^ x^+lÖOt X,* X,'. 

Wenn l verschwindet und i ein Biquadrat ist, 
so hat f einen vierfachen linearen Factor und um- 
gekehrt. 
Es bleibt nur noch der Fall zu behandeln, wo i identisch ver- 
schwindet. Dies tritt erstlich ein, wenn f eine sechste Potenz ist. 
Soll dieser Fall nicht eintreten, so hat es jedenfalls zwei verschiedene 
lineare Factoren , und indem mun solche zwei durch x, , x^ bezeichnet, 
kann man a„'=0, a^~0 annehmen. Die Gleichungen, welche das 
Verschwinden der a ausdrücken, werden dann 

0=3V -ia^a^ = 3«,« -4a^o 

(1) 0=a«,as-3o,a^ = 2a^a,-$aia^ 

= 8 «3*- 9ajrtj. 
Man sieht aus denselben, dass, wenn fi^ = 0, auch a^ und a^ 
verschwinden und / die Form bat: 

(2) f= 6 xy {a,x^*+a^x^*). 

Ist a^ nicht Null, so findet man aus (1), dass dann alle anderes 
CoeiBcienten auch nicht verschwinden können; man kann sie also 
aus (1) bestimmen durch die Formeln: 

* Gwmetrisch : Die eeahif repräten ttrenden Punkte Bind cy cÜBoh- 
projectiviBoh. 
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und es wird daher 

' 2 V 

waSj wenn man eine lineare Transformation anweadet, wieder auf die 
Form (2) zurUckkommt. 

Die Gleichung (2) und die Form einer sechsten Potenz umfassen 

aber genau alle Formen , welche die Covariante T einer biquadratischen 

Grundform annehmen kann. Man kang also den Satz aussprechen: 

Die Bedingung, dassi verschwinde, ist identisch 

mit der Bedingung, dasa f die Covariante sechster 

Ordnung einer biquadratiscben Form sei. 

Die Eigenschaften, welche die Form f in diesem Falle besitzt, 

werde ich im folgenden Paragraphen entwickeln. 

§ 111. DatergDcknng einer Form secksten Grades, welche CoTarUnte 
sechsteM CIrsdes einer blquadrstlschen Form tat. 

Es entsteht hier die Aufgabe, wenn eine Form f gegeben ist, 
welche Covariante sechsten Grades einer biquadratischen Form werden 
kann, die biquadratische Form q> zu finden, deren Covariante T die 
gegebene Form ist. Diese Aufgabe ist nicht völlig bestimmt; denn 
genUgt eine Form tp dei^elben, so genügt ihr auch noch die Form 

dx'p-^KH^), 
wenn x, k beliebige Parameter bezeichnen und die Constante c nur 
passend als Function dieser Parameter bestimmt wird. 

Ist zunächst f eine sechste Potenz, etwa j»/, so muss <p einen 
dreifachen Factor p^ haben, und es wird 

eine Lösung, wo q eine beliebige lineare Form und c nur so zu 
bestimmeQ ist, dass die Covariante T,p der gegebenen Form auch 
absolut gleich wird, nicht blos bis auf einen constanten Factor. 

Ganz allgemein aber wird die Aufgabe gelöst durch die Formel, 
welche in § 42. zwischen der biquadrati scheu Form und ihrer Covarian- 
ten aufgestellt wurde, und welche, wenn <p die biquadratisclie Form 
ist, die Gestalt annimmt: 

<p {x) .Hvi^)-tp{y).H^ ix) = 4 {xy) T/ T,\ 

Setzt man in dieser Formel frir T die gegebene Form / ein und 
betrachtet y^, y, als constante Parameter, so giebt die Form , 

I ,1 I Coo»^lc 
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4(xy)c.fl/(Tj,^ 
die all gemeinste lineare Combiiiatioti von <p und H, und demnach die 
allgemeinste Lösung unserer Aufgabe, wenn man nur noch die Con- 
stante c gehörig bestimmt. Nach § 41. ist die Covariante T der Form 

4 c . (xy) T» T/ = c.l<p (x) S^ (y) - p (j/) Äp (x)] 
gleich 

c\T{x).Q[H^(l,}, -<p(u)]=-2c'T(x-)TH9), 
und also gleich T{x), wenn 

-2c>.T'(,j) = -2e'r(s)=\ 
gesetzt wird. Die zu f gehörige allgemeinste biquadratische Form 
ist also 

(1) * (x) = '- i^ - — - ■" . — 

|/-2r(!/) 

Der hier vorliegende Fall ist unter den in diesem und dem vori- 
gen Paragraphen behandelten auch dadurch ausgezeichnet, dass in 
ihm nicht sofort die Auflösung der Gleichung f=0 sich darbietet, 
wie dies in allen anderen Füllen geschieht. Man kann nun die Lösung 
der Gleichung f=0 an die Darstellung der zugehörigen Form vierter 
Ordnung anknOpfen, indem man die Lösung derselben verfolgt, also 
die zugehörige Form Hi/, bildet, und aus ^ und Hip die drei irratio- 
nalen quadratischen Covorionten von if> zusammensetzt, welche denn 
nach der Theorie der biquadratiscben Formen zugleich die Factoren 
von f sind. 

Aber mau kann zur Auflösung der Gleichung f=0 in diesem 
Falle noch einen zweiten eleganteren Weg einschlagen, welcher auch 
zugleich auf eine zweite Darstellung der zu f gehörigen biquadratischen 
Form ^ fohrt, und welcher zugleich tiefer aus der Natur der Formen 
sechster Ordnung geschöpft ist. 

Dieser zweite Weg, die Gleichung /"^O in diesem Falle zu lösen, 
beruht auf folgenden Betrachtungen. Ich eutwickle zuerst den Ausdruck 
för das Quadrat der zu f gehörigen Covariante zwölfter Ordnung T, 
welche ans der ersten Ueberschiebung von f mit H entsteht. Nach 
der Formel (10) des § 35. ist demnach: 

(2) T* = -\\p{EH-fH^^H'J'-2fH.{aHfa/H/-\-H^\. 
Die Darstellung der beiden Formen 

erfordert etwiis Rechnung. Nach den Formeln des § 8. hat mau 
^ ^ {cdf cj d/ c,d ^ BJ' -Öj^ - Ä »■ . (xyf. 

Gooqfc 
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Setzt man in der zweiten dieser Formeln y, = aj, ^» = —011 so 
bat man : 
• (fl Sy a^* H/=r^if+ (crf)* (« c) (ad) . cj dj a^*. 

Der zweite Theil der rechten Seite verschwindet; denn wenn mau 
darin a, c, d cyclisch vertauscht und die Summe aller entstandenen 
Ausdrücke bildet, erhült mau 

(cd) (ac) (atO c/ rf^^ a/ hc?) öx + (rfc) c, + (oc) d,i = 0. 
Es ist also erstlich: 

(4) (off)'<.,'fl,<=A>7'- 

Schiebt man zweitens die beiden Ausdrücke (3) zweimal Ober 
einander, indem man sie als Functionen der y betrachtet, so ergiebt sieb: 
(5) iSS'y H/ H'J = (ofc)» {cdf (ic) (bd) a,» Vc.» dj--^i H. 
Im ersten Theile der rechten Seite wendet man dud die Identitfit 
3 (ic) {cd) (db) ft, c^ ds = (bcf d,» + {cd)' bj + (dt)" cj 
an, welche aus 

(6c) d, + (cd) 6, + (dh) c, = 
durch Cubireu hervorgeht, und hat dann, indem man gleichwerthige 
Terme zusammenzieht: 

(6) {HHJ UJ> HV = - i 1 2 (c 6)^ (crfj (ft c)' 0/ 6, c,« d." 
+ (a by (cd)* a/ b^* cj dJ\-~ 

wo 

M =(abf (cd) (fcc)» aj b^ cj d,». 

In M vertauscht man 6 mit c, addirt den neuen Ausdruck zum 
vorigen und dividirt durch 2. Dann wird: 

M= i ibcf a/ b^ c, d,s \aby (cd) c^ - (ac)* (bd) b^\ , 

oder wenn man im ersten Theile rechts 

(ab) Cx = (cc) tx - (bc) a, 
setzt : 

= ^[bcya^*b^c^ds^\(ac)b^llab){cd)-{ac){bd)\-(ab) icd)(bc)a,\ 
:=—l{bc)*a^*b:,CrdJ\{ac){ad Ä, + (öfc) (ed)o,| 

wo 

P=(b e)* (a c) {a d) a,* bj c, d/ 
Q = (bc)*(ab){cd)a,n,c^d,\ 

Clabicli, ThtoH« dar bint»n algebr. Fointn. I riil . (|29^^^^!^l'~ 



450 Neunter Abschnitt. Typische Daretallong der Formen 

In P kftnQ man das Symbol von 

einiUhren und erhält 

Um Q zu bilden, geht man von der aus den Gleichungen des 
§ 8. folgenden Formel aus: 

(fc c)* 6, fc j c, Cg = (,* j^* — ^ ^ . (xy)*, 
verwandelt sie znnSchst in 

{bcybrCibyCt = i..r^igü — ^A{xy) (xs), 
und setzt dann y,'=n^,ffi~~(ii,f, = d^, «j = — rf,. Man erhält dann: 

= ^Är-^i.'ci^*d^U(iaydJ + {id)'aJ-iad)U,'i 

Demnach hat man nun: 

■" 12 + 2 2 ' 

und also aus (6) den gesuchten Ausdruck: 

Die Gleichung (4) aber verwandelt sieb mit Hilfe von (4) und (7) 
in die Relation : 
(8) T' = -l[\-^Äf*-i^pf^-^iHr> + S^i 

In dem vorliegenden Falle nun, wo i identisch verschwindet, 
wird damit auch p ^= (ai)' ir' a»* identisch Sa\l, und es bleibt also 
die Gleichung: 

(9, T' + ^=-iH: 

Da nun, wie leicht zu sehen, hier f, H nnd T keinen Factor 
gemein haben, so folgt, dass die beiden Factoren der linken Seite 

^+^r-' ^ — 5 — 

vollständige Guben biquadratischer Formen sein müssen; man kann 
also solche biquadratische Ausdrücke u, v bestimmen, dass 

M= — 2iiv. 

i;q.i..cdi,Gooi^le 
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Auch u und v können keinen Factor gemein haben, da T und /"kei- 
nen gemeinschaftlichen Factor besitzen ; bildet man also die Gleichung 

= {u—v) {«— tv) («— **ll), 
so folgt, da3S die biquadratischen Formen 

u — v, U—SVf M — e*K 

die Quadrate von quadratischen Formen, den Factoren von f sind. 

Man kann daher die Lösung der Gleichung f=0 in folgenden Satz 

zusammenfassen , indem man die Werthe von u und v aus (10) einfahrt : 

Die Form f zerfüllt (abgesehen von einem con- 

stanten Factor) in die drei quadratischen Factoren, 

welche man aus dem Ausdrucke 

erhält, wenn man darin für s die drei dritten Wur- 
zeln der Einheit setzt. 



I 112. Typische Darstellnng der Fem sechstor Ordnung, wenn B nicht 
Terschwlndet. 

Ich gehe jetzt dazu über, die typische Darstellung für diejenigen 
Fälle zu entwickeln, in denen sie möglich ist. Dabei sind zwei FSMe 
zu unterscheiden, je nachdem It von Null verschieden ist oder nicht. 
Beginnen wir, mit ersterem. 

Wenn S nicht verschwindet, so kann man in den Formeln des 
§ 103. L, M, N durch l, m, n ersetzen; der dort durch D bezeichnete 
Nenner wird gleich if, und indem man die Bezeichnungen 

(1) fi={nl)n^L 

v = (Jm)lxniit 
beibehält, wird nach § 103. (15): 
(2) R» f= o,„ A3 + 3 «,„ A V + 3 a,i3 l^v + Z fl,« i(i* + 6 0,1, Aft v 

+ 3 fl,M A V» + a^ ^ä + 3 ««, (i*v + 3 OjK p j/* + a^j v», 
wo die Goefficienten durch die symbolischen Gleichungen 
ai,i = (aO*(o'T(«n* a^= {am)*{amy{am"f 
Oni = («Ö* («0* (oM*) <hi3={amy{am'f{anf 
aiii~ (ai)* {aXf {anY a^y = {amf{amyial)* 
(3) ■ «3M = («»)*(« "')*(««")* 

a^ = {any{any{amf 
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defiiiirt sind, und l, m, n mit A, (i, v durch die Gleichungen zu- 
sammenhängen [vgl. § 58. (7), (11)]: 

Ul =A,i X + At„ (i + Äi„ V 

U + »((* + nv= 0. 

Um die Coefficienten «,-»* au berechnen, gehe ich von den Äua- 
drflckeu der drei Govarianten 

(«l)'o,', („m)<a,\ (an)'«,' 
»US. Nach § 109. (6), (7) hat man 

(»0'».< -2^ + 4* 

{amfa,'= -^ 1- 4 F. 

Um den Ausdruck der dritten CoYariante zu finden, schiebe ich 
zunächst t zweimal über die zweite Gleichung (5) und erhalte linlis 
die Form (am)* (aj)'»,-«,'; rechts wird aus » jetzt A, aus A wird 

[vgl. § 40. (8)] -j7- i endlich ist, wenn i'^^)»* gesetzt wird, nach § 8.: 

und daher die zweite Ueberschiebung von i Über P: 

(.<pifi.'q>,'~(il)'i.'.l-iA„.i=-ml-l,Ä„i. 
Daher ist endlich 

^ ..; 

18 
oder wenn man für An seinen Werth ans § 78. einführt: 
BA-Ci , ml 



(ooO'(o>)'o,"«,' = -5-H -; — |--a--M.i", 



(6) iamnaiy«.' 

Der gesuchte Ausdruck ist 

(»»)'<.,'= (ai)' (im)' o,'; 
also wenn man hiervon die Gleichung (G) abzieht: 

{anf o,*= ^-g- H -2" + («*) a. I(»«0 a«* - («»•)* '^*t- 

Der letzte Theil rechts ist gleich: 



dlyGOOt^lC 
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Aber wegeu der identischen Gleichuug {§ 76., Hatz 1.) 

ist auch, indem man dies einmal über i schiebt: 

(aiy [aj (mi) + 3aJ(^ma) i^] m,- 0, 
und man koua daher f&r obigen Ausdruck setzen: 

Daher wird nun: 



1 hat also die drei analogen Darstellungen: 
3 



iaty a,' = 2A + -, 



m (»»■/.,.- ^+^+iP 



i 



Um diese Fonnclii aiiwenden zu könnea, bildet mau ihre zweiten 
l'olliren. £s ist uacli eiuer ot^ augewondteu Formel: 

C») A.'A," = (>i'j'yi%'-tB.(ii()', 

ferner uacb dem Obigen, wenn ipj* = P: 

endlich wenn man diese für jede quadratische Form t giltige Formel 
nach den Coefficienten von { dilferensirt und mit denen von m mul- 
tiplieirt und ttr^ml setzt: 

(10) t>,'*,' = i(m,H,' + n,,'l,')- {Ä„i(x))'. 

Die Gleichungen (7) führen daher mit Hilfe von (8), (9), (10) 
auf die Gleichungen: 

(Ol)' a.'a,' = 2(iiri,<i;'~iB(ii!i)'+iÄ.i,'i,' 
(<"»)' <••' »,' = j '-' ',' + -j ("')' >•' >','- ~g- (*»)' 
(II) + iVr,'-iÄi,{xy)' 

«", „ C.,., 
' 3 '' •' 



_ (*»)'- 
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Setzt man liierin atatt x^ und —x^, statt y^ und — y, in allen 
CombioatioQen die Werthepaare \, l^; m^, m^; n^, n^, so findet man 
die gesuchten zehn CoefiScienten. Doch ist ea zweckoiüssiger, zunächst 
nur für die y jene Wertbe zu setzen, und auf diese Weise zunächst 
die Formeln abzuleiten, welche die sechs quadratisclien Covarianten 

{al)^iaX)*aJ, {al)*(am)'aj etc. 

(und zwar ohne Nenner) linear durch l, m, n ausdrücken. Man hat 
dann nur zu beachten, dass 

(.■i)'(i.-)'«v =;,'(•»•)'-», 

(.•m)> ("')'•'-' = •,■ (i»)' = « = iB»i+lCi |§78. (2)1 
((«)• PO' •'.' = •,' (ig)" = i Bb + i Cm, 
sowie dasB 

Ai,= 2C+^, ^., = i(»'+^0), A..~Ä,,^D, 
, B' '2C' , iABC 

"'"■°'T+~3~+"Tr"- 

Auf diese Weise erhält man: 
(a!)>("0'»-' = -x' + f "• + 2" 



r i.ir ^! . ^C 7j_(2Cj AB<. , B 

(12) (a».)'(a«.ro,'_(f + tii'ji-|m+|„ 

, „, ,, , /BC\ D\, , /B> , AC\ C 

r „r -M . /2C' , B' ,2ABC\, , fD BC\ 



-f^4-^^^"\ 



Es ist sehr leicht, hieraus die Coefficienten am abzuleiten. In 
der Thst aber grijiUgen die Ausdrücke (12) selbst bereits vollkommen 
für die typische Dsratellong. Denn mnltij>lic)tt man dieselben der 
Beihe nach mit 

i?, 2A(*, 2kv, p?, 2 UV, V* 
und addirt, so erhält mau rechts 

o,»[CaO»A + (fli»)> + (a»j"»'ll(arjU + (at»'J(»« + (oii:j»»'], 
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was nach § 58. (10) gleich It?.a/ = IP .f ist. Bezeichnet man also 
die sechs in /, m, n linearen Ausdrücke (12) durch 



9ii> 



9"». 



so ist 

und es tritt auch ein weiterer Nenner nicht auf, wenn man il, fi, v 
durch l, m, n ausdrSckt, da die Quadrate und Producte von A, (t, v 
durch l, m, n ohne Nenner darstellbar sind, wie die Formel (3) des 
§ 58. lehrt Mit Bezug auf diese Formel kann man die Gleichung (13) 
durch den folgenden Satz ersetzen: 

Man erhält S^ . f durch l, m, n ausgedruckt, wenn 
man in dem Ausdrucke 

Alt Äl„ Atn l 



-1 



die Quadrate und Producte der u, v, tv durch dii 
sechs Ausdrücke (12) ersetzt. 



A.i 


A.. 


X.« 


m V 


A., 


Ä.. 


A„ 


n w 


l 


m 


n 





« 


V 


to 


-0 



f 118. Fall, wo -B Terschwlndet. 
Wenn R = 0, so kann man AitA„^ — ^„t als von Null ver> 
schieden voraussetzen; denn wenn jener Ausdruck, die Resultante von 
m und l, zugleich mit R verschwindet, so haben nach § 109. die 
Formen l, m, n einen gemeinsamen Factor, wenn nicht selbst eine 
oder mehrere von ihnen identisch verschwinden, Fälle, in welchen 
eine solche typische Darstellung nicht mehr möglich wird. 

Setzen wir also B = 0, aber AttA„m — A'mi als von Null ver- 
schieden voraus, und führen daher als Grundlage der typischen Dar 
Stellung die Covarianten l, m und 

v = (ltn) Ir m, 
ein. Nach § 104. (3) wird der typische Ausdruck von f dann : 
iA,iA„^-A*,^y.f^ 
^ •' TT \{aV*>y{lA^„~mAi„)+(am<'>y(mAtt-lA^i) + 2(av*'i)'v\, 

während 

(2) v' = ~ i M— 1^-2A^iml + Aitm*\. 

Bemerken wir nun, dass die beiden Seiten der Gleichnng (1) von 
ungeradem Grade sind, ebenso wie l, m, während v von geradem 
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Grade ist. DaheF mOssen die Coeföcienteti von Pv, Imv, m^v, v^ 
nothweudig Invariantea ungeraden Grades sein. Aber unter den Fun- 
damentalin Variante n ist nur eine von ungeradem Gerade, nämlicli R. 
Jene Coefficienten mOssen also R aln Factor besitzen, mithin in dem 
vorliegenden Falle verach winden. Und so kann man an Stelle der 
Gleichung (1) die folgende setzen, iu welcher der Werth von v*, sowie 
der entsprechende aus (if) folgende Werth von («i')*(ac')* bereits 
eingetr^eu ist: 
(3) iAuA„„.-A^t„y.f 

= n' \(al">)»(lA„„-mA,„) + (am<'>)^OnAii - IA„,)\ 

+ 3iA„mP-^A^iml+Aamn 

■ . tA„n,ial) (a 0' - 2A„, (a/)- (omY + Au {amy (arnji 
.t{arf {lA„„~mAi„) + {am'y (mAti- lA„,)i. 
Diese Gleichung zeigt erstlich, dass in diesem Falle /'eine cubische 
Form von l und m allein ist; zweitens, dass in den Coefficienten nur 
noch die vier AusdrQcke zu bestimmen bleiben, welche aus symbo- 
lischen Factoren («?")', (am'")' zusammengesetzt sind, und welche 
im vorigen Paragraphen durch 

'^lllr ^Ui' '^iin '^1 

bezeichnet wurden. Man erhält dieselben aus den Gleichungen (12) 
des vorigen Paragraphen: 
2B 



^J3 
■6 


^"+f 


A,.+2Ä,. 




2B 
■6 


^«i+|^»»+2^. 


IB 


-^Au 


+ |.,„ 


.P.. 




¥.. 


„.f.„, 


..^„. 




(f-+ 


1-). 




+ f 



/B" . iAC\ . C , . B . . 

Der zuerst erwähnte Umstand giebt die Lösung der Gleichung 
sechster Ordnung f=0, wenn ihre Invariante R verschwindet. Be- 
zeichnen wir den rechten Theil der Gleichung (3) durch qo (/,»«*, so 
können wir folgenden Satz aussprechen: 

Die Gleichung /'=0 ist algebraisch lösbar, so- 
bald ihre Invariante R verschwindet, und zwar 
geht sie dann durch die Substitution ,- , 

Google 



gerader Ordnung mitteUrt qoadratiacheT Covamuten. — § 113. 



(4) 



■ l 



in die cnbische Gleichung 

über. 
Hat man diese Gleichung gelöst, so bestimmt jeder Werth von s 
zwei Werthsyst«me i,, x^. Man findet diese, indem man die Gleich- 
ung (2) zu Hilfe nimmt. Indem mau in dieser l = mz setzt, hat mau 
nun die beiden Gleichungen 



aus welchen die VerhUUnisse x^:x^x^:x^ sich linear bestimmen. Die 
beiden verschiedenen Werthsysteme, welche demselben z zugehören, 
sind durch das Vorzeichen der Quadratwurzel unterschieden. 

Die geometrische Bedeutung dieses Falles ist sehr einfach. Da 
l und m der Voraussetzung nach keinen gemeinschaftlichen Factor 
haben, so kann man nach § 57. swei lineare Ansdrtlcke finden, aus 
deren Quadraten sich l und m linear zusammensetzen; es sind dies 
keine andern, als die Factoren von v. Aber dann gehen auch die 
drei linearen Factoren von ip{l, m) in Aggregate derselben Quadrate 
über, und man kann sie durch 

p»i* — «P, Q'm*—&l*j p"!»* — ij"P 
darstellen. Mit andern Worten: die drei linearen Factoren von ip{l,m') 
liefern Elementepaare einer Involution, und man hat den Satz: 

Wennß = 0, ohnedassin, I einen linearen Factor 
gemein haben, so entsprechen der Gleichung / = 
drei Eleinentepaare einer Involution.* 
Dieser Satz lässt sich umkehren. Wenn die Wurzeln von /'=0 
drei Elementepaaren einer Involution entsprechen, so braucht man 
nur die Doppelelemente der letzteren zu Grunde zu legen, um der 
Function f eine Form zu geben, in welcher alle Coefficienten unge- 
rader Potenzen verschwinden. Dann enthnlt aber auch t nur gerade 
Potenzen, daher auch l, m, n. Es müssen also l, m, n die Formen 
annehmen : 

l =l^ Xj* + li x^ , 

m^ m^ x* + m^ 3;^* 

M = «, X^ + »^ X^, 

und die Determinante R ihrer Coefficienten verschwindet also, wie 
zu beweisen war. 

* Siehe Salmon, LeBBODH etc. r^ i 

D.qit.zeaOvCOOt^lC 
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I 111. Die Modal ar^IeichniiK fKr die Transformation fBnfter Ordnung der 
elliptischen Fnnctlonon. 

In einem ganz andern Sinn, uls bei dem Verschwinden von R, 
k&nn man diejenigen Gleichungen sechsten Grades als auflösbar be- 
zeichnen, in welchen gleichseitig die Invarianten Ä und C verächwin- 
den. Diese lassen sich nämlich durch eine lineare Substitution in die 
Modulargleicfaung för die Transformation fünfter Ordnung der ellip- 
tischen Functionen Qberführen, und der zugehörige Modul der ellip- 
tischen Functionen nird durcK eine reciproke bi quadratische Gleichung 
bestimmt. Da andererseits in der Theorie der elliptischen Functionen 
die L5suDg der Modulargleichung durch einfache transcendente Mittel 
gelehrt wird, so ist die Lösung der angegebenen Claese von Gleich- 
ungen sechsten Grades, wenn auch nicht mehr durch ausschliesslich 
algebraische Mittel, dadurch gegeben. 

Die betreffende Modulargleichung ist nach Jacobi, Fund. S. 27: 
(1) t>« + 4 «* v* + 5 M* tf* - 5 u* d' - 4 « r — u« = 0, 

wenn « = «* der ursprüngliche, X = v* der traosformirte Modul ist. 
Diese Gleichung aber geht durch die lineare Substitution 

^ '' 1 — U* £ ' 

wie eine kleine Rechnung lehrt, in die Form tlber: 
(3) e<' + bz*-\-l5s'~4g[i-b = 0, 

wo 

... 1 _ 6 X» + X* 

^*> 1"= x(l-.0 

der einzige nicht numerische Coefficient der Gleichung ist. 
Setzen wir 

wo I, 1) lineare Functionen von x,, x^ sein sollen, deren Determi- 
nante durch r bezeichnet werden mag, so nimmt die Gleichung (3) 
auch die Gestalt an: 

(6) ■ 5.«,,) = 0, 

und ip ist itabei die homogene Function sechster Ordnung: 

Bildet mau nun die Covarianten und Invarianten von f*, so erhält 



• Vgl. Gordun, AnnaU, Ser. II, t, IL; Joubert, Comptea Eeiadua, IWTt _, 



geriider Ordoui^ mi 
Ä = 

daher, als Invarianteti vo 

c=o. 

Durch die vierte Ue 
(10) 
*8odaaD, indem man dieae 

(11) "'^^ 

"~ 8 
und hieraus ergeben sich 

(12) D = 
sowie die CoTariante 

(13) # = ( 

Eb erhellt hierans d 
gleichung, daaa ihre In 
ist daher im Stande, get 
düng sich indess hier sei 
des, bei welcher die Iny; 
(3) oder (6) zu bringen, 
diese Eigenschaft hat, i 
aus ihr abgeleiteten For 
dass dieselbe dnrch eine 
in 9>(g,i;) Uborgcht>, im 



04) 
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oder man hat 



(15) 



Die letzte Formel giebt eine lineare Substitution, da l und &, 
sobald A = 0, C = 0, stets einen Factor gemein haben. Es ist niim- 
lich die Resultante von * und l nach der Bezeichnung des § 58. : 

Nun ist D^i gleich Mull, weil d' eine Fuuctionuldeterminante und I* 
eine ihrer constituirenden Functionen ist (vgl. § 58.) j und nach 
§78. (9>wird 

also Null, weil A und C verschwinden. So ist also die Resultante 
von 9 und l gleich Null, und diese Formen haben einen gemein- 
aameu Factor, nach dessen Entfernung die letzte Formel (15) rechts 
in Zähler und Nenner linear ist. 

Die Formel fiir ^ hängt von r* ab, während nur r* völlig, r* 

nur bis auf das Vorzeichen bestimmt ist. Geht man von einem 
Vorzeichen von r^ zum entgegengesetzten über, so ändert sich nach 
der zweiten Formel (15) auch das Zeichen von (i. Das Quadrat dieser 
letztem Grösse ist wiederum völlig bestimmt, und zwar auf doppelte 
Weise. Aus (15) erhält man 

^_i8K R*T^_ 144 R» 
f* - ^— - ^ßTi 
dagegen aus (9): 

, 95 ,„ 72D» ,- 

Die Vergleichung beider Ausdrüclie giebt 

_, IfD D' 

^--9 ?1 

dies ist nichts anderes als die Form, welche die Identität § 78. (10) 
annimmt, wenn A und C verschwinden. 

Durch die Gleichungen (15) sind also — und fi bis auf ein ge- 
meinsames Vorzeichen bestimmt. Dass es auf dieses nicht ankommt, 
sieht man aus der Gleichung (7J, welche sich nicht ändert, wenn man 
V und u zugleich das Zeichen wechseln lässt. Setzen wir, also , 

Google 
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(16) f^=--^^^:, 

wo das Vorzeichen der Wurzel irjfendwie bestimmt sein mag. Es 
wird daDn 

_ 12 Ji 

(17) ' ^»EF 

{" 2» ■ 

Diese Substitution fuhrt zu der Form (7). Will man KU der Mo- 
ilulargleichuDg selbst Ubergeheu, so muss uion daher die Substitution 
ly-BD vu'+tl 
2d ~ v-vf- 

anwenden. Die Grösse u bestimmt sich, da u*=x, aus der Gleich- 
ung (4): 

(19) l-C' + x- 12« 

und mau erhält 16 verschiedene Substitutionen (18), indem man die 
vier Wurzeln x der Gleichung (19j, und die vier aus jeder derselben 

fliessenden Werthe der Grösse u^yx anwendet. 

Nachdem auf diese Weise die Form f in die Form der Modular- 
gleichung gebracht ist, kommt ancb ihre Auflösung auf die der Mo- 
dulargleichung zurück. Denkt man sich v der Theorie der ellip- 
tischen Functionen gemüss bestimmt, so giebt die Gleichung (18) die 
Wurzeln der Gleichung /'=0 auf lineare Weise. Die Grösse u war 
dabei nur bis auf eine vierte Wurzel der Einheit bestimmt; aber 
wenn man u um eine solche, f, ändert, so muss in Folge der Gleich- 
ung (1) auch V um e geändert werden, und die rechte Seite der 
Gleichung (19) erfährt keine Modificaiion. 

Ebenso wenig wird die Auflösung geändert, wenn man an Stelle 
einer Wurael x der Gleichung (18) eine der drei anderen treten lässt. 
Ist nämlich x eine Wurzel jeuer Gleichung, so sind die drei anderen: 

1 __!-" _1+K 

"i — ^> "i" 1+x' *'ä~l_x' 

Es treten also, wenn man eine dieser Wurzeln statt x einfDhrt, 
an Stelle von u die Grössen 



-fTl---f-'r?. 



Zugleich aber sind dann an Stelle der Wurzeln v der Modolar- 
gleichong in (19) die Ausdrücke zu setzen: 

i: ,1 I GoO»^lc 
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„ -« (l + \Xa)g-(x-xOw 

wodurch die Modulargleichang befriedigt wird, indem nicht blos (i, 
Boadem auch g seinen Werth beibehält, und alao auch die L5sung 
(18) unserer Gleichung sechsten Grades ungeändert bleibt. 



I HS. Die €>leiebiuiff fttr den Knltipllcotor der Transfomuition nhift«r 
Ordnnng der etUptisoken Function. 

Eine andere Glosse von Gleichungen sechsten Grades, welche mit 
Hilfe der Theorie der elliptischen Functionen lösbar sind , erhült man 
durch Betrachtung des dem Modul A entsprechenden Multiplicators. 
Ist in Folge einer der im Vorigen benutzten Transformationen fünfter 
Ordnung 

dy 1 dx 

eo hat man M= — ^— . Dieser Zusammenhang von M mit v 

ist kein linearer mehr, und daher genUgt'Jlf einer Gleicbang sechsten 
Grades mit Invarianteneigenschaften, welche von denen der Gleichung 
fOr V verschieden sind. 

Wie Hr. Brioscbi gezeigt hat, wird die Gleichung ftlr 

die folgende**: 

(1) e«-4ifs + 256x»x'»(e+l) = 0, (x'»=l-x«). 

Das Charakteristische dieser Gleichung ist zunächst, dass die drei 
mittleren Glieder fehlen. Setzt man aber 

(2) ' = »*|. 

multiplicirt noch mit einer beliebigen Constante, und setzt die Gleich- 
ung ip der Form an: 

so bleibt zwischen a^, a,, a^, Og die eine Relation bestehen: 
(4) Ooa, + 9a,a,=.0,. 



* Jacobi, Fund. S. 88. 
** Annali di matematica, Bd. 1, S. 177. 
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gerader Ordnoitg mittelst qntulnitigclier CoTanaaten. — §§ 114, 115. 463 
und um (3) in (1) überzufahren, hat man die Gleichungen 



Man findet daraus, die Gleichung (4) vorausgesetzt, 

■' "^ do,' 324 o,' 

aus welcher letztem Gletcliung sieh mit Hilfe einer quadratischen 
Gleichung x* ergiebt. 

Um nun aber weiter den allgemeinen Charakter der Gleichungen 
zu untersuchen, welche die Form (3) annehmen k&nnen, bilde ich die 
Invarianten derselben, indetü ich |, ij als lineare Functionen von x,, x^ 
betrachte, deren Determinante gleich 1 sein mag. Die letztere An- 
nähme ist gestattet, da die Yerönderung von g und ij um constante 
Factoren nur durch eine Veränderung der Gonstanten a bedingt wird. 
Ja, von diesen letzteren ist noch eine willkürlich; man kann, wie weiter- 
hin geschehen Boll, zwischen den a eine beliebige Relation fest-, 
setzen, wenn dieselbe nur nicht auaschliensUch von den Producten 
a^a^ nnd a, % abhängt, deren Werthverhültniss allerdings durch die 
vorige Annahme festgel^t wird. 

Man hat non zunächst, wenn 



gesetzt 


wird 


J = 2K»,-6»,<.,)=10«, « = ^i 


(6) 




sodann 






(') 




i-6.;(4o.oj' + 2o.o,6ii + 4o,o,fl, 


also 






(8) 




B-Uo", C = -18<r'. 


Hieraus 


Folgen sofort die Invariantenrelationen 


(9) 




«"K-*-. ''=-6^^'' 



welche den Charakter der Gleichung bezeichnen. 
Weiter wird 

wo ß den Ausdruck 
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(11) jJ = a,äV + V«5" 

bedeutet. 

Hieraus folgt, dasa man eine Form, welche den 
InTarisuteubeziehungea 

genflgt, in die Form 

bringt, indem man als neue Veränderliche die li- 
nearen Factoren des Ausdrucks 

(12) -^ßin = m-^l 

einführt. 

Aus dem Ausdrucke von m findet man noch 

(13) I> = 32(^-p). 

Dies fuhrt auf keine Invariantenrelation, da a und ß durch keine - 
Beziehung verbunden sind. Aber es giebt sofort die Bestimmung 



(14) ß = j/. 



3.10* 



Dieser Ausdruck darf, damit die vorliegende Umformung möglich 
sei, nicht verschwinden. Der Ausdruck unter dem Wurzelzeichen ist 

zugleich die Discrimiuante des Ausdrucks m — ^f; es hat dieser Aus- 

■ druck also wirklich, wenn ß von Null verschieden ist, zwei verschie- 
deue lineare Factoren, welche denn zur Transformation benutzt wer- 
den können. 

Endlich ergiebt sich noch 
(lö) n = am + 16a^|i3 + 8^(a„(i5£^ + a,ag»j*). 

Combiniren wir dies mit den Gleichungen (10), so finden wir 
l 
«G fli* I + »0 «6 »)* = - ■4 

„, , n+am-2aH 

«0 «5 I* + Ol «6 13* = gÄ , 

und indem wir diese Gleichungen nach 6*, ij* auflösen, wobei die 
Determinante der Ausdruck * 

(16) y = fl,* a^ — a^ a^ 

i:q,t7edi>G00t^lc 



getadei* Unlnnng niittelot i|«iulnttiiii.her (.'ovarianten. 
ist: 

... i_., .,, '1+1 

6ß 






yf= ».«.4 + '..«,"- p • 

Nehmen wir die Cileichuug (12) hiuKu, ao sehen wir, dass wir 
den Qaotient«n — , also die Unbekannte der traiisformirten Gleichung, 
ohne Wurzelausziehen linden, wenu nur die Grössen 

a,„ n^. li;,. a„, y 
noch bekannt sind. 

Was suuächst y hetriflt, so bestimmt man dasselbe durch Bil- 
dung der letzten Invariante H, welche der aus den Coefticienten von 
'* '"* *' gebildeten Determinante gleich ist: 
7i = 128/i'y. 

Es ist fl'so 

Zur Bestimmung von «„, u,, %, a„ haben wir die Gleichungen: 



"3- "5«.. --g-- 



"l "S = — 3 



Diese Gleichungen s'ud nicht von einunder unabbüngig; denn ea 
fol^t daraus die Beziehung 

welche dem Umstände entspricht, dass sich If durch Ä, B, C, D 
ansdrQckeD Ifisat.. Aber aus (19) erhält man ferner 

"nV _ ß — 7 ^e^__ß+_y 

flo dass die Ausdrücke (17) för {', tj' bis auf Poctoren r Og, a^a., 
vollständig bestimmt sind. 

Dass eine der Grüssen o unbestimmt bleibt, liegt -t der Natur 
der Aufgabe. Um sie willkürlich zu bestimmen, setze ich . 

«(,«5 = «. 

Bo daas äfv-i nach (19): 

a, M« = — a. 
Dann ist endlich: ,-, . 

Clabaoh, Thcort« rt« Hntnn ilRtbr. Vairo«. DqitzedJOVjOOglC 
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(21) 




<&-") 



Hier ist nunmehr alles bestimmt. In der Gleicliung 
aber werden die Coel^cienten ;. 

"• — 6?' "•-Wi" "'-ir?' "'-Tlf 

SO dasB sich dieselbe mit Auslassuog des Nenners 6 a* in folgmde 
verwandelt: 

Die Gleichungen (5) geben sodann für den Uebergang zu der 
MultiplicatorgleichuQg : 



= H, ,.,..^. 



r+ß' 



und mau kann daher setzen: 

r+ß' 



Diese Transformation der gegebenen Gleichung ist, wie man au» 
den vorstehenden Formeln siebt, immer m&glicb, sobald a, ß, y von 
Null verschieden sind ; denn auch der Nenner y + ß, welcher in den 
Formeln fßr die « vorkommt, führt, wenn er verschwindet, wegen 
der Gleichung (20) auf ß = 0. In zweien dieser Ausnahmefalle aber 
verschwindet R; nämlich beim Verschwinden von ß oder y, da 
lt^l'2Sß*y. Da in diesem Falle die Gleichungen sechsteu Gra- 
des, wie oben gezeigt, in anderer Weise lösbar sind , so kann derselbe 
hier übergangen werden. Es bleibt also nur der Fall zu betrachten, 
wo ff = 0, also A=(), U = 0, C = Ü, während J) und R als von Nnll 
verschieden uigeuommen werden..(^*= — ^ D*). 

Diesen Fall kann man bequem mit Hilfe der typischen Darstellung 
behandeln, welche in § 112. gegeben wurde. Da A, li, C verschwin- 
den, so verschwinden auch An, Ai„, A^n, A„g. Daher sind die 
Gleichungen zwischen /, m, ti und X, (t, v hier [vgl. § 7f). (9)) 

Coo»^ Ic 



gerader Urdoung ipiin-iiiL iiiiuu.^l^tüe.- t. 

Hl =Dv 

(23) B») = i>(* 
Rn=DX. 

Sonacli gebt die identische Gleichung 

in 

(24) = 2rw + »M*, 
und die typische Darstellung in 

oder, indem man die Werthe der i, fi, v einfuhrt, iu 

(25) I>'f=2n^ + ^~^fm 

über. Aber da ohnehin l, n wegen Aii=(>, A„„=0 Quadrate sein 
müssen, so ergiebt sich aus (24), dass man setzen darf: 

und indem man nun dieae Ver&nderlichen |, ij in (25) einführt, wird 
-4i)Y='j'-6i>|Sj). 
Man hat daher folgenden Satz: 

Wenn J, = 0, B=0, 6'=ü,-aber I) von Null ver- 
schieden ist, so ist n ein Quadrat und die Wurzel 
von n ist Factor von /. Der fibrigbleibeude Factor 
fünften Grades lasst sich als Aggregat zweier fünf- 
ter Potenzen darstellen, indem man )/» und — = als 

}/n 
VerUnderlichc einführt. 

Die Gleichung sechsten Grades hat also einen rationalen linearen 
Factor und die Auflösung der übrigbleibenden Gleichunf^ fünften 
Grades erfordert nur das Ausziehen einer fünfteu Wurzel. 
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Verbesseriingeii. 



S, 'AI, Z. 15 V. u. Ktutt „einen ihrer" iiue: ,^ieu ihre". 

$, 161, K. 4. Vou hier bü zum End«; deii Pnrographttn lum mau; 

Im owten Falle inusH uleo | iK iiegativ, ; if ' - -g /' positiv 
Hein, im zwuiltn Falle Iritt oine der ttnJe.ii Z^thencombina'-^oiiHn 
ilicBer ürOsDcn ein. Und xo haben v/ir folgenden Satz: 

Wenn ('-ßj"'>0, «o ist -entweder H bei beliebiKen 
reellen Werthen der x negativ, und zugleich immer 

■H'-|-/^ liOHitiv; dann hat /' lauter reetlo Wiirroln; 
oder di(. Wtirzeln der Oleichnng f=a aind silmmtlich 

S. iil, '/. r, und Z. 8 v. o, und S 228, Z. 13 v. u. sind die A L-nthaltcnden Temie 
immer mit deni entgogengc setzten Zeichon ^n Tersehcn, 
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